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1 Einleitung

Die Quantenmechanik ist eine konsistente Theorie, die einen grossen Bereich der Physik,
insbesondere die Atom- und Molekiilphysik, gut beschreibt. Sie vernachlassigt jedoch die
Effekte der speziellen Relativitatstheorie und ignoriert die Quantennatur de Kraftfelder,
zum Beispiel des elektromagnetischen Feldes. Die Erweiterung der Quantenmechanik,
die diesen Gesichtspunkten Rechnung tragt, wird als Quantenfeldtheorie bezeichnet.

Das Konzept der Quantenfeldtheorie wurde in den Jahren 1925-1929 von Heisenberg,
Jordan, Pauli und Dirac entwickelt. Mit Hilfe der Storungstheorie 1. Ordnung konnte
man damit auf Anhieb zum Beispiel die spontane Emission von elektromagnetischer
Strahlung erklaren. Lange Zeit aber scheiterte eine Verbesserung dieser Rechnungen mit
Hilfe hoherer Ordnung der Storungstheorie daran, dass alle entsprechenden Ausdriicke
divergierten.

Die Definition einer Storungstheorie ist dann 1949 Feynman und Dyson mit Hilfe
des Renormierungsverfahrens gelungen. Die Grundidee, die auf Heisenberg zuriickgeht,
besteht darin, dass die physikalischen Massen und Ladungen nicht mit den in der For-
mulierung der Theorie verwendeten Parametern (den sogenannten ‘nackten’ Massen,
Ladungen, etc.) iibereinstimmen. Vielmehr differieren diese um typischerweise un-
endlich grosse Beitrdge; damit konnen die Divergenzen der Storungstheorie in eine Re-
definition der physikalischen Parameter absorbiert werden. Im Fall der Elektrodynamik
(bzw. der Quantenelektrodynamik QED) stimmten die auf diese Weise berechneten
Korrekturen zur untersten Ordnung der Storungstheorie ganz ausgezeichnet mit den
gemessenen Werten iiberein. Das Paradebeispiel ist das magnetische Moment des Elek-
trons; bezeichnet man mit 4y das Bohr’sche Magneton, so ergibt sich fiir das magnetische
Moment des Elektrons

<ﬁ> — 1.001159652460(200) , (1.0.1)
Ho theor
und
<ﬂ> = 1.001159652193(10) , (1.0.2)
Ho

wobei die Fehler des theoretischen Wertes aus der Unsicherheit in der Feinstrukturkon-
stanten und der numerischen Ungenauigkeit bei der Berechnung der Koeffizienten der
Storungsreihe bestehen.

Nach dem Erfolg der Quantenelektrodynamik lag es nahe, auch die anderen Wech-
selwirkungen der Elementarteilchen durch Quantenfeldtheorien zu beschreiben. Hierbei
sollten die Quanten dieser Felder wie die Photonen als Teilchen beobachtbar sein. Diese
Uberlegung fithrte Yukawa zur Vorhersage von Mesonen als Ubermittler der Kernkrafte
und wurde vor ein paar Jahren eindrucksvoll bei dem Nachweis der W- und Z-Bosonen
als Ubertrager der schwachen Wechselwirkung bestétigt.

Die heute weitgehend akzeptierte Theorie der Elementarteilchen ist das sogenannte
Standardmodell. Es handelt sich dabei um die Quantenchromodynamik als Theorie



der starken Wechselwirkung, kombiniert mit der Weinberg-Salam-Theorie als Theo-
rie der schwachen Wechselwirkung. (Die Renormalisierbarkeit dieser Theorie wurde
von t’Hooft und Veltman gezeigt, wofiir jene vor ein paar Jahren den Nobelpreis er-
hielten. Der Nachweis, dass die Quantenchromodynamik ‘asymptotisch frei’ ist wurde
2004 durch den Nobelpreis fir Gross, Politzer und Wilczek geehrt.) Die Voraussagen
des Standardmodells stimmen mit den experimentell gemessenen Grossen hervorragend
iiberein. Trotzdem gibt es eine Reihe schwerwiegender Einwande gegen das Standard-
modell, und man glaubt heute, dass es lediglich eine ‘effektive’ Feldtheorie definiert.
Insbesondere kann im Rahmen von Quantenfeldtheorien die Gravitationskraft bisher
nicht befriedigend beschrieben werden. Der gegenwartig erfolgversprechendste Kandi-
dat fiir eine Theorie, die sowohl das Standardmodell der Elementarteilchenphysik als
auch die Allgemeine Relativitatstheorie beschreibt, ist String Theorie.



2 Quantenmechanik und Relativitatstheorie

Quantenfeldtheorie ist die Anwendung der Quantenmechanik auf dynamische Systeme
von Feldern (so wie sie etwa in der Elektrodynamik auftreten). Sie ist fiir die (gegenwér-
tige) theoretische Beschreibung der Elementarteilchenphysik von zentraler Bedeutung.
Mit kleinen Modifikationen spielen die Methoden, die wir diskutieren werden, jedoch
auch fiir andere Bereiche der modernen theoretischen Physik eine wichtige Rolle, zum
Beispiel in der Theorie der Festkorper. In dieser Vorlesung betrachten wir hauptsachlich
die Anwendung der Quantenfeldtheorie in der Elementarteilchenphysik; wir werden de-
shalb nur relativistische Felder betrachten.

In der Elementarteilchenphysik wollen wir Prozesse verstehen, die bei sehr kleinen
(quantenmechanischen) Abstdnden und sehr hohen (relativistischen) Energien stattfin-
den. Es ist aber zunachst nicht klar, warum wir dazu eine Theorie von Feldern benotigen
— warum konnen wir nicht einfach relativistische Teilchen quantisieren, genauso wie
wir das in der Quantenmechanik fiir nicht-relativistische Teilchen gemacht haben. Wir
wollen zunachst verstehen, warum das nicht moglich ist.

2.1 Klein-Gordon Gleichung

Wir wollen nun versuchen, die Konzepte der Quantenmechanik und der speziellen Re-
lativitatstheorie zu kombinieren und eine relativistische Wellengleichung zu konstru-
ieren. Wie wir sehen werden fithrt dies zu Schwierigkeiten und Inkonsistenzen, die uns
schlussendlich dazu zwingen werden, diesen Weg aufzugeben.

In der Quantenmechanik werden Zustande durch normalisierte Vektoren 1 eines
Hilbertraumes H dargestellt. Dabei ist |{¢[w)|? die Wahrscheinlichkeit, das System in
dem Zustand ¢ zu finden. Physikalische Observable werden mit selbst-adjungierten
Operatoren A = A" auf H identifiziert. Falls das System im Zustand ) ist, dann ist
der Erwartungswert der Observablen A gerade (1| A|¢). Die Dynamik des Systems wird
durch die Schrodinger Gleichung beschrieben

0
h—(t) = H 2.1.1
i (t) = H, (211)
wobei H der selbst-adjungierte Hamilton Operator ist. Dies kann auch als
U(t2) = Uz, t1)¥(t) (2.1.2)
geschrieben werden, wobei U (t, 1) ein unitarer Operator ist, der durch
0
2

charakterisiert ist.

Die Grundaussage der speziellen Relativitatstheorie ist, dass die Naturgesetze un-
abhangig vom Koordinatensystem des Beobachters sind, solange die Koordinatensys-
teme zu derselben Klasse von Bezugssystemen gehoren; diese sind dadurch ausgezeich-
net, dass sie sich mit Hilfe der Poincaretransformationen ineinander tiberfithren lassen.
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Die Poincaregruppe wird durch Raum- und Zeittranslationen, die iiblichen Raumrota-
tionen sowie die sogenannten speziellen Lorentztransformationen (oder Boosts) erzeugt.
Die Lichtgeschwindigkeit c ist die schnellste Geschwindigkeit, mit der Signale iibertragen
werden konnen; sie ist in allen Bezugssystemen gleich gross, namlich

¢ =299 792 458 — . (2.1.4)
S

Information, die aus dem Raumzeitpunkt (xg,¢y) herkommt, kann nur Raumzeitpunkte
(x1, 1) erreichen, die im Vorwértslichtkegel liegen, d.h. die

CQ(tl — tQ)Q — <X1 — X0)2 Z 0, tl — to Z 0 (215)

erfiillen. Dies ist die relativistische Version der Kausalitatsbedingung. Fiir Geschwindig-
keiten v, die klein relativ zur Lichtgeschwindigkeit ¢ sind, ist die Newton’sche Mechanik
eine sehr gute Approximation.

Bevor wir iberhaupt versuchen, diese beiden Konzepte fiir Punktteilchen miteinan-
der zu verbinden, konnen wir bereits erahnen, dass eine relativistische 1-Teilchen Quan-
tenmechanik nicht funktionieren kann. Wegen der Einstein’schen Relation F = mc?
konnen Teilchen-Antiteilchenpaar erzeugt werden, falls hinreichend viel Energie zur
Verfiigung steht. Selbst wenn diese Energie nicht vorhanden ist, kann dies virtuell
geschehen — der Grund dafiir ist, dass wegen der quantenmechanischen Unschéarferela-
tion AE - At = h, solche Energien kurzfristig auftreten kénnen. In der relativistischen
Theorie wird daher die Teilchenzahl nicht erhalten sein, und die tibliche Formulierung
der Quantenmechanik ist fiir relativistische Theorien nicht mdéglich.

Konkret kann man dieses Problem am Beispiel der sogenannten Klein-Gordon Glei-
chung erkennen. Um diese abzuleiten erinnern wir uns an das sogenannte Korrespon-
denzprinzip der Quantenmechanik. In der iiblichen Ortsraumformulierung der Quan-
tenmechanik assoziieren wir die Operatoren

.0 h 0 ;
zha — F, e —p (2.1.6)

zu der Energie £ und dem Impuls p’. Fiir ein freies massives Teilchen haben wir die
Energieimpulsrelation

2

E = 2p_ ~+ constant nicht-relativistisch
m
E? =p’?+m? relativistisch.

[Von nun an werden wir immer ¢ = h = 1 setzen!]
In der iiblichen Quantenmechanik erhalt man nun die Schrodingergleichung aus der
obigen Energieimpulsrelation mit Hilfe des Korrespondenzprinzips

i, t) = =S —(x, ). (2.1.7)



Im Falle der relativistischen Energieimpulsrelation erhéalt man stattdessen

2
(% -V’ + m2> Y(x,t) =0. (2.1.8)
Diese Gleichung ist die sogenannte Klein-Gordon Gleichung. Falls wir (wie in der
tiblichen Quantenmechanik) ¢ als Wellenfunktion interpretieren wollen, miissen wir eine
nicht-negative Norm finden, die unter der Zeitentwicklung invariant ist. [Die nicht-
negative Norm kann dann als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, das Teilchen ir-
gendwo zu finden; diese Grosse muss zu 1 normiert werden und diese Normierung muss
natiirlich zeitunabhéngig sein.] Tatséchlich kann man eine Kontinuitatsgleichung finden

0 . 4
Eer divj=0,7" =0, (2.1.9)

wobei der 4-er Vektor j# = (j° = p, j*) durch

i (.0 o
p = 2m<w8tw w)

ot
i= (0 - (Vo)) (2.1.10)
2im
definiert ist. Die Kontinuitatsgleichung bedeutet, dass
d
- [ dxplxt) = [ dS- 2.1.11
= | dxpixt) = [ ds-j. (2.1.11)

d.h. die Anderung der totalen ‘Ladung’ im Volumen V entspricht dem Fluss der ‘La-
dungsdichte’” durch den Rand von V. Wir wiirden diese Ladung gerne als “Wahrschein-
lichkeit’ definieren; das Problem ist jedoch, dass p im allgemeinen nicht positivist. [Zum
Vergleich: in der iiblichen Quantenmechanik gibt es ein Analogon zu (2.1.9) wobei j
genau wie oben, aber p als p = |¢|? definiert wird. p kann dann als Wahrscheinlichkeits-
dichte interpretiert werden, und die Kontinuitdtsgleichung impliziert dann einfach, dass
die Wahrscheinlichkeit erhalten bleibt.] Die Klein-Gordon Gleichung erlaubt daher keine
Interpretation als 1-Teilchen Quantenmechanik!

Der Grund dafiir, dass die relativistische Quantenmechanik nicht als 1-Teilchen-
theorie konsistent ist, kann man auch fundamentaler verstehen. Dazu betrachten wir
die Amplitude, die die Propagation eines freien Teilchens der Masse m von xq nach x
beschreibt:

A(t) = (x|e” "t |x) . (2.1.12)
In der iiblichen (nicht-relativistischen) Quantenmechanik gilt £ = p?/2m, und daher
ist

AW = s (el ) )

_ d3p —iit ip(x—xX0)
= (2 )3 e 2m’ e
m

32
- (%) gimle=x0)? /2t (2.1.13)
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Dieser Ausdruck ist fiir alle x und ¢ nicht von Null verschieden; dies bedeutet, dass
das Teilchen zwischen zwei beliebigen Raumpunkten in beliebig kurzer Zeit propagieren
kann. Dies ist natiirlich mit der Kausalitatsbedingung einer relativistischen Theorie
nicht vertraglich.

Man koénnte vermuten, dass der Grund fiir dieses Problem daher riihrt, dass man die
nicht-relativistische Energieimpulsformel benutzt hat, aber das ist nicht der Fall. Falls
wir £ = /p? + m? benutzen, erhalt man

All) = (x]e VP x)

3
_ / (;l 1;3 efit\/p2+m2 eip(xfxo)
T
1 o0 .
= — / dp p sin(p|x — xo|) e VP Hm? (2.1.14)
0

212 x — Xo|

Das verbleibende Integral kann durch Besselfunktionen explizit gelost werden; fiir un-
sere Belange ist es aber ausreichend, das Integral fiir x? > t? mit Hilfe der Methode
der stationdren Phase abzuschétzen. Die Phasenfunktion px — tv/p? + m? hat einen
stationdren Punkt bei p = imx/v/2? — t?; wir konnen den Integralweg so deformieren
(in der komplexen Ebene), dass er durch diesen Punkt verlauft. Dann findet man, dass
A(t) bis auf eine rationale Funktion von x und ¢ wie

A(t) ~ g7Vt (2.1.15)

geht. Dies impliziert, dass selbst unter Verwendung der relativistischen Energieimpuls-
relation, der Propagator ausserhalb des Vorwértslichtkegels nicht verschwindet! In der
Quantenfeldtheorie wird dieses Problem (wie wir spéter sehen werden) dadurch geldst,
dass Quantenfeldtheorien immer auch die zugehorigen Antiteilchen beschreiben (d.h.
dass es keine 1-Teilchentheorien mehr sind), und dass die Bewegung eines Teilchens
entlang eines raumartigen Intervalls identisch zu jener seines Antiteilchens in der entge-
gengesetzten Richtung ist. Bei der Berechnung des Propagators zwischen zwei raumar-
tigen Raumzeitpunkten kiirzen sich dann die Beitrage von Teilchen und Antiteilchen
gerade heraus, und das Ergebnis ist mit der relativistischen Kausalitatsbedingung kom-
patibel.

Diese Schwierigkeiten mit der 1-Teilcheninterpretation sind jedoch nicht die einzigen
Probleme, die es mit diesem Zugang gibt. Ein weiteres Problem besteht darin, dass die
Klein-Gordon Gleichung Losungen mit negativer Energie besitzt. Jede ebene Welle

Y(x,t) = N e (F-Px) (2.1.16)

16st die Klein-Gordon Gleichung, vorausgesetzt, dass E? = p? + m? Losungen mit

E = —/p? + m? tauchen deshalb genauso auf wie jene mit Energie £ = /p? + m?. Das
ist ein schwerwiegendes Problem, da nun das Energiespektrum nicht mehr nach unten
beschrénkt ist. [Insbesondere bedeutet das, dass jedes Teilchen beliebig (unendlich) viel
Energie abgeben kann, in dem es in einen Zustand niedrigerer Energie iibergeht!]
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Diese Probleme bewogen Dirac dazu, die Klein-Gordon Gleichung durch die Dirac
Gleichung zu ersetzen, die in gewissem Sinn die Wurzel der Klein-Gordon Gleichung
ist. (Diese werden wir spiter diskutieren.) Damit kann man das Problem der nega-
tiven Norm fiir p zwar losen, aber die Dirac Gleichung hat auch Losungen negativer
Energie, und die dadurch aufgeworfenen konzeptionellen Probleme miissen wiederum
gelost werden. Dies wird erst in einer Vielteilcheninterpretation moglich sein.

Bevor wir diese Dinge diskutieren konnen, sollten wir uns jedoch zunachst einige Be-
griffe der klassischen Feldtheorie in Erinnerung rufen (und verschiedene neue Konzepte
einfithren).
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3 Klassische Feldtheorie

Wir beginnen damit, uns die Lagrange’sche und Hamilton’sche Formulierung der klas-
sischen Mechanik in Erinnerung zu rufen. Danach betrachten wir klassische Feldtheorie
von diesem Gesichtspunkt aus, und leiten einige fundamentale Eigenschaften ab.

3.1 Klassische Mechanik

In der klassischen Mechanik kann man die Bewegungsgleichungen aus dem Prinzip der
kleinsten Wirkung ableiten. Betrachte ein klassisches mechanisches System mit Orts-
koordinaten q = {q1, ..., qn}. Wir bezeichnen mit L(q, ¢) seine Lagrange Funktion, die
eine Funktion der Koordinaten und Geschwindigkeiten (und manchmal auch explizit
eine Funktion der Zeit) ist. Fiir jede Bahn q(t), t; <t < t5, definieren wir die Wirkung
durch

Sla] = /m L(q,q)dt. (3.1.1)

t1
Das Prinzip der kleinsten Wirkung besagt dann, dass unter all den Bahnen q(¢) zu
vorgegebenen Endpunkten q; = q(t;) und q2 = q(t2), die tatsdchliche (physikalische)
Bahn dadurch ausgezeichnet ist, dass sie die Wirkung extremalisiert. Falls Q(t) die
tatsdchliche Bahn beschreibt, dann ist fiir eine davon infinitesimal verschiedene Bahn

q(t) = Q(t) + dq(t), die Wirkung

t2 08
Slql =95 dt —— Q| o0q(t) . 3.1.2
) = si@)+ [ ai 52 sl sa() (312)
Damit die tatsachliche Bahn die Wirkung extremalisiert, muss daher gelten
08
—|Q] =0. 3.1.3
e (313

Um diesen Ausdruck mit den Euler-Lagrange Gleichungen zu vergleichen, beobachten
wir, dass

) d
04(t) = — 0a(t),  dq(h) = dq(tz:) =0. (3.1.4)
Damit ist die obige Variation
t2 08 ta oL oL d
0S = dt —— oq(t) = dt | ——=0q(t ———0q(t)]| . 3.1.5
5= [ ar o iQlaaln) = [ ar | g2t sato) + o ) (3.15)
Im letzten Term integrieren wir partiell,
o JL d oL SRS d oL
- S P — _— . 1.
/tl @ e di2I) [ 55D 5q<t)L [Cdtsa(t) giges (3.1.6)

Zusammen mit (3.1.5) erhalten wir dann die vertraute Gleichung

L L
o5 _ oL d oL (3.1.7)



Um zur Hamilton’schen Beschreibung zu gelangen, fiihrt man die kanonisch kon-

jugierten Impulse durch

pi = %(q, q) (3.1.8)

ein. Wir nehmen nun an, dass wir diese Gleichung invertieren kénnen, d.h. dass wir
die Geschwindigkeiten ¢; durch die Impulse p = (py,...,pn) und die Ortskoordinaten
q ausdriicken koénnen. (Die Orts- und Impulskoordinaten bilden dann Koordinaten fiir
den sogenannten Phasenraum.) Die Hamilton Funktion wird dann durch die Legendre
Transformation

H(p,q) =p-4(p,q) — L(q,4(p, q)) (3.1.9)
definiert. Die Variation der Hamilton Funktion ist dann
. 0q; oL oL 0q; [ OL
dH = qi+—]<p‘——.>] dpﬂr [— — J <—.—p’>1 d%‘> 3.1.10
[ opi ' 9q; doq;  0gq \9og; 7 ( )

wobei die Summation iiber ‘dummy’-Variablen implizit ist. Nach Definition der kon-
jugierten Impulse verschwinden die runden Klammern, und wir finden

OH  9H 9L doL
- Op; O  0dq;  dtog

Gi = —Di, (3.1.11)
wobei wir die Euler-Lagrange Gleichungen benutzt haben.

Man kann nun die Zeitableitung einer beliebigen Funktion f(p, q, t) (entlang der tatséch-
lichen Bahn) als
df _of O0HOf OHOf _0Of
dt N ot 8;0@ aql 8(], 8pz N ot

schreiben, wobei wir die Poisson Klammer

+{H, f} (3.1.12)

{fot=-5 -5+ (3.1.13)

eingefithrt haben. Insbesondere folgt aus dieser Gleichung, dass eine Funktion f, die
nicht explizit von der Zeit abhéngt, und deren Poisson Klammer mit H verschwindet,
zeitunabhangig, d.h. eine Erhaltungsgrosse ist.

Auch die Hamilton’schen Gleichungen (3.1.11) kénnen aus einem Extremalprinzip
abgeleitet werden. Dazu beobachten wir, dass

L(q,q) dt = pidg; — H(p,q)dt. (3.1.14)

Daher konnen wir die Wirkung auch als

t
5= / * pidg; — Hdt (3.1.15)
t

1

schreiben. Die Wirkung kann daher auch als Funktional der 2N Funktionen ¢;(¢) und
pi(t) (d.h. als Funktional der Phasenraumvariablen) interpretiert werden. Falls wir
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wiederum annehmen, dass ¢;(t) fir ¢ = t; und t = ¢, vorgegeben sind (aber keine
Randbedingungen an p; stellen), findet man

t2 OH d OH
; lp <q api>+<p i m Q>] ( )
Nach partieller Integration des vorletzten Terms erhalten wir dann
08 0H 08 OH
=G~ 75— = =pi+ - 3.1.17
@ o Tam P 310

Falls wir wiederum verlangen, dass die Wirkung extremal sein soll, d.h. S = 0, erhalten
wir daraus die Hamilton Gleichungen (3.1.11). Schliesslich beobachten wir, dass die
Wirkung (nach partieller Integration) auch als

S = plta) a(t2) = plt:) -alts) = [ (s + H) (3.1.13)

geschrieben werden kann. Daher spielen p; und g; eine ebenbiirtige Rolle in der Wirkung.

Wir bezeichnen mit S(q1,t1; o, t2) die Wirkung entlang der tatséchlichen Bahn im
Phasenraum, deren Randbedingungen durch ¢(t;) = ¢; und q(t2) = go festgelegt ist.
Diese Funktion héngt dann nur von den Randbedingungen ¢; und g, (sowie den vorge-
gebenen Zeiten t; und ¢y ab); ihre Variation ist dann

08(qu, 113 ga,t2) = (p(t2) 6q2 — H (t2)0t2) — (p(t1) S — H (1)t , (3.1.19)
woraus folgt, dass

05(q1,t1; qo, t2) 0S(q1,t1; go, t2)

H(tz) = — H(t) = 1.20
(1) i) e (3.1.20)
und entsprechend fiir die Impulse
0S(q1,t1; g2, 0S(q1,t1; g2,
p(tg) _ <Q17 1542, 2) ’ p(h) _ (Q17 1542, 2) . <3.1.21)

0qs dq

3.2 Klassische Feldtheorie

Wie wir gesehen haben ist die fundamentale Grosse der klassischen Mechanik die Wir-
kung S, das Zeitintegral der Lagrangefunktion. Wir wollen nun eine Feldtheorie analy-
sieren, bei der die dynamischen Variablen ein Feld ¢(z) ist. [Ein Beispiel fiir eine solche
Feldtheorie ist die Elektrodynamik, die wir spater ausfiihrlich diskutieren werden. Dort
ist ¢(x) zum Beispiel das 4-er Potential A#(x).] Wir wollen uns von der Analogie zur
klassischen Mechanik von Punktteilchen leiten lassen

¢ (t) — o(t,x), (3.2.1)
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wobei der diskreten Index j nun zu x € IR® korrespondiert.
Die Wirkung einer Feldtheorie ist das Zeitintegral einer Lagrangefunktion. Falls die
Feldtheorie lokal ist (in dieser Vorlesung werden wir fast ausschliesslich lokale Feldtheo-

rien betrachten), dann ist die Lagrangefunktion das Raumintegral einer Lagrangedichte,
L, die nur von den Feldern ¢(z) und ihren Ableitungen 0,¢(x) abhéngt:

S = / Ldt = / £(8,8,0) d'z . (3.2.2)

Wir werden meistens die Randbedingungen an die Felder nicht explizit angeben; im
folgenden werden wir (wenn nicht anders vermerkt) annehmen, dass sich die Rauminte-
grale iiber den gesamten Raum erstrecken, und dass die Felder hinreichend schnell im
Unendlichen abfallen, so dass wir partiell integrieren kénnen (ohne Randterme zu er-
halten). Die Integrationsgrenzen in der Zeitrichtungen werden aus dem Kontext klar
sein.

Die Bewegungsgleichungen der Felder konnen wiederum aus dem Prinzip der klein-
sten Wirkung abgeleitet werden. Im gegenwartigen Kontext besagt es, dass das System
sich so von einer vorgegebenen Feldkonfiguration ¢, (x) zur Zeit t; zu einer vorgegebenen
Feldkonfiguration ¢,(x) zur Zeit to entwickelt, dass die Wirkung extremal (iiblicherweise
minimal) wird. Um diese Bewegungsgleichungen abzuleiten, betrachten wir daher die
Variation der Wirkung

5 = fa [Zas s 22 s00,0)

_ /d4 [—&;5 (ff@) 5S¢+ 0, <a(8af¢) 5¢>1. (3.2.3)

Der letzte Term kann vermittels des Divergenztheorems in einen Oberflachenterm umge-
wandelt werden; da die Feldkonfigurationen zur Zeit t; und ¢y vorgegeben sind, ver-
schwinden die Oberflachenterme bei ¢ = t; oder t = t3. Die Oberflachenterme im
Unendlichen (in den Raumrichtungen) verschwinden nach Annahme iiber die Randbe-
dingungen der Felder. Der Beitrag des letzten Terms verschwindet daher insgesamt, und
die Feldgleichungen sind die (verallgemeinerten) Euler-Lagrange Gleichungen

oL oL
9, <m> — 55 =0 (3.2.4)

Falls die Lagrangedichte mehrere Felder enthalt, gibt es eine solche Bewegungsgleichung
fiir jedes Feld.

Die Lagrange’sche Beschreibung ist fiir relativistische Systeme besonders geeignet, da
das Integral in der Definition der Wirkung sich tiber die Raumzeit erstreckt, und daher
(unter geeigneten Bedingungen an die Lagrangedichte) manifest Lorentz invariant ist.
Um den Bezug zur Quantenmechanik herzustellen, ist es jedoch manchmal niitzlich,
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die Hamilton’sche Formulierung zu beniitzen. Das natiirliche Analogon des kanonisch

konjugierten Impulses ist jetzt
oL
p(x) = ——, (3.2.5)
9¢(x)
d.h. wir identifizieren (wie schon oben erwihnt) die verschiedenen Freiheitsgrade ¢; mit
den Werten des Feldes ¢ an verschiedenen Raumpunkten x. Da die Lagrangefunktion

das Raumintegral der Lagrangedichte ist, impliziert dies

0 - 3
P = oS [ Ll ). 0) &y
= 3 d*x
99(x)
= 7(x)d’x, (3.2.6)
wobei das Feld o7
m(x) = T (3.2.7)

die zu ¢ kanonische konjugierte Impulsdichte genannte wird. Die Hamilton Funktion ist
dann

H = /d3X [F(X) P(x) — E} = /dBXH, (3.2.8)
wobei ‘H die Hamiltondichte genannt wird.

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Feldtheorie eines einzelnen (skalaren) Feldes
¢(x), dessen Lagrangedichte durch

. 1'2_1 2_1 2 2
L = 2<b 2(%) 2m<b
1 1
= 5(@(;5)2—57712(;52 (3.2.9)

definiert ist. Das Feld ¢ ist reell-wertig, und der Parameter m wird, wie wir spater sehen
werden, die Rolle einer Masse spielen. Die verallgemeinerte Euler-Lagrange Gleichung,
die aus dieser Lagrangedichte folgt, ist

2
"0 +m’p = (% —V*+ m2> 6=0. (3.2.10)

Dies ist gerade die Klein-Gordon Gleichung, die wir schon zuvor betrachtet hatten. [Hier
handelt es sich dabei aber um eine klassische Feldgleichung, nicht um eine quantenme-
chanische Wellengleichung!] Die kanonisch konjugierte Impulsdichte ist einfach

(%) = $(x), (3.2.11)
und die Hamiltondichte ist daher

1 1 1
H = 579 - §(V¢)2 + 5m2¢>2. (3.2.12)
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3.3 Symmetrien und Erhaltungsgrossen

Symmetrien bilden in der Beschreibung von Feldtheorien (und iiberhaupt in der moder-
nen theoretischen Physik) eine wichtige Rolle. Symmetrien spielen typischerweise eine
Doppelrolle. Zum einen erlauben uns Symmetrien, die die dynamischen Gleichungen
invariant lassen, aus einer Losung der Bewegungsgleichungen Klassen von Losungen zu
generieren. Zum anderen, fithren sie zu Erhaltungsgrossen, wie zum Beispiel Energie,
Impuls, Drehimpuls, Ladung, usw. Zwischen diesen beiden Aspekten von Symmetrien
gibt es eine tiefe Beziehung, die wir im folgenden diskutieren wollen.

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel: ein nicht-relativistisches Punktteilchen
in einem Kraftfeld, das von einem zeit-unabhéngigen Potential herriithrt. Die Position
und die Geschwindigkeit des Teilchens zur Zeit ¢ fiir vorgegebene Anfangsbedingungen
zur Zeit 0 sind natiirlich gleich denen zur Zeit ¢+ 7, falls die selben Anfangsbedingungen
wie zuvor zur Zeit 7 vorgegeben wurden. In diesem Sinn ist das Problem invariant
unter Zeittranslationen. Da das Potential zeitunabhéngig ist, wissen wir ausserdem,
dass die Energie (d.h. die Hamilton Funktion) eine Erhaltungsgrosse ist. Wir wollen
nun verstehen, in welcher Weise diese beiden Eigenschaften miteinander in Beziehung
stehen.

Die Zeitableitung einer beliebigen Funktion f(p,q) entlang der tatsidchlichen Bewe-
gung im Phasenraum ist

af _of

= e HH S (3.3.1)

Die Aussage, dass das System unter Zeittranslationen invariant ist, ist einfach die Aus-
sage, dass ol

pra 0. (3.3.2)
Da die Poisson Klammer anti-symmetrisch ist, gilt automatisch {H, H} = 0 und es
folgt, dass .

pri 0, (3.3.3)
d.h. die Energie ist eine Erhaltungsgrosse. Diese einfache Bebachtung geniigt zum
Beispiel, die Bahn des Teilchens im Phasenraum explizit zu finden, falls sich das Teilchen
nur in einer Richtung bewegen kann.

Von dem Gesichtspunkt der Wirkung, kann man dies wie folgt verstehen. Die
Wirkung der tatsachlichen Bahn, wobei zur Zeit ¢ = t; das Teilchen an der Position
q = qi, 1 =1,21ist, sei S(q1,t1;qo,t2). Die Invarianz unter Zeittranslationen bedeutet
dann einfach, dass

S(qr,t1;q2,t2) = S(qu, t1 + T;q2,t0 + 7). (3.3.4)
In differentieller Form ist das 55 89
—+—=0. 3.3.5
ot o, (3:3.5)
Wegen (3.1.20) impliziert dies dann direkt
H(t) = H(ts) . (3.3.6)
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Die Energieerhaltung ist also direkt eine Folge der Existenz einer kontinuierlichen Sym-
metrie, in diesem Fall der Symmetrie unter Zeittranslationen.
Entsprechend gilt fiir Ortstranslationen

S(qr,t1;q2,t2) = S(qn + a,t1;q2 + a, ta) . (3.3.7)

Differenzieren nach a und Beniitzen von (3.1.21) fithrt dann direkt zu der Impulserhal-
tung

p(t) = p(ta) - (3.3.8)

Entsprechend kann man auch die Drehimpulserhaltung ableiten. Diese Beobachtungen
gelten allgemein: wann immer ein dynamisches Problem eine Symmetrie besitzt, ist die
Wirkung (ausgewertet auf der tatsichlichen Bahn) unter dieser Symmetrie invariant.
Falls die Symmetrietransformationen eine kontinuierliche Gruppe bilden, kann man da-
raus, vermoge Differenzierung beziiglich der Gruppenparameter, eine Erhaltungsgrosse
ableiten. [Man sollte jedoch erwéhnen, dass Symmetrien nicht notwendigerweise eine
kontinuierliche Gruppe bilden miissen. Beispiele diskreter Symmetrien sind Paritat,
Zeitumkehr, usw. In diesen Fallen fithrt die Invarianz der Wirkung nicht zu einer Er-
haltungsgrosse.]

Diese Uberlegungen lassen sich relativ leicht auf den Fall einer lokalen Feldtheorie
ibertragen.

3.3.1 Noether’s Theorem

Fiir eine lokale Feldtheorie ist die Lagrangedichte eine lokale Funktion der Felder ¢(z)
und ihrer Ableitungen. Wir betrachten eine infinitesimale Transformation

¢(x) = ¢ () = ¢(x) + aAg(x), (3.3.9)

wobei « ein infinitesimaler Parameter ist, und A¢ die Variation der Feldkonfiguration
beschreibt. Wir nennen diese Transformation eine Symmetrie falls sie die Bewegungs-
gleichungen invariant lasst, d.h. falls sie Losungen der Euler-Lagrange Gleichungen auf
Losungen abbildet. Dies wird der Fall sein, falls die Wirkung unter dieser Trans-
formation invariant bleibt. Es geniigt jedoch auch, dass sich die Wirkung um einen
Oberflachenterm andert, da dieser fiir die Berechnung der Euler-Lagrange Gleichungen
(d.h. der Bewegungsgleichungen) keine Rolle spielt. Damit also (3.3.9) eine Symmetrie
definiert, muss die Lagrangedichte sich wie

L(z)— L(z)+ a0, T"(x) (3.3.10)
transformieren. Andererseits konnen wir die Variation von £ direkt berechnen:
oL oL
aAL = —(aAd)+ | =——| 0,(acA
oL oL oL
= ad,| =——A¢| +a|l——-0,| =—— || Ao. 3.3.11
g <a<au¢>> ¢> [a¢ : (8@@)1 I
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Unter Beniitzung der Euler-Lagrange Gleichungen verschwindet der zweite Term; der
erste Term ist daher gleich o9, J*", und daher gilt

oL
(0u)

[Falls die Symmetrie mehrere Felder transformiert, dann muss der erste Term in der
Definition von j* durch eine Summe solcher Terme, je einen fiir jedes Feld, ersetzt
werden.] Dieses Resultat besagt nun, dass der Strom j#(z) erhalten ist. Fiir jede
kontinuierliche Symmetrie von £ erhalten wir eine solchen Erhaltungssatz; dies ist der
Inhalt von Noether’s Theorem.

Wir sollten bemerken, dass j# durch diese Ableitung nicht eindeutig festgelegt ist, da
J durch (3.3.10) nicht eindeutig bestimmt ist. Zum Beispiel kénnen wir zu J* immer
eine Grosse 0, A" dazuaddieren,

0,j"(z) =0 mit  jH(z) = 5 Ap—T". (3.3.12)

Jh = J" + 0, A (3.3.13)

vorausgesetzt, dass A* = — A" d.h. dass A anti-symmetrisch ist.

Man konnte sich deshalb fragen, ob der Strom j# nicht typischerweise trivial ist. Wie
wir unten (an Hand von Beispielen sehen werden) ist dies nicht der Fall. Der Grund
dafiir liegt darin, dass wir annehmen, dass (3.3.10) unabhéngig von den Euler-Lagrange
Gleichungen gilt, d.h. unabhéngig davon, ob ¢ eine Losung der Gleichung ist oder nicht.
Andererseits gilt die Erhaltung des Stromes j# nur falls ¢ die Feldgleichungen erfiillt,
da wir in der Ableitung von 0, j* = 0 die Feldgleichungen beniitzt haben. Daher ist im
allgemeinen 0, j* # 0 falls ¢ nicht die Feldgleichungen erfiillt; insbesondere ist daher im
allgemeinen j* # 0.

Jeder erhaltene Strom fiihrt zu einer Erhaltungsgrosse: dazu betrachten wir

Q(t) = / B 0%, 1) . (3.3.14)
Diese Ladung ist dann zeit-unabhangig, da
Ot) = / &x 0y (x, ) = — / Px 0t (x, 1) = 0, (3.3.15)
wobei wir das Divergenztheorem, sowie die Eigenschaft der Felder, im raumartigen Un-
endlichen schnell abzufallen, bentitzt haben.

Diese Erhaltungsgrosse ist iibrigens von der Freiheit, zu J* (und daher zu j*) einen
Term 0, A" wie oben hinzuzufiigen, unabhangig. In der Tat berechnen wir

Qi = [ dxj5tx)

= @ (3.3.16)
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wobei wir in der zweiten Zeile beniitzt haben, dass A% = 0 wegen der Antisymmetrie von
A. Der zweite Term in der zweiten Zeile kann daher vermittels des Divergenztheorems
in einen Oberflachenterm umgeschrieben, der nach unserer generellen Annahme iiber
das Abfallen der Felder im Unendlichen verschwindet.

Als ein einfaches Beispiel betrachten wir die Lagrangedichte
£ = 10,0 —m? |]2, (3.3.17)

wobei ¢ nun ein komplezes Feld ist. Die Feldgleichung ist, wie zuvor [vgl. (3.2.9)], die
Klein-Gordon Gleichung. Diese Lagrangedichte ist invariant unter der Transformation

() = ep(x). (3.3.18)
Fir infinitesimales « fithrt dies zu
() — o(x) + iag(x), (3.3.19)
d.h.
AP =ig¢, A¢* = —ip". (3.3.20)

[Wir betrachten hier ¢ und ¢* als unabhéngige Felder; alternativ kénnten wir auch den
Real- und Imaginérteil von ¢ als unabhéngige reelle Felder betrachten.] In diesem Fall
ist also J* = 0 und der erhaltene Strom ist einfach

() = i[(0"¢7)6 — ¢" (0"9)] . (3.3.21)
Man kann leicht direkt nachrechnen (unter Beniitzung der Klein-Gordon Gleichung),
dass j* tatsachlich erhalten ist.

3.3.2 Noether’s Theorem fiir geometrische Transformationen

Noether’s Theorem kann auch fiir geometrische Transformationen (Translationen, Rota-
tionen, usw) angewendet werden. Zum Beispiel definiert die infinitesimale Translation

ot ot —a (3.3.22)
eine Transformation der Felder durch
O(x) = d(a +a) = $(x) + a" Bud(a) (3.3.23)

[In diesem Fall ist also aA¢ = a*0,¢.] Wir wollen annehmen, dass die Lagrangedichte
von x nur vermoge der Abhangigkeit der Felder abhangt,

L(x) = L(p(z),00(x)) . (3.3.24)

Dann transformiert sich £ unter der obigen infinitesimalen Transformation der Felder
wie

L(z)— LA+ a"0,L=LH+a"0, (0", L) . (3.3.25)
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In diesem Fall ist daher J nicht trivial. Wir konnen Translationen in den vier ver-
schiedenen Raum-Zeit-Richtungen durchfithren, und wir erhalten daher vier erhaltene
Strome (die durch den Index v = 0, 1,2, 3 parametrisiert sind)

oL
T, = 0,0; — ", L, 3.3.26
20,0 (3.3.26)
wobei
9, T", =0. (3.3.27)

T+ wird der Energie-Impuls-Tensor genannt. Wie zuvor folgt nun, dass die vier Grossen
P¥, die der gesamten Energie (¥ = 0) und dem Gesamtimpuls (v = 1,2, 3) entsprechen,

P = / Px T (x, 1) (3.3.28)

tatsachlich Erhaltungsgrossen sind.
Fiir den Fall der Klein-Gordon Theorie mit Lagrangedichte

L= %(8,@)2 — %ngbQ (3.3.29)
ist
=0"90"¢ — ””( 0u)? + g“”m ¢?. (3.3.30)

Die totale Energiedichte ist daher glelch

T = %(qf))Q + %(ng)Q - %m2¢2 =H (3.3.31)

und stimmt daher gerade mit der Hamiltondichte (3.2.12) {iberein. Die Impulsdichte ist

andererseits

T = —0y¢ 0;0, (3.3.32)

und der gesamte physikalische Impuls ist

—/dgxﬁogb@igb: /dgxgb@i@ogb. (3.3.33)

Eine entsprechende Analyse kann auch fiir die Drehimpulserhaltung durchgefiihrt
werden. Dazu betrachten wir die infinitesimale Rotation

- ot 4+ w, (3.3.34)

wobei w"” eine anti-symmetrische infinitesimale Matrix ist. Die Felder ¢;(z) trans-
formieren sich unter dieser Raumzeittransformation vermége

¢i(z) — S (w) ¢;(at —wm,), (3.3.35)
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wobei S;/ die Darstellung der Rotationsgruppe bezeichnet, in der sich die Felder ¢;
transformieren. Im einfachsten Fall eines skalaren Feldes ¢ ist S trivial, und wir finden

¢(z) = ¢(z) — W', 0,0 (3.3.36)

Dann ist aA¢ = —w" x, 0,¢. Die Lagrangedichte transformiert sich unter Rotation
trivial (d.h. mit S = 1), und dann gilt entsprechend

L(z)— L(x) —wx,0,L. (3.3.37)

Der zugehorige erhaltene Strom ist daher
1
g =TMw,pzf = SWrp (TH zP — THP V) | (3.3.38)

wobei wir die Anti-Symmetrie von w*” beniitzt haben. Da dies fiir beliebige infinitesi-
male Rotation gelten muss, folgt, dass der verallgemeinerte Drehimpulstensor

JHVP = "TH P — THP ¥ (3.3.39)
erhalten ist, 9,J""? = 0. Explizit erhdlt man daraus

0 = 0,(T*™af —THa")
= O™ 2P + T —0,TH" = = T"?
T —T". (3.3.40)
Insbesondere finden wir daher, dass 7" symmetrisch ist. Im allgemeinen Fall (wenn die
Felder nicht einfach Skalarfelder sind), ist der Energie-Impulstensor nicht notwendiger-

weise symmetrisch; man kann ihn jedoch hiufig so modifizieren (unter Bentzung der in
Kapitel 3.3 diskutierten Freiheit), dass er symmetrisch wird.

21



4 Dirac Gleichung und Elektrodynamik

Nachdem wir nun die Grundbegriffe der klassischen Feldtheorie eingefiihrt haben, wollen
wir zwei klassische Feldtheorien diskutieren: die Dirac Theorie und die klassische Elek-
trodynamik.

4.1 Die Dirac Gleichung

Wie wir oben gesehen haben, fithrt die naive quantenmechanische Behandlung der Klein-
Gordon Gleichung zu vielfaltigen Schwierigkeiten. Eines der Probleme besteht darin,
dass die Klein-Gordon Gleichung Losungen mit positiver und negativer Energie glei-
chermassen zulasst. Im wesentlichen kann dies darauf zuriickgefithrt werden, dass die
Klein-Gordon Gleichung eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist; dies hat Dirac
dazu bewogen, nach einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung zu suchen, deren
Quadrat gerade die Klein-Gordon Gleichung ist. Dazu machen wir den Ansatz (Dirac
Gleichung)

(iv"0, —m) =0, (4.1.1)
und versuchen v so zu finden, dass
(i7" = m) (170, — m)v = (0 —m?) ¥ = 0 (4.1.2)

ergibt, d.h. dass die Dirac-Gleichung (4.1.1) gerade die Klein-Gordon Gleichung im-
pliziert. Wenn wir die linke Seite von (4.1.2) ausmultiplizieren und nochmals die Dirac
Gleichung verwenden, erhalten wir

1
QD — U MO = (AN P =0, (413)
wobei {a, b} den Anti-kommutator
{a,b} =ab+ba (4.1.4)

bezeichnet. Dies reproduziert gerade die Klein-Gordon Gleichung, falls die v* die Dirac-
Algebra erfiillen

{7} =2¢". (4.1.5)
Es ist daher klar, dass die v* keine Zahlen sein konnen, aber man kann Matrizen finden,

die diese Gleichung erfiillen. In vier Dimensionen (d.h. fiir p = 0,1, 2, 3) ist eine beson-
ders einfache Darstellung dieser Algebra die 4-dimensionale chirale (oder Weyl) Darstel-

lung:
0 o ; 0 —o;
0 _ 0 i i .
v _<00 0), fy—<ai 0 >, 1=1,2,3, (4.1.6)

wobei die 0, die zwei-dimensionalen Pauli-Matrizen sind

1 0 0 1 0 —2 1 0
0'0:<0 1>, 0'1:<1 0), 0'2:<Z. 0), 0'3:<0 _1) (417)
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Die Pauli-Matrizen sind dadurch characterisiert, dass
(0,)?=1y, pn=0,1,2,3, 0.0; =iegon, i=1,23. (4.1.8)

Insbesondere produzieren sie die (definierende) Darstellung der Lie Algebra SU(2), die
durch spurlose, anti-hermitische 2 x 2 Matrizen aufgespannt wird:

1
[ta, ty] = 1 €ape te, wobel ty = 504 a=1,23. (4.1.9)
Wegen der Relationen in (4.1.8) erfiillt der Anti-Kommutator dann gerade
{o/,0;} =287 (4.1.10)
Diese Eigenschaften implizieren insbesondere, dass fiir 7, j = 1,2, 3
P 0 —o; 0 —oj 0 —oj 0 —o; i
(R i J J 1) _ _9§ij
=0, o) (o o)t (e o) (s o)=20" @1

sowie

{9y =0, i=1,2,3, {77} =214. (4.1.12)
Die Dirac Gleichung kann man mit Hilfe der ‘Feynman’ Notation kompakt schreiben als
(i@ -—m)y=0, P=1"0,. (4.1.13)

Da die 4* 4 x 4 Matrizen sind, muss auch ¢ ein 4-dimensionaler (Spalten-)Vektor sein;
er wird iiblicherweise Dirac Spinor genannt. Die Dirac Gleichung kann aus der La-
grangedichte

(e - - i - o -
L=3 (970ut> — (Outh) ¥ &) —mipy = SU O v —mi (4.1.14)
als Feldgleichung abgeleitet werden. Hier ist ¢ der (Reihen-)Vektor

b= (") =iy, (4.1.15)

wobei ¢* der komplex konjugierte Vektor zu v ist, und wir in der zweiten Gleichung
beniitzt haben, dass in der Weyl Darstellung ~° symmetrisch ist. Um aus dieser La-
grangedichte die Feldgleichungen abzuleiten, betrachten wir (wie schon zuvor im Fall
des komplexen Skalarfeldes) ) und ¢ als unabhingige Variablen; die Variation nach )
ergibt dann gerade die Dirac Gleichung

i"0, 0 —my =0. (4.1.16)
Andererseits fiihrt die Variation nach ¢ zu
—i 0,0y —my =0. (4.1.17)

23



Einer der Hauptgriinde fiir die Konstruktion der Dirac Gleichung bestand darin, dass sie
zu einer Kontinuitatsgleichung 9,j# = 0 fithrt, fur die p = j° die Rolle einer positiven
Wahrscheinlichkeitsdichte spielen kann. Der Strom j# kann einfach durch

J* =Pyt (4.1.18)

definiert werden. Er erfiillt die Kontinuitatsgleichung

0ui" = (0u) "+ Ot
= im (¢ —9v) =0, (4.1.19)

wobei wir die Dirac Gleichung, sowie (4.1.17) beniitzt haben. Die Null-Komponente des
Stromes, j°, ist gerade

PO =9y =yl (4.1.20)
und ist daher gerade manifesterweise nicht-negativ. Die Dirac Gleichung ist also, zu-
mindest was diese Frage anbelangt, als Schrodinger Gleichung interpretierbar.

4.1.1 Losungen positiver and negativer Energie und Dirac’s Lochertheorie

Obgleich die Dirac Gleichung nun eine Differentialgleichung erster Ordnung ist, hat sie
Losungen mit positiver und negativer Energie; die urspriingliche Idee, dieses Problem
durch die Betrachtung der Dirac Gleichung (statt der Klein Gordon Gleichung) zu ver-
meiden, ist daher nicht gelungen.

Der Einfachheit halber suchen wir Losungen der Dirac Gleichung, die ebene Wellen
beschreiben, d.h. Losungen der Form

V(@) =
vi(z) =

e T u(k), positive Energie ,
e oy(k), negative Energie , (4.1.21)
mit k° > 0. Da die Dirac Gleichung die Klein Gordon Gleichung impliziert, wissen
wir, dass k* = m?. Der zeit-artige 4-er Vektor k* ist daher also gerade der Energie-
Impulsvektor des Teilchens mit Masse m. Die Dirac Gleichung impliziert nun einfach,
dass

(k—m)u(k) =0, (f+m)v(k)=0, (4.1.22)

wobei wir wiederum die Feynman Notation, f = v* k,, beniitzt haben. Falls m > 0 gilt
im Ruhesystem des Teilchens k* = (m,0,0,0), und die obigen Gleichungen reduzieren
sich zu

(v =D u(m,0)=0,  (*+1)v(m,0)=0. (4.1.23)

Mit unseren Konventionen fiir v* sind die allgemeinen Losungen daher von der Form

u(m,0) = (g) . o(m,0) = ( g ) , (4.1.24)

-n
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wobei ¢ und 7 beliebige 2-dimensionale komplexe Vektoren sind. Fir beliebige Im-
pulse auf der Masseschale (also fiir beliebige k¥* mit k* = m?) kann man mit Hilfe
der Lorentzsymmetrie (die wir erst im néchsten Kapitel diskutieren werden), daraus
u(k) und v(k) konstruieren. In jedem Fall ist es aus dem oben gesagten klar, dass die
Dirac Gleichung gleichermassen Losungen mit positiver und negativer Energier besitzt.
Als relativistische Wellengleichung ist die Dirac-Gleichung daher nicht brauchbar, da
die Existenz von Losungen mit negativer Energie dazu fiihrt, dass alle Zustiande pos-
itiver Energie instabil sind. [Sie konnen unter Freigabe von Energie in einen Zustand
niedrigerer Energie iibergehen.]

Eine Losung dieses Problems im Rahmen einer Vielteilchentheorie wurde von Dirac
bereits 1930 vorgeschlagen. Obgleich diese Losung nicht unsere schlussendliche Sicht
der Dinge darstellt (da sie nur fiir fermionische Theorien anwendbar ist), ist es dennoch
instruktiv, seine Argument zu erkldren. (Insbesondere hat die zugrunde liegende Idee
viele physikalisch wichtige Anwendungen, zum Beispiel fir die Beschreibung von Elek-
tronen in einem Metall.) Die Grundidee von Dirac ist einfach: im Vakuum sind alle
Zustinde negativer Energie bereits besetzt! Man spricht daher oft von dem sogenannten
Diracsee.

Wegen des Pauliprinzips kann in jedem (fermionischen) Zustand nur ein Elektron
sitzen; falls die Zustande negativer Energie bereits besetzt sind, ist es daher fiir ein
Teilchen, das in einem Zustand positiver Energie sitzt, unmoglich, seine Energie ab-
zugeben, um in einen Zustand negativer Energie iiberzugehen: die Zustande positiver
Energie sind damit stabil.

Dieses Bild hat aber auch noch eine andere Konsequenz: wir konnen ein Elektron
aus dem Diracsee in einen Zustand positiver Energie anregen (durch Energiezufuhr).
Dabei entsteht ein ‘Loch’ im Diracsee (in das wiederum ein Elektron fallen konnte).
Dieses Loch kann wiederum als Teilchen interpretiert werden: da es als Loch unter den
Zusténden negativer Energie mit negativer Ladung (Elektronenladung) auftritt, scheint
dieses Teilchen positive Energie und positive Ladung zu haben. Dieses Lochteilchen
wird daher als Positron interpretiert.

Diese Theorie sagt daher insbesondere zwei interessante Prozesse voraus:

Ein Elektron (positiver Energie) féllt in ein freies Loch:
dies interpretieren wir als die Vernichtung eines Elektron-Positron Paars.

Ein Elektron wird (zum Beispiel durch Streuung mit einem Photonenstrahl, d.h.
durch Licht) aus einem Zustand negativer Energie in einen Zustand positiver
Energie angeregt; dabei entsteht ein Elektron und ein Loch, d.h. ein Elektron
und ein Positron: wir interpretieren dies als die Erzeugung eines
Elektron-Positron Paares durch Licht.

Auf Grund dieser Uberlegungen postulierte daher Dirac die Existenz eines neuen
Teilchens, des Positrons, das wenig spater (1932) tatséchlich beobachtet wurde. An-
dererseits ist klar, dass diese Interpretation nicht im Rahmen einer gewohnlichen quan-
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tenmechanischen Einteilchentheorie moglich ist: die Theorie beschreibt Prozesse, bei
denen Teilchen erzeugt und vernichtet werden, d.h. Prozesse, die nicht die Teilchenzahl
erhalten!

In dieser Interpretation der Diracgleichung spielen nun auch Loésungen negativer
Energie eine wichtige Rolle. Es scheint daher ein wenig voreilig zu sein, die Klein-
Gordon Gleichung nur weil auch sie Losungen negativer Energie besitzt, zu verwerfen.
[In der Tat beschreibt sie (wie wir spéter sehen werden) skalare Teilchen mit Spin Null
(zum Beispiel Pionen).] Andererseits kénnen wir natiirlich nicht das Konzept der Locher
direkt auf die Klein-Gordon Gleichung iibertragen, da das Paulirpinzip (das nur fiir
Fermionen gilt) dabei eine wichtige Rolle spielt. Jedoch ist das Konzept des unendlich
stark geladenen, nicht observablen Diracsees selbst fiir Fermionen ein wenig komisch.
Um eine befriedigende Beschreibung zu finden, miissen wir eine echte Vielteilchentheorie
betrachten; dies wird durch die sogenannte ‘zweite Quantisierung’ erreicht, d.h. durch die
Einfiihrung von Quantenfelder, die Teilchen und Anti-Teilchen erzeugen und vernichten
konnen.

4.1.2 Die Majorana Bedingung

Um aus dem komplexen Dirac-Feld ein reelles zu erhalten, ist eine Realitatsbedingung zu
stellen, d.h. das Analogon der Realititsbedingung ¢ = ¢ im Fall des komplexen Skalar-
feldes. Diese Bedingung muss die Dirac Gleichung und (4.1.17) ineinander tiberfiithren.
Eine konsistente Realitatsbedingung ist

Y =iyt (4.1.25)
Falls man diese Gleichung in die Dirac Gleichung einsetzt, erhalt man nédmlich
— 200, —imAy* At = 0. (4.1.26)
Die transponierte Gleichung ist dann (nach Multiplikation mit 7)
—i 0,1 (fy“ 72 ,yo)t + ma (72 ,yo)t =0. (4.1.27)
Schliesslich multipliziert man von rechts mit (7°~?)" und erhilt dann
—i 0,0 (fy“ 72 fyo)t (,yo 72)t —my=0. (4.1.28)
Man rechnet leicht nach, dass
(v vo)t (7° 72)t = y* (4.1.29)

fir alle p. Damit erhélt man gerade (4.1.17).
Die Realitéatsbedingung kann besonders einfach formuliert werden, falls die Majorana
Darstellung der Dirac Algebra beniitzt wird

0 __ 0 0'2) 1_<i0’3 0)
fy_( 2y = (1 , (4.1.30)

(o) ’iUg
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2 0 —02> 3 <—ZO'1 0 )
5 _< oY =Ty . (4.1.31)

g9 —’iO‘l

Man rechnet leicht nach, dass auch diese Darstellung die Dirac-Algebra erfiillt. [Tatsach-
lich sind alle 4-dimensionalen Darstellungen der Dirac-Algebra zueinander isomorph;
insbesondere gibt es daher eine invertierbare 4 x 4 Matrix S so dass

g — I -1
fYMajorana =S fYWeyl S :

Im vorliegenden Fall ist diese Matrix zum Beispiel gerade

o —1 1 1

Die Majorana Darstellung ist dadurch ausgezeichnet, dass alle v* Matrizen rein imagindr
sind. Insbesondere ist dann die Dirac Gleichung reell. In dieser Basis ist dann die
Realitatsbedingung einfach

P =P*. (4.1.32)
Dann ist namlich B . .
v=(1"v) = (") . (4.1.33)
Einsetzen in (4.1.17) ergibt
t t
—10, (70 @Z)) y—m (70 @Z)) =0, (4.1.34)

und die Transponierte dieser Gleichung ist dann (nach Multiplikation mit )

i () A 9 —mep =0, (4.1.35)

Man rechnet leicht nach, dass in der Majorana Darstellung

A0 (1Y A0 = it (4.1.36)

und dann ist (4.1.35) in der Tat gerade die Dirac Gleichung.

4.2 Elektrodynamik

Schliesslich wollen wir uns noch kurz die Elektrodynamik (als klassische Feldtheorie) in
Erinnerung rufen. Die homogenen (mikroskopischen) Maxwell Gleichungen haben die
Form

0B
divB =0, rotE + = 0, (4.2.1)

wobei E und B das elektrische und magnetische Feld sind. [Wir haben hier, wie schon
oben erwdhnt, ¢ = 1 gesetzt.] Diese homogenen Maxwell Gleichungen sind automatisch
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gelost, falls wir die elektrischen und magnetischen Felder durch die elektromagnetischen
Potentiale ® und A vermoge

A
B = rotA, E = —grad® — aﬁ—t (4.2.2)
ausdricken. Diese sind nur bis auf die Eichtransformation
ox
b — D+ e A — A —grady (4.2.3)

bestimmt, wobei x eine beliebige skalare Funktion ist. Diese Eichfreiheit kann durch
Festlegen einer geeigneten FEichbedingung (z.B. divA = 0 [Coulomb FEichung] oder
divA + %—f = 0 [Lorentz Eichung]) im wesentlichen fixiert werden.
Die inhomogenen Maxwell Gleichungen sind
divE = p, rotB — 9B =j, (4.2.4)
ot

wobei p die Ladungsdichte, und j die Stromdichte ist. [Wir beniitzen hier die Einheiten,
bei denen der Faktor 47 im Coulomb Gesetz auftritt, nicht in den Maxwell Gleichun-
gen; in den Konventionen meiner Elektrodynamik Vorlesung entspricht dies k = 1/47.]
Ausgedriickt durch die Potentiale lauten diese

o (0P
0d — 5% (E + d1VA> = p, (4.2.5)
OA + grad (%—(f + divA) = j. (4.2.6)

Wegen der Eichfreiheit (4.2.3) sind die Losungen ®(x,¢) und A(x,t) nicht eindeutig
bestimmt durch ihre Anfangswerte bei ¢ = 0 und die ihrer zeitlichen Ableitungen.
Dies passt damit zusammen, dass (4.2.5) keine Bewegungsgleichung ist (die zeitlichen
Ableitungen von ¢ heben sich weg), sondern bloss eine Nebenbedingung, die wegen
(4.2.6) erfiillt ist, sobald sie es bei t = 0 ist.

Um die Maxwell Gleichungen Lorentz invariant zu formulieren, kombinieren wir &
und A in das 4-er Potential

A, = (¢, —A), At = (D, A), (4.2.7)
und fiuhren den Feldstarketensor
F = (dA)W =0, A, -0, A, (4.2.8)

ein. [Hier ist 9, = =2

i = 5.0 Explizit ist F),, einfach

0 E1 EQ E3
| -E. 0 -B; B
Fo=|"m 5 o _nl- (4.2.9)

“Fs -By, B, 0
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Insbesondere ist der Feldstarketensor unter den Eichtransformationen (4.2.3) invariant.|
Die homogenen Maxwell Gleichungen sind dann einfach

0 0 0
F,, F,,+—
Oxo " * oxzv = " * oxt
Diese Gleichungen sind offensichtlich erfiillt, falls FF = dA, da dF = ddA = 0 wegen
dd = 0. Die inhomogenen Maxwell Gleichungen sind andererseits

(dF) o =

Fe=0. (4.2.10)

0, F" =3, (4.2.11)
wobei 7V der 4-er Strom ist, der durch

7 = (p.d) (4.2.12)

definiert ist. Die Kontinuitétsgleichung (die die Erhaltung der Ladung beschreibt) ist
dann einfach
0,7" =0. (4.2.13)

Sie ist eine Folge der inhomogenen Maxwell Gleichungen, da
0,j" = 0,0, F" =0, (4.2.14)

und da F ein anti-symmetrischer Tensor ist. Die oben erwahnte Lorentz Eichung ist ko-
variant, da man sie einfach als 9, A" = 0 schreiben kann; die Coulomb Eichung hingegen
hat keine direkte 4-er Interpretation.

Die Maxwell Gleichungen kénnen als Feldgleichungen aus der Lagrangedichte

1
L= By P — j, A (4.2.15)

abgeleitet werden. Hier wird die Lagrangedichte als Funktion des Feldes A aufgefasst,
und j, ist vorgegeben; die Lagrangedichte héngt deshalb auch explizit von z (vermoge
der z-Abhéngigkeit von j,) ab. In der Tat berechnet man

oL
We — —— = —F" 4.2.1
T 90,4, (4.2.16)
und or
=—j". 4.2.1
o = (4.2.17)
Die Euler Lagrange Gleichungen sind daher gerade
oL oL oL
= — = o =—0,F" + j" 4.2.1
0 8”8(@14,,) 94 o, oA O F" + 37, ( 8)

und reproduzieren deshalb die (inhomogenen) Maxwell Gleichungen. [Durch Einfithrung
des 4-er Potentials sind die homogenen Maxwell Gleichungen ja automatisch gelost.]
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Die zu A, kanonische konjugierte Impulsdichte ist

Ov oL Ov
= HOAy) . (4.2.19)
Diese verschwindet fiir v = 0, d.h. 7% = 0. Man kann daher 9yAy nicht durch die
zu Ag konjugierte Impulsdichte 7% ausdriicken; dies ist eine Folge davon, dass nicht
alle vier Komponenten des 4-er Potentials dynamische Grossen sind, da A, nur bis
auf Eichtransformationen (4.2.3) eindeutig bestimmt ist. [Zum Beispiel gilt unter der
Eichtransformation A, — A, — d,x, wobei x = x(t) ist, 9yAy — 0yAg — X, wihrend
alle anderen 0, A, invariant bleiben; der Wert von dy A kann daher durch eine geeignete
Eichtransformation beliebig gewahlt werden. |
Wiéhlt man jedoch (fiir j, = 0, d.h. falls keine externen Ladungen vorgegeben sind)
die Coulomb Eichung A° = 0, divA = 0 um diese Eichfreiheit zu eliminieren, dann sind
die verbleibenden dynamischen Felder A%, i = 1,2,3. Die zu A’ kanonisch konjugierte
Impulsdichte ist

e =F% = _F,. (4.2.20)

Da 1
L= 1 F,, F" =

folgt dann fiir die Hamiltondichte

(E*-B?) , (4.2.21)

N | —

H:—E~A—£:%(E2+BQ) . (4.2.22)

Dies stimmt dann gerade mit der aus der Elektrodynamik bekannten Energiedichte des
elektromagnetischen Feldes tiberein.

Manchmal ist es auch niitzlich, die Eichung durch einen eichfixierenden Term in der
Lagrangedichte festzulegen. Dazu betrachtet man (fiir j* = 0) die nicht eich-invariante
Lagrangedichte

1 A

L= = FuF"—=3 (9,A")°
= (@A) (A 45 (0,A) (A~ D (0,A%) (0,4%) . (42.23)
Die kanonischen Impulse sind dann
Ty = % =—F,—Xguw0,A", (4.2.24)
und die Fuler-Lagrange Gleichung daher
—0"F,, — X0, (0,A”) =0. (4.2.25)
Da F,, = 0,A, — 0,A, ist diese Gleichung daher zu
OA” —(1—=X)0"(0,A”) =0 (4.2.26)
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Aquivalent. Ableiten dieser Gleichung nach 9, ergibt dann AO(9,A”) = 0; fiir A # 0
gilt daher die (Lorentz-invariante) Lorentz-Eichung

0,A” =0 (4.2.27)
vorausgesetzt, dass

0,A%),_,=0 und 8 (9,A") 0. (4.2.28)

|t:0 -

Den zu A-proportionalen Zusatzterm in der Lagrangedichte nennt man deshalb einen
eich-fizierenden Term. [Wie wir spéter sehen werden, ist es jedoch nicht so einfach, diese
Eichfixierung auch in der Quantentheorie durchzufiihren.] Falls die Lorentz-Eichung gilt,
dann reduzieren sich die Euler-Lagrange Gleichungen gerade wiederum auf die Maxwell
Gleichungen. Im Gegensatz zu der Lagrangedichte ohne eichfixierenden Term ist nun
jedoch
Ty = Moy = —Fo,, — )\50V (8pAp) s (4229)
und daher
mo=-A(®+divA),  m=—Ay+ O, (4.2.30)

was fiir A\ # 0 nach (®, Ay) auflésbar ist und daher direkt eine Hamilton’sche For-
mulierung erlaubt.
Von besonderer Bedeutung ist der Fall A = 1, der Feynman Fichung genannt wird.
Wegen
0, (0"A¥ — g"0,A?) =0 (4.2.31)

sind die letzten beiden Term in (4.2.23) fiir A = 1 gerade gleich der Divergenz
1
iau [A, (0" AF — g""0,AP)] . (4.2.32)
Damit ist die Lagrangedichte zu der von Fermi betrachteten Lagrangedichte
1 12
L= —5 (0,A,) (0"A”) (4.2.33)

dquivalent (da sie sich nur um einen Randterm unterscheiden, der die Feldgleichungen
nicht modifiziert). Diese Lagrangedichte ist dann gerade die Lagrangedichte eines mas-
selosen Skalarfeldes fiir jede Komponente A*, (u = 0,1,2,3). Allerdings ist noch die
Eichbedingung 0, A" = 0 zu implementieren.

Fir das elektromagnetische Feld mit j, = 0 ist der kanonische Energieimpulstensor
™ = —FF,0"A° — Lg"
1
= —FH,0"A% + ZFGP FoP gt (4.2.34)

Er ist weder symmetrisch noch eichinvariant, im Unterschied zu dem aus der Elektro-
dynamik bekannten Energie-Impulstensor; diesbeziiglich fehlt ihm der Term

F, 07 A = Fro 9, A" = 0, (F" A") | (4.2.35)
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wobei die letzte Gleichung die Maxwell Gleichung 0, F*° = 0 voraussetzt. Da der
Zusatzterm eine totale Ableitung ist, bleibt der Unterschied ohne Konsequenzen; ins-
besondere liefert (4.2.34) dieselben, aus der Elektrodynamik bekannten, Erhaltungs-
grossen.
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5 Lorentzsymmetrie

Bevor wir mit der Quantisierung dieser verschiedenen Feldtheorien beginnen wollen, soll-
ten wir uns zunachst iber die Lorentz-Transformationseigenschaften der Felder Klarheit
verschaffen.

5.1 Die quantenmechanische Lorentzgruppe

In der Quantenmechanik haben wir gesehen, dass sich manche Teilchen (ndmlich die
Fermionen) tatséchlich nicht in Darstellungen d§r rdumlichen Drehgruppe transformie-
ren, sondern in Darstellungen ihrer zweifachen Uberlagerung SU(2)

SU(2)/{=1} ~ SO(3). (5.1.1)

Hierbei ist SU(2) die Gruppe der unitéren (komplexen) 2 x 2 Matrizen mit Determinante
+1; jedes Element von SU(2) kann als

= < a b*> . wobei  |aP+[p2=1 (5.1.2)
—b* a

geschrieben werden. Um die Relation zwischen SU(2) und SO(3) zu verstehen, definieren

wir fiir jeden Vektor x im Minkowski-Raum die Matrix

3 0 3 1 )
7= p_ (Tt T —ax )
) “Z:ox Tu <9€1+i:p2 20— 3 ) (5.1.3)

wobei o, die oben eingefithrten Pauli-Matrizen sind. Diese Abbildung ist invertierbar,

da .
at = 5 Tr(Zoy,), (5.1.4)

wie man leicht nachrechnet. [Dazu beniitzt man die Definition (5.1.3), sowie die Eigen-
schaften der Pauli-Matrizen (4.1.10).] Falls z* ein reeller Vektor ist, dann ist & eine
hermitesche Matriz; umgekehrt fiihrt jede hermitesche Matrix Z vermoge (5.1.4) zu
einem reellen 4-er Vektor. Schliesslich rechnet man leicht nach, dass die Determinante
von T gerade mit dem Lorentz-invarianten Skalarprodukt von z iibereinstimmt,

det 2 =z, 2" (5.1.5)
Fiir jedes Element A von SU(2) betrachten wir nun die Abbildung
P 3 = AT AT, (5.1.6)

Als Abbildung von z* +— (2’)* aufgefasst, ist dies eine lineare Abbildung, die reelle
4-er Vektoren auf reelle 4-er Vektoren abbildet. [Falls Z hermitesch ist, dann ist auch
A7 AT hermitesch.] Wegen (5.1.5) lisst diese Transformation das Lorentz-invariante
Skalarprodukt invariant, und definiert daher eine Lorentztransformation. Schliesslich
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ist es wegen (5.1.3) klar, dass (2/)” = 2°, und daher muss die zugehdorige Lorentztrans-

formation gerade ein Element in SO(3) sein. Diese Konstruktion definiert daher einen
Gruppenhomomorphism
SU(2) — SO(3). (5.1.7)

Es ist relativ offensichtlich, dass der Kern dieser Transformation gerade £1, € SU(2)
ist. Ferner ist der Homomorphismus surjektiv, und daher haben wir (5.1.1).

In der Quantenfeldtheorie interessieren wir uns nicht nur fiir Darstellungen der raum-
lichen Drehgruppe, sondern fiir Darstellungen der relativistischen Lorentzgruppe. Wie
in der Quantenmechanik erwarten wir jedoch, dass sich manche Teilchen (némlich die
Fermionen) nur in Darstellungen einer geeigneten Uberlagerung transformieren. Wir
definieren daher die quantenmechanische Lorentzgruppe durch

SL(2,C) = {A komplexe 2 x 2 Matrix mit det A = 1} . (5.1.8)
Diese Gruppe enthélt natiirlich SU(2) als Untergruppe. Sie wirkt auf z vermoge
P 3 = AT AT (5.1.9)
Wegen der Multiplikationseigenschaft der Determinanten ist offensichtlich, dass
det(z") = det(Z) ;

daher definiert die durch (5.1.9) definierte Transformation gerade eine Lorentztransfor-
mation. Wie zuvor im Fall der quantenmechanische Drehgruppe ist natiirlich auch die
quantenmechanische Lorentzgruppe eine Uberlagerung der iiblichen Lorentzgruppe. In
der Tat sieht man leicht, dass A € SL(2, C) genau dann auf jedem x trivial wirkt, falls
A = £1,. Die tibliche Lorentzgruppe ist daher gerade

Ll =SL(2,0)/Z,. (5.1.10)

Genauer gesagt taucht auf der linken Seite hier die orthochrone eigentliche Lorentzgruppe
auf, d.h. die Untergruppe der Lorentztransformationen, fiir die

Ll ={A e L|A% >1,det A =+1}. (5.1.11)

[Dies ist einfach eine Folge davon, dass die Gruppe SL(2, C) zusammenhéngend ist, d.h.
fir jedes Element in A € SL(2,C) gibt es eine stetige Abbildung [0,1] — SL(2,C),
t — A(t) so dass A(0) =1 und A(1) = A. Daher erhdlt man unter der obigen Quotien-
tenabbildung auch eine Zusammenhangskomponente der Lorentzgruppe; da diese die
Identitit enthélt, kann es sich dabei nur um Ll handeln.]

Im folgenden ist es niitzlich, neben der hermiteschen Matrix  noch eine verwandte
(hermitesche) Matrix & einzufiihren, die durch

=i e (5.1.12)
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definiert wird, wobei € die 2 x 2 Matrix

_ (0 1N _ 4
€= (_1 0) = —¢ (5.1.13)
ist. Explizit gilt dann
[ B— L p— 3
— e Hn =
e (—x1+m2 20 + 2? ) —L;Ox Tn (5.1.14)
wobei wir ¢, durch
6, =¢€0,¢€ (5.1.15)
definiert haben. [Daher ist 6g = 0 und 6; = —o;, d.h. formal ist ¢, = o* ]

Wie wir oben gesehen haben definiert jedes Element A € SL(2, C) eine Lorentztrans-
formation vermoge der Wirkung (5.1.9) auf Z. Man rechnet leicht nach, dass fiir jede
regulare 2 x 2 Matrix A gilt

(det A) At = e At €. (5.1.16)

[Dies folgt einfach daraus, dass fiir jede solche Matrix

_(a b ) 41 d —b
A_(c d) die Inverse durch A = T A (—c a)

gegeben ist.] Die durch A definierte Lorentztransformation transformiert daher & als

g1 = e(AT AN €
= (ANt Ate
= (A lezte AT
(AN ta AT, (5.1.17)

wobei wir beniitzt haben, dass fiir A € SL(2,C) det A = 1. Im Vergleich zu (5.1.9)
taucht in (5.1.17) gerade (AT)~! an Stelle von A auf.

Natiirlich hat die quantenmechanische Lorentzgruppe abgesehen von der iiblichen
4-dimensionalen (reellen) Darstellung auf Vektoren des Minkowskiraumes noch andere
Darstellungen. Insbesondere definieren die Abbildungen

vi— v = Av, vie v = A%, und vHv’:AT_lv, (5.1.18)

wobei v ein Vektor in €? ist, zwei-dimensionale komplexe Darstellungen. [Hier bezeich-
net A* die komplex konjugierte (aber nicht transponierte) Matrix, und AT ist die komplex
konjugierte transponierte Matrix. Es ist hervorzuheben, dass die letzte Abbildung eine
Darstellung ist, da

(AB)1] " = [B1 1] = (ah)~ (BN
Wir sollten auch darauf hinweisen, dass diese Darstellung gerade in der Transformation
von & auftritt.] Schliesslich folgt aus der Identitdt (5.1.16) dass die zweite und dritte

Darstellung von (5.1.18) dquivalent zueinander sind.

35



5.2 Kovarianz der Klein-Gordon Gleichung

Die Klein-Gordon Gleichung (3.2.10) sowie ihre zugehorige Lagrangedichte (3.2.9) sind
relativ offensichtlich Lorentz invariant: unter der Lorentztransformation A, die auf 4-er

Vektoren als
' = (Ax)* = A", 2¥ (5.2.1)

wirkt, transformiert sich das Feld ¢ einfach als
UM o) UN) P =¢(A ). (5.2.2)

[Das Auftreten der inversen Lorentztransformation im Argument von ¢ ist dafiir nétig,
dass (5.2.2) eine Darstellung der Lorentzgruppe definiert:

UM M) ¢(z) UM A2) ™ = p(A AT )
= U(M)o(Ay ) U(A) ™
= U(A)U(A) p(x) U(A) P U(A)E. (5.2.3)

Wir haben ausserdem die Notation U(A) eingefithrt, um deutlich zu machen, dass es
sich um eine spezifische Darstellung der Lorentzgruppe handelt.]
Es ist dann klar, dass

UM L(x)UN) =LA ). (5.2.4)

Da das Mass d*z Lorentz-invariant ist, ist daher die Wirkung S unter Lorentztrans-
formationen invariant. Insbesondere hat daher die Klein-Gordon Gleichung dieselbe
Form in allen Inertialsystemen. Natiirlich kann man das auch direkt nachpriifen. Dazu
erinnern wir uns daran, dass

Ox” y
d, = pT 0, =M\,"0, (5.2.5)
wobei
ot = A, 2 =N (5.2.6)

d.h. die beiden Matrizen A*, und A,” sind invers zueinander,
AL A =0y, AN, =00 (5.2.7)

[Diese Notation ist mit den iiblichen Regeln beziiglich des Hebens und Senkens von

Indizes kompatibel:
Ay =9 9" Ao (5.2.8)

Da Lorentztransformationen die Minkowsi Metrik invariant lassen, gilt dann namlich in
der Tat

AMV Apy - AMV Gpo gyT AU’T
— G " = "] (5.2.9)
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Entsprechend zeigt man, dass
o= A", 0, (5.2.10)

und daher gilt dann
9,0" =N A, 0,00 = 0,0, (5.2.11)

d.h. der d’Alembert Operator ist in der Tat Lorentz-invariant. Gleiches gilt natiirlich
auch fir die Masse m, und daher hat die Klein-Gordon Gleichung in allen Bezugssyste-
men dieselbe Form.

Die Kovarianz der Elektrodynamik ist mehr oder weniger offensichtlich, sobald sie in
der 4-er Schreibweise (wie oben) formuliert ist. Dabei transformieren sich oben und
unten stehende Indizes gerade wie z* bzw. x,; zum Beispiel transformiert sich der
Feldstarketensor wir

F/;u/ _ Aup AVO’ Fpo" F’MV — AMP AVU Fpa (5212)

und daher ist die Lagrangedichte £ = —iFW F* TLorentz-invariant. Entsprechend
zeigt man auch, dass die Bewegungsgleichungen (die Maxwell Gleichungen) Lorentz
kovariant sind. [Diese Dinge wurden bereits im Detail in der Elektrodynamik Vorlesung
besprochen, und miissen hier nicht wiederholt werden.]

5.3 Kovarianz der Dirac Gleichung

Die Analyse fiir den Fall der Dirac Gleichung ist komplizierter (aber auch interessanter).
Wir wollen zeigen, dass die Dirac Gleichung in allen Bezugssystemen dieselbe Form
besitzt (d.h. Lorentz kovariant ist), falls sich der Dirac Spinor ¢(x) in der richtigen Weise
unter Lorentztransformationen transformiert. Im folgenden wollen wir annehmen, dass
die Dirac Gleichung Lorentz kovariant ist, und dadurch das Transformationsverhalten
des Dirac Spinors ableiten. Seien x und x’ wie oben definiert. In beiden Bezugssystemen
soll die Dirac Gleichung gelten, d.h.

i Bab(a) —mi(a) = 0
i o (2") —my(2’) = 0. (5.3.1)

Wir machen den Ansatz, dass sich ¢(x) unter der Lorentztransformation A wie

Y(2') = S(A) Y (w) (5.3.2)

transformiert, wobei S(A) eine 4-dimensionale (invertierbare) Matrix ist, die auf die vier
Indizes des Dirac Spinors wirkt. [Damit dieses Transformationsverhalten konsistent ist,
muss S(A) eine Darstellung der Lorentzgruppe (oder ihrer geeigneten Uberlagerung)
definieren. In der Notation der Diskussion zu Beginn dieses Kapitels schreiben wir
(5.3.2) als

U(A) d(x) UA) ™ =4/ (z) = S(A) (A "2) ] (5.3.3)
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Einsetzen in (5.3.1) fithrt dann zu
i A0, S(A)Y(z) —mS(A)Y(x) =0. (5.3.4)
Dies stimmt mit der Dirac Gleichung im z-Koordinatensystem tiberein, falls
S(A) I S(A) ALY =97, (5.3.5)
bzw.

S(A) 7" S(A)™! = A, A" (5.3.6)

5.3.1 Die Konstruktion in der Weyl Darstellung

Eine Losung kann wie folgt konstruiert werden. Zunéachst beobachten wir, dass
i =12"0,=N,at0, = 2" Ao, AT, (5.3.7)

wobei A die zu A € SL(2,C) gehorende Lorentztransformation ist. Diese Gleichung
impliziert daher, dass

Ao, At =N, 0,. (5.3.8)

Durch Heben und Senken der Indizes mit Hilfe der (Lorentz-invarianten) Metrik folgt
ausserdem

AoV AT =N,V o (5.3.9)
Die entsprechende Analyse fiir den Fall von z fithrt mit denselben Argumenten zu
(AN te, A=A, 6,, (5.3.10)
und daher durch Heben und Senken der Indizes zu
(AHTe" A=AV 6. (5.3.11)

Nun beobachten wir, dass in der chiralen (oder Weyl) Darstellung, die y-Matrizen kom-

pakt als
0 o*

Y= (&M 0 ) (5.3.12)

geschrieben werden kénnen. Wir machen nun den Ansatz, dass S(A) gerade durch die
sogenannte Dirac Darstellung

S(A) = (6‘ ( A?)_l) (5.3.13)

gegeben ist. Um dies nachzupriifen berechnen wir

S(A) 4" S(A)™ = ( : AT)P&V . A"(; AT) W (f’ "“) . (5.3.14)
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Dies beweist die Lorentz Kovarianz der Dirac Gleichung zumindest in der Weyl Darstel-
lung der y-Matrizen. Alle anderen 4-dimensionalen Darstellungen der Dirac-Algebra
sind isomorph zu der Weyl Darstellung (wie wir in Kapitel 4.1.2 zumindest fiir den Fall
der Majorana Darstellung explizit gesehen haben), und daher ist die Dirac Gleichung
tatsdchlich fiir jede Wahl der Darstellung der Dirac Algebra kovariant.

Bevor wir die Lorentz Kovarianz der Dirac Gleichung ein wenig allgemeiner disku-
tieren, sollten wir noch auf einen wichtige Eigenschaft der Darstellung (5.3.13) hin-
weisen. Wie wir in Kapitel 5.1 gesehen haben, ist die quantenmechanische Lorentz-
gruppe SL(2, C) eine zweifache Uberlagerung der iiblichen Lorentzgruppe, da A = +1
trivial auf den 4-er Vektoren des Minkowskiraumes wirken. In der Dirac Darstellung
wirkt jedoch A = —1 nicht trivial, d.h. die Dirac Darstellung ist eine Darstellung der
quantenmechanischen Lorentzgruppe, aber nicht eine Darstellung von LL! Da A=-1
in SU(2) liegt, gilt eine entsprechende Aussage auch iiber die Untergruppe der Rotatio-
nen: die Dirac Darstellung definiert eine Darstellung von SU(2), nicht aber von SO(3).
Wie wir schon zuvor in der Quantenmechanik gelernt haben, bedeutet dies, dass der
Dirac Spinor halb-zahligen Spin hat; er beschreibt deshalb Fermionen.

Schliesslich sollten wir erwahnen, dass nicht nur die Dirac Gleichung Lorentz ko-
variant ist, sondern dass auch die zugehorige Lagrangedichte (4.1.14) Lorentz invariant
ist. Wie wir gesehen haben, transformiert sich ¢ wie (5.3.2); daher folgt, dass sich

b = (1°0")" wie
V) = (s

= (x) S(A)f (5.3.15)

transformiert, wobei wir beniitzt haben, dass

VOS(A):G) (1)> <’g (A?)_l):<(’4:))1 2) <(1) (1)):5([\)70. (5.3.16)

Nach Konstruktion gilt dann
S(A) =S(A ™Y =S(A), (5.3.17)

und daher ) )
P (2") = () S(A)*1 ) (5.3.18)

Dies impliziert dann sofort, dass der Masseterm Lorentz-invariant ist. Die Lorentzin-
varianz des kinetischen Terms

i By (5.3.19)

folgt dann einfach aus aus der Eigenschaft (5.3.5).
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5.3.2 Der allgemeine Fall

Man kann natiirlich die Kovarianz der Dirac Gleichung auch ein wenig allgemeiner (ohne
eine Darstellung der Dirac Algebra spezifizieren zu miissen) beweisen. Dazu betrachtet
man infinitestimale Lorentztransformationen. Wie wir oben bereits erwahnt haben,
sind Lorentztransformationen dadurch ausgezeichnet, dass sie die Minkowski Metrik g,,,
invariant lassen, d.h.

22 g = Ny N 592" 17 = gpe 1P 27 (5.3.20)
und daher
AMP AVO’ Guv = Ypo - (5321)
Wir machen nun den Ansatz
A, =0, +aw,, (5.3.22)

wobel w*, infinitesimal ist. Dann ist die Bedingung (5.3.21) gerade
wup Guo + wya Gpv = 0. (5323)

Wenn wir die Indizes von w ebenfalls mit der Metrik g heben und senken, dann konnen
wir diese Bedingung einfach als
Wop + Wpe =0 (5.3.24)

schreiben, d.h. w,,, ist eine antisymmetrische Matrix. Der Tangentialraum der Lorentz-
gruppe L (bei der Identitét) ist daher gerade der Raum der anti-symmetrischen 4 x 4
Matrizen, und hat daher Dimension dim(L) = 6.

Um die zugehorige Lie Algebra Struktur abzuleiten, ist es am einfachsten, die Wir-
kung der Lorentzgruppe auf Funktionen zu betrachten. Sei F der Raum der (differen-
zierbaren) Abbildungen des Minkowskiraumes in die (komplexen) Zahlen, dann tragt F
natiirlicherweise eine Darstellung der Lorentzgruppe: seien f(z) ein beliebiges Element
von F und A eine Lorentztransformation, dann definieren wir

(Af)(z) = fF(A ). (5.3.25)

In dieser Darstellung entspricht dann die infinitesimale Lorentztransformation, die durch
(5.3.22) beschrieben wird, gerade

(Af)(2) = f(z, —iwu 2°) = f(2) — iw, 270" f(z) + O(w?), (5.3.26)
und daher dem Differentialoperator
(Af)(x) = f(z) + %ww J*™ f(z) + O(w?) mit JH =g (zt0” —x¥0") . (5.3.27)

Aus dieser Darstellung kann man nun leicht die Vertauschungsregeln der Operatoren
JH ableiten; man findet

[, JP7) =i (g7 JHT — gh? JVT — g7 4 ghT TP (5.3.28)
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Diese Relationen definieren gerade die Lie Algebra der infinitesimalen Lorentztransfor-
mationen. [Ubungsaufgabe: Zeige, dass die Darstellung

(j“”)aﬁ — i(é“a guﬁ — o, guﬁ)

die obigen Lie Algebra Relationen erfiillt. Diese Darstellung beschreibt gerade die
natiirliche Wirkung der Lorentzgruppe auf den 4-er Vektoren z".|

Um die Lorentz Kovarianz der Dirac Gleichung allgemein zu beweisen, zeigen wir
jetzt, dass jede Darstellung der Dirac Algebra eine Darstellung dieser infinitesimalen
Lorentztransformationen induziert, beziiglich derer sich die 4* wie in (5.3.6) trans-
formieren. Dazu definieren wir

S — % V", 7Y (5.3.29)

Man rechnet leicht nach (I“J'bungsaufgabe), dass die S* gerade eine Darstellung der
Lie Algebra der infinitesimalen Lorentztransformationen sind, d.h. dass

(51, 597 = i ("7 5" — g §¥7 — g"° S+ g'7 57 . (5.3.30)

Da die v-Matrizen natiirlicherweise auf den Indizes des Dirac-Spinors ¢ wirken, tragt
dieser Raum daher automatisch auch eine Wirkung der quantenmechanischen Lorentz-
gruppe. [Hier haben wir beniitzt, dass jede Darstellung der Lie Algebra der Lorentz-
transformationen sich zu einer Darstellung der (einfach zusammenhéngenden) quanten-
mechanischen Lorentzgruppe aufintegrieren lasst.] Es bleibt daher lediglich zu zeigen,
dass sich die y-Matrizen unter dieser Wirkung wie (5.3.6) transformieren. Falls A*, wie
in (5.3.22) gegeben ist, gilt

" =t i, 2, 2’ =1 —iw’ 2"+ Ow?), (5.3.31)
d.h. wir haben
Ay =87 —iw”, + Ow?). (5.3.32)
Andererseits schreiben wir (wie in (5.3.27))
1 L
A= 145w, S (5.3.33)

Wir miissen daher also zeigen, dass
1 SpO' v 1 po L A 1% Mmoo 511 N 74 o
1+ SWpo (1 — éwpoS =AS A = ( L — W u) k. (5.3.34)
Diese Gleichung ist aquivalent zu der Bedingung

1 o
5 wpo’[SpU7 ’YV] = W M’Y“ . (5335)
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Man rechnet leicht nach (I“J'bungsaufgabe), dass
[SWU,V”]==-—'(gp”5Z-—5Zg””)’v“==i7pg””-—i7”g””- (5.3.36)

Kontraktion mit 1/2w,, ergibt dann
1

FumlSA] = g

_ N7 o
= -7,

? 14 g
_wo_
5 Y

wobei wir die Anti-Symmetrie von w beniitzt haben. Dies beweist daher die Lorentz
Kovarianz der Dirac Gleichung unabhangig von der gewahlten Darstellung der Dirac

Algebra.

5.3.3 Die Weyl Gleichung und der Chiralitatsoperator

Die Dirac Darstellung (5.3.13) hat blockdiagonale Form (falls die 4 in der Weyl Darstel-
lung gewéhlt werden), und bildet daher keine irreduzible Darstellung der Lorentzgruppe.
[In der Tat ist die Dirac Darstellung gerade die direkte Summe der ersten und letzten
Darstellung in (5.1.18).] Diese Eigenschaft der Dirac Darstellung suggeriert daher, dass

wir den Dirac Spinor als
w:(w) (5.3.37)
VR

zerlegen sollten. Die zwei-dimensionalen Objekte ¢, und ©¥ g werden links- bzw. rechts-
handige Weyl Spinoren genannt. Nach Konstruktion transformieren sie sich separat
unter Lorentztransformationen. Die Dirac Gleichung hat dann die Form

Die beiden Darstellungen der Lorentzgruppe v, und ¢z werden daher gerade durch den
Masseterm gemischt; falls wir jedoch m = 0 setzen, entkoppeln die Gleichungen fiir vy,
und Yg:

i(80+aj8j)1pL = 0
i(ao—O'jaj)wR = 0. (5339)

Diese Gleichungen werden iiblicherweise die Weyl Gleichungen genannt; sie spielen fir
die Beschreibung von (masselosen) Neutrinos in der Theorie der elektroschwachen Wech-
selwirkungen eine wichtige Rolle.

Man kann die Weyl Spinoren auch ein wenig abstrakter (d.h. ohne eine spezifische
Wahl der Darstellung der -Matrizen zu wéhlen) charakterisieren. Dazu definieren wir
den Chiralitatsoperator

V=004t 4243, (5.3.40)
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Dieser Operator ist dadurch ausgezeichnet, dass
P =" PP =1. (5.3.41)

[Beide Eigenschaften kénnen wir einfach direkt aus der Dirac Algebra ableiten, ohne
eine spezielle Darstellung wéhlen zu miissen.] Wegen der letzten Eigenschaft, sind die
Eigenwerte von 7° gerade 41; mit unseren obigen Konventionen rechnet man leicht
nach, dass

Vo = +ir, VYR = —1r . (5.3.42)

Der Umstand, dass sich die Eigenraume von v° separat unter Lorentztransformationen
transformieren, ist einfach eine Folge davon, dass

[v°, 5" =0, (5.3.43)

da S* bilinear in den y-Matrizen ist. Die Zerlegung des Dirac-Spinors in Weyl-Spinoren
ist daher fiir jede Darstellung der Dirac Algebra méglich. [In der Weyl-Darstellung der
v-Matrizen ist jene Zerlegung lediglich besonders einfach.]
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6 Quantisierung freier Felder

In diesem Kapitel wollen wir die kanonische Quantisierung einer freien Feldtheorie
diskutieren. In der iiblichen (nicht-relativistischen) Quantenmechanik erhélt man die
Schrodinger Gleichung in dem man klassische Observable durch Operatoren ersetzt,
wobei die Poisson Klammern der klassischen Observablen die Vertauschungsregeln der
Quantenoperatoren bestimmen. Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, konnen wir kano-
nische Impulse auch fiir eine Feldtheorie definieren. Wir konnen deshalb versuchen, diese
Art der ‘Quantisierung’ auch fiir die Freiheitsgrade einer Feldtheorie durchzufithren. Wie
wir sehen werden ist das im wesentlichen ein guter Ansatz.

Fir die physikalische Interpretation einer Feldtheorie sind die Wechselwirkungen
natiirlich von grosser Bedeutung (da sie zum Beispiel festlegen, welcher Art von gebun-
denen Zustédnden eine Theorie besitzt). Im allgemeinen ist es jedoch sehr schwierig, die
Bewegungsgleichungen explizit zu 16sen, und wir miissen die Wechselwirkungen mit Hilfe
einer Storungsreihe beschreiben. Die korrekte Behandlung der Wechselwirkungen stellt
ein nicht unerhebliches technisches Problem dar, das uns im Weiteren dieser Vorlesung
noch beschaftigen wird! Um diese Probleme auszuklammern, werden wir uns zunachst
mit freien Feldtheorien (d.h. Theorien ohne Wechselwirkungen) beschéftigen.

Der Umstand, dass Wechselwirkungen nur perturbativ (d.h. in einer Storungsreihe)
behandelt werden koénnen, ist recht unbefriedigend. Es wurden daher verschiedene Ver-
suche unternommen, Quantenfeldtheorien auf andere Weise zu definieren. Insbeson-
dere sind dabei die sogenannten Wightman Aziome (bzw. deren euklidische Version,
die Osterwalder-Schrader Axiome) zu nennen, bei denen die Korrelationsfunktionen von
Quantenfeldtheorien direkt charakterisiert werden, ohne dass jene in einer Storungsreihe
aus einer Wirkung hatten abgeleitet werden miissen. Ein anderer axiomatischer Zu-
gang ist jener von Haag und Kastler, bei dem Quantenfeldtheorien durch Netze lokaler
Observabler (die durch C*-Algebren beschrieben werden) definiert werden. In beiden
diesen Zugéngen ist es gelungen, allgemeine Strukturtheoreme (so wie das Spin-Statistik
Theorem, oder das PCT Theorem) abzuleiten. Jedoch ist es nur mit Schwierigkeiten
(wenn tiberhaupt) moglich gewesen, die erfolgreichen Quantenfeldtheorien (z.B. die QED
sowie die elektroschwache Theorie von Glashow, Weinberg und Salam) in dieser Weise
zu formulieren. Ausserdem ist inzwischen klar geworden, dass selbst jene so erfolgre-
ichen Quantenfeldtheorien nicht wirklich fundamental sind, da sie nur effektive Feldthe-
orien sind (die die Physik bis zu einer gewissen Energieskala gut beschreiben). Die
zugrunde liegende fundamentale Theorie (die dann auch die Effekte der allgemeinen Rel-
ativitdtstheorie, also der Graviation beinhalten muss) ist dann vielleicht gar keine lokale
Quantenfeldtheorie — der gegenwartig erfolgversprechendste Kandidat ist String The-
orie, bei der die verschiedenen Teilchen als Anregungen eines 1-dimensionalen Strings
aufgefasst werden. Insofern sollte man vielleicht gar nicht erwarten, dass sich diese
Theorien im Rahmen von Axiomsystemen, die lokale Quantenfeldtheorien modellieren,
fassen lassen. In jedem Fall werden wir in dieser Vorlesung diese axiomatischen Zugange
zu Quantenfeldtheorien nicht weiter diskutieren.

Im folgenden wollen wir zunachst die wesentlichen Ideen der kanonischen Quan-
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tisierung allgemein erkléren; das typische Beispiel, das wir dabei im Hinterkopf haben
sollten, ist die Klein-Gordon Theorie.

6.1 Allgemeine Formulierung

Wir betrachten eine lokale Lorentz-invariante Feldtheorie, deren Felder durch ¢,(x)
bezeichnet werden, wobei « ein Index ist, der die verschiedenen Felder unterscheidet.
Wir wollen annehmen, dass die Felder keine Nebenbedingungen erfiillen, und dass es
sich um Felder ganz-zahligen Spins handelt. (Die Behandlung von Feldern mit halb-
zahligem Spin, z.B. des Dirac Spinors, erfordert wichtige Modifikationen, die wir spater
besprechen werden.)

Wie wir bereits in Kapitel 2 erklart haben, definieren wir die zu ¢, kanonische
konjugierte Impulsdichte durch

oL
9(Oo¢a(t,x))

Wie schon oben angedeutet wollen wir nun die (komplex- oder reell-wertigen) Felder ¢,
und 7, durch Operatoren ersetzen, fiir die wir die kanonischen Vertauschungsregeln

[ (t,x), m5(t,X)] = i 0ap 6B (x — %) (6.1.2)

(6.1.1)

Tolt, X) =

postulieren. Ausserdem nehmen wir an, dass die Kommutatoren [¢,, ¢g] und [m,, 7g]
verschwinden. Dann invertieren wir (6.1.1) um 0y¢, durch 73 und ¢4 auszudriicken,
und erhalten damit die Hamiltonfunktion

H= / d*x [Z To(t,X) Ooa(t,x) — L(¢,00)]| . (6.1.3)

Dieses Vorgehen hat die iiblichen Probleme mit der Operatorordnung. Ausserdem fiihrt
die Multiplikation von Feldern, die an demselben Raumpunkt ausgewertet werden, wie
wir gleich sehen werden zu neuen Schwierigkeiten. Diese beiden Probleme hangen
natiirlich zusammen.

Wir sollten an dieser Stelle darauf hinweisen, dass wir bisher noch nicht festgelegt
haben, in welchem Hilbertraum diese Operatoren wirken. Diese Frage hat eine einfache
Antwort fiir freie Feldtheorien, sowie fiir Feldtheorien, die man als (leichte) Storung
einer freien Feldtheorie auffassen kann. Im allgemeinen ist diese Frage aber komplex
und kann nicht einfach allgemein beantwortet werden.

Das einfachste Beispiel ist die Feldtheorie eines einzigen (reellen) Feldes ¢, dessen
Lagrangedichte von der Form

L= (00~ V(o) (6.1.4)

ist, wobei V' eine glatte Funktion (zum Beispiel ein Polynom) ist. Die klassischen Be-
wegungsgleichungen lauten dann

oL oL dv(e)
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Falls V(¢) lediglich einen quadratischen Term besitzt,

1 2 199
2(8¢>) 5 ™M ) (6.1.6)
dann ist die Bewegungsgleichung die Klein-Gordon Gleichung
(@+m*)p=0. (6.1.7)

[Wie wir schon zuvor erwdhnt haben, interpretieren wir diese Gleichung hier als klas-
sische Feldgleichung, und nicht als relativistische Verallgemeinerung der Schrodinger
Gleichung, |

Unabhéngig von der Wahl von V' (¢) ist die zu ¢ konjugierte Impulsdichte

oL
™ = m :80¢>, (618)

so dass wir die Hamiltondichte einfach durch ¢ und 7 ausdriicken konnen,

H= /d3 [ ™+ (Ve)®) + ((b)]. (6.1.9)

Fiir den Fall eines quadratischen Potentials (6.1.6) gilt dann speziell

H= /d3 (72 + (V9)?) +m?¢?] . (6.1.10)

In jedem Fall gibt es dabei keine Probleme mit der Operatorordnung, da lediglich der
Kommutator von ¢ mit 7 nicht verschwindet. Das einzige potentielle Problem mit
dieser Vorgehensweise liegt daher darin, dass wir Produkte von Feldern betrachten, die
am selben Raumpunkt definiert sind.

Wir konzentrieren uns nun auf den Fall der Klein-Gordon Theorie (6.1.10). Der
Integrand des Hamiltonoperators hat in diesem Fall die Struktur von gekoppelten har-
monischen Oszillatoren. Um die zugrunde liegende Struktur zu verstehen, vereinfachen
wir das System weiter, in dem wir annehmen, dass der Raum lediglich 1-dimensional ist,
und dass die kontinuierliche Variable x tatsachlich nur diskrete Werte annehmen kann,
xr = na, wobei n € Z und a den Gitterabstand beschreibt. [Im folgenden setzen wir
a = 1.] Dann konnen wir (6.1.10) durch

H=23" |72+ (¢ — ¢n1)? + m?62 (6.1.11)

2 neZ

ersetzen. Die kanonischen Vertauschungsregeln sind dann

[Ons O] = [0, Ton] = 0, [Py Ton] = 16 - (6.1.12)

[Ein physikalisches Modell, dass durch (6.1.11) beschrieben wird, ist zum Beispiel ein
1-dimensionales Kristall, wobei ¢,, die Verschiebung des n-ten Atoms beschreibt, und 7,
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die konjugierte Variable ist. Jeder individuelle harmonische Oszillator (dessen Riickstell-
kraft durch das Potential m?@$? beschrieben wird) koppelt an seinen néchsten Nachbarn
vermoge des Beitrags (¢, — ¢,_1)? zur potentiellen Energie.]

Um dieses System zu beschreiben ist es nun geschickt, die Fouriertransformierte von
¢, und , einzufiihren,

bn = ;li kG (k). = / e 7 (k) (6.1.13)
Da ¢, und m, reell sind, gilt
o'(k)=d(—k),  7(k)=7(—k). (6.1.14)
Die obigen Vertauschungsregeln von ¢,, und m,, entsprechen jetzt
[G(k), o(K")] = [7(K), 7 (k)] = 0 (6.1.15)
sowle
[B(k), 7(—k)] =10 Y e i k=Fm, (6.1.16)
nez

Die letzte Summe ist einfach (Ubungsaufgabe)

> pilk=kn _ o 3" 6(k — k' + 2mn) . (6.1.17)

neZ neZ

Falls wir also ¢(k) und 7(k) periodisch von —7 < k < 7 auf die ganze reelle Achse
fortsetzen, reduziert sich diese Gleichung zu 27d(k — k'), und wir haben

[o(k), 7(—K)] = 2mi 6(k — k). (6.1.18)

Durch die Fouriermoden kann der Hamiltonoperator nun als

= / (k) + ' (k) (m? + 2(1 — cos k) ) p(k) (6.1.19)

geschrieben werden. Wir konnen diese Hamiltondichte dann als eine Summe entkoppel-
ter Oszillatoren interpretieren; dazu definieren wir

W = w_p= \/m2 + 2(1 — cos k)

1
ap = 4mk( )+ i (k) (6.1.20)
al = (wk 6! (k) — it (k)) .
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Ausgedriickt durch die a; und aL sind die Vertauschungsregeln nun

a, al,] = 6(k — k). (6.1.21)

47



Die Operatoren a,i und ay erzeugen und vernichten eine Anregung mit Energie wy, da
der Hamiltonoperator gerade durch

1 fr "

gegeben ist. Die Felder konnen nun als

- T dk ikn T —ikn
¢n = /_ﬂ\/m@ke +age )

. 4 % tkn T _—tkn
T, = Z/ﬂrdk“élw (ake ae )
™ dk

(ake*“’k““ﬂ" 1 aLe“k”’f")] . (6.1.23)
t=0

=§§Uﬂ¢ma

Die Bezeichnung von a; und aL als Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren ist gerecht-
fertigt, da falls |F) ein Eigenzustand des Hamiltonoperators mit Eigenwert F ist, gilt

Hak|E> = Eak|E) + [H, ak]|E> = (E — wk) ak|E>
Hal|E) = Eal|E)+[H,a]|E) = (F+ w) axE) . (6.1.24)

Die Anregungsmode, die durch aJ,L charakterisiert wird und Energie wy, besitzt, beschreibt
in dem oben erwahnten mechanischen Modell eines Kristalls gerade eine koharente quan-
tisierte Vibration der Atome, die man iiblicherweise als Phonon bezeichnet. Wir kénnen
das Spektrum der Theorie durch die Anregungen der Phononen auf einem Grundzustand
beschreiben; dieser Grundzustand (den wir mit |0) bezeichnen) ist dadurch ausgezeich-
net, dass

ag|0) =0 (6.1.25)

fiir alle ag. Es gibt jedoch nun ein Problem mit der Definition des Hamiltonoperators:
wenn wir den Hamiltonoperator auf dem Grundzustand auswerten, finden wir

1 T
H|0) = 5/ dkwy (al ar + ag al)]0)

= % | dkwy [ay, al]|0) (6.1.26)
aber das letzte Integral hat keine Bedeutung, da [ay, al] = 6(0).

Der Grund fiir diese Divergenz liegt darin, dass wir angenommen haben, dass das
Kristall unendlich ausgedehnt ist. Falls das Kristall endliche Grésse hat (indem wir zum
Beispiel die endlich vielen Gitterpunkte durch —N < n < N beschreiben), und falls wir
periodische Randbedingungen wéhlen (indem wir die Gitterpunkte n und n+p(2N +1)
fir p € Z identifizieren), dann sind die Impulse quantisiert, & = 2wq/(2N + 1), wobei
q € Z und —N < g < N. In diesem Fall ware die Nullpunktsenergie einfach

N N
Eqy > Wang/eN+1) 5 (6.1.27)
—_N

T AN £
q_
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und daher insbesondere endlich. Falls wir den Limes N — oo nehmen, dann riihrt die
Divergenz von Ej von der (unendlich werdenden) Grosse des Systems her, da

1 X o 1oy
O wamgensy X5 [ dhw (6.1.28)
q=—N o

konvergiert.

Indem wir die moglichen x-Werte diskret gewahlt haben, haben wir die Impulse
auf die Brioullin Zone —m < k < 7 eingeschankt; wir haben dadurch also einen ‘UV
cutoff’ eingefiihrt (d.h. wir haben die Beitrdge von sehr grossen Impulsen abgeschnitten).
Indem wir nun das System zusétzlich endlich gewéhlt haben (d.h. ‘by putting the system
in a box’) haben wir nun auch noch die obige IR Divergenz entfernt; der resultierende
Hamiltonoperator ist dann ohne Ambiguitét definiert. Die Nullpunktsenergie (die im IR
Limes N — oo divergiert) ist tatséchlich nicht direkt beobachtbar; in der Feldtheorie (die
uns ja hauptséchlich interessiert) beschreibt sie die Energie des Vakuums. Das einzige,
was wir wirklich messen konnen sind Energiedifferenzen. Wir kénnen daher einfach
bestimmen, dass wir unsere Energieskala so festlegen, dass die Energie des Vakuums
gerade verschwindet. Mit dieser Festlegung wird der Hamiltonoperator dann

H= /7r dk wy al, a . (6.1.29)

[In einer relativistischen Feldtheorie miissen wir zusatzlich darauf achten, dass diese
Subtraktion auch die Lorentzsymmetrie des Problems erhalt!]

In dem obigen Ausdruck tauchen die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren ‘nor-
malgeordnet’ auf: damit meint man, dass die Vernichtunsoperatoren rechts von den
Erzeugungsoperatoren stehen. Diese Ordnung wird manchmal Wick Ordnung genannt
und durch einen Doppelpunkt bezeichnet:

; %(azC ap + apal) = al ay . (6.1.30)
Wir bemerken, dass das normalgeordnete Produkt zweier Operatoren kommutativ ist,
d.h. :ab: = :ba:, und dass die Definition der Normalordnung sich auf einen Vakuumzu-
stand bezieht.

In dem obigen System sind Phononen wohl definierte Objekte, deren Anzahl erhalten
ist. Dies ist eine Folge davon, dass der Zahloperator

N = /” dk al ay (6.1.31)

mit dem Hamiltonoperator vertauscht, [H, N] = 0. Um das Spektrum genauer zu
beschreiben, nehmen wir jetzt an, dass wir das Vakuum normiert haben, (0|0) = 1. Das
bra-Vakuum erfiillt dann die adjungierte Gleichung zu (6.1.25),

(O]al =0. (6.1.32)
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Der Zustand, in dem das Phonon a,: angeregt ist, hat dann wiederum unendliche Norm,

(0lax af]0) = (0l[ax, af]]0) = oo (6.1.33)

da der Kommutator wiederum 6(0) ist. Diese Art der Divergenz ist uns bereits aus der
Quantenmechanik bekannt. Dort haben wir auch bereits gelernt, dass man normierbare
Zustande erhalt, in dem man Wellenpakete betrachtet,

a}|0) :/ dk f(k) al. |0 . (6.1.34)
Dieser Zustand ist dann normierbar, falls f quadratintegrierbar (L?) ist,

(Olay afj0) = /zdkl /idk‘z F7(kv) £ (ks) (Olax a}|0)

- / dk | f(k)|? < o0 (6.1.35)
-7
Die Operatoren a; und aL miissen mit ‘Testfunktionen’ f verschmiert werden, um
verniinftige Operatoren zu ergeben; sie werden deshalb manchmal als operatorwertige

Distributionen bezeichnet.
Der Zustand a}|0) ist ein 1-Phonon Zustand, da

Nao) = /ﬁdkl Lﬂdkgf(kQ) al. ay, af, |0)

- /_W dk f(k) a} |0) = a}|0) (6.1.36)

Um den ganzen Zustandsraum zu konstruieren, betrachten wir Vektoren der Form
Ir) = a}l a}g - -a}r 0), (6.1.37)
wobei fi;, i = 1,...,r (orthonormale) L?-Funktionen sind. Der Raum, der von allen

solchen Zusténden (fiir r =0, 1,2, ...) aufgespannt wird, nennt man den Fockraum. Mit
derselben Rechnung wie oben zeigt man, dass die Zustdnde der Form |r) r-Phononen-
zustande sind, d.h.

Nir)y=rlr). (6.1.38)

Falls die Funktionen f1,..., f. bei kq, ..., k, stark gepeakt sind, gilt ausserdem

Hlr) ~ <21 Wh) r). (6.1.39)

Schliesslich beobachten wir, dass dieser Zustand in den f; symmetrisch ist; dies ist eine
Folge davon, dass die Erzeugungsoperatoren vertauschen

P = [ ke [T dky k) Sk al,-al, (0)

™ ™ 1
- L dl{:l---[ dhy — 3 filkotn) - folkogn) al, - +-al, [0), (6.1.40)
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wobei die Summe in der letzten Zeile iiber alle (r!) Permutationen von r Objekten lauft.
Die Phononen sind daher identische Teilchen und geniigen der Bosestatistik.

Die Quantisierung, die wir oben betrachtet haben, wurde zu fester Zeit ¢ = 0
durchgefiithrt. Die Theorie ist jedoch unter Zeittranslationen invariant, und es sollte

daher keine Rolle spielen, fiir welches feste ¢ die Theorie quantisiert wird. Wir hatten
stattdessen auch die Operatoren ¢, (t), m,(t) beniitzen konnen, fiir die

(bn(t) = i[H, ¢n(t)] = ma(t), ¢n(0) = ¢n

(t) = i[H,m,(t)], m(0) = 7, (6.1.41)
wobei
¢ (t) _ eth(b e iHt _ /W dk (a e~ iwktFikn —l—CLT eiwkt—ikn) . (t) :é (t)
(6.1.42)
Die Operatoren a; e~®* und a) ¢®* erfiillen natiirlich weiterhin die kanonischen Ver-

tauschungsregeln, und A und N sind zeit-unabhangig. Die Beziehung zwischen den
Observablen zur Zeit t = 0 und zur Zeit t ist durch eine unitar implementierte kanon-
ische Transformation beschrieben. Die physikalischen Erwartungswerte sind natiirlich
unabhangig davon, ob man dabei im Heisenberg oder Schrodinger Bild arbeitet.

Die Struktur der zeitabhéngigen Felder ¢, (t) zeigt aber, dass das Feld ¢, Anteile
mit positiver und negativer Frequenz besitzt. Diese entsprechen der Erzeugung und
Vernichtung von Phononen, wobei die Phononen immer positive Energie wy besitzen.
(Den Losungen mit negativer Energie entsprechen daher gerade die Vernichtung von
Phononen.) Das Feld ¢ sollte daher nicht als Wellenfunktion verstanden werden; es ist
vielmehr ein Operator, der auf dem Fockraum wirkt. Auf den ersten Blick konnte man
denken, dass ¢ lediglich eine Superposition von Losungen der Wellengleichung ist, aber
dies ist nicht richtig: die Koeffizienten, a; und aL sind keine Zahlen, sondern operator-
wertige Distributionen! Dieses Verfahren (bei dem man die Koeffizienten der Losungen
der Bewegungsgleichung durch Operatoren ersetzt) wird iiblicherweise ‘Zweite Quan-
tisierung’ genannt. Der Fockraum, auf dem diese Operatoren wirken, beschreibt dann
nicht mehr nur 1-Teilchen (Phononen) Zustdnde, sondern enthdlt nun auch Zusténde
beliebig hoher Phononenzahl.

6.2 Das Skalarfeld

Fiir den Fall eines freien skalaren Feldes, dessen Hamiltonfunktion durch (6.1.10) ge-
geben ist, konnen wir die Quantisierung sehr analog durchfithren. Wir bezeichnen die
drei-dimensionalen Impulse (wie sich bald zeigen wird, ist das die richtige Interpretation)
durch k, und definieren

F=wu=wi=vk2+m2>0. (6.2.1)
Das Lorentz-invariante Mass, das im folgenden immer wieder auftreten wird, ist

3 4
dk Ak o §(k* —m?) 0(k°). (6.2.2)

dk 232w, (2m)4
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Die letzte Gleichung macht die Lorentz-Invarianz dieses Masses manifest. Natiirlich
kann man dies auch direkt aus der Definition von dk nachrechnen: dazu beobachten
wir, dass das Mass offensichtlich rotationsinvariant ist. Um die Lorentzinvarianz zu
beweisen, geniigt es daher zu zeigen, dass es auch unter boosts invariant ist. Ein boost
mit Geschwindigkeit

v="=tanh (6.2.3)
c

in der x!-Richtung, lasst die Impulse in der 2 und 3 Richtung invariant, und wirkt auf
k1 und wy wie

wy = coshfwy + sinh 0 k; (6.2.4)
ki = sinhfwy + coshfk; .

Durch differenzieren erhalt man dann

dk} = cosh 0 dk; + sinh 95—1 dky , (6.2.5)
k
und es ist dann klar (durch Vergleich von (6.2.4) mit (6.2.5)), dass dk;/wy Lorentz-
invariant ist.
Das Feld ¢(t, x) muss die Klein-Gordon Gleichung (die Euler-Lagrange Gleichung der
Wirkung (6.1.6)) erfiillen; wir kénnen es daher als Superposition von solchen Losungen
schreiben:

(¢, %) = / dk [a(k) e +al (k) €] | (6.2.6)

Die zu ¢ kanonisch konjugierte Impulsdichte ist dann
(%) = 8o = —i / dkw [a(k) e ** —af (k) €™ . (6.2.7)

Wie im oben diskutierten diskreten Fall, postulieren wir nun die Vertauschungsrelationen
(zu fester Zeit)

[6(t.x),7(t,y)] = 6 (x —y), (6.2.8)
wobei die Kommutatoren von zwei ¢-Feldern oder zwei m-Feldern verschwinden. Um
daraus die Vertauschungsrelationen fiir die Operatoren a(k) und a'(k) abzuleiten, beo-
bachten wir, dass wir (6.2.6) und (6.2.7) invertieren, und a(k) (sowie af(k)) durch ¢ und
7 ausdriicken konnen:

= /d3X e * [y ¢(0,x) + im(0,x)] = ’i/d?’X [Gilm 5(3 ¢(tax): (6.2.9)

und

/d3x ™ * [y (0, x) — im(0,X)] —z/d3 [ ik 50 gb(t,x)- . (6.2.10)

1t=0

Die kanonischen Vertauschungsregeln (6.2.8) implizieren dann, dass

[a(k),a (k)] = (27)® 2wy 6P (k — K') (6.2.11)
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sowie

la(k), a(K)] = [a} (k), a' ()] = 0. (6.2.12)

Bis auf die unterschiedliche Normierung, ist das genau zu (6.1.21) analog; wir inter-
pretieren daher a(k) und a'(k) als Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren.

Die Definition der Operatoren a(k) und a'(k) (6.2.9) und (6.2.10) hingt zunichst
von der Wahl eines spezifischen Zeitpunktes (ndmlich ¢ = 0 in dem obigen Fall) ab.
Tatséachlich ist die Definition jedoch von ¢ unabhéngig: man rechnet namlich leicht
nach, dass (fiir den Fall von a(k))

o /d?’x [e“” 5(; o(t, x)} = /d3X [eik'x Ohd(x) + {(m2 —A) e“”} cb(x)} , (6.2.13)

wobei wir ausgeniitzt haben, dass (k%)% = m? + k2. Mit Hilfe von partieller Integration
konnen wir den Laplace Operator auf ¢(z) abwélzen, und der Integrand verschwindet
dann wegen der Klein Gordon Gleichung. Daher kénnen wir a(k) und a'(k) auch durch

a(k) = i/d?’xeik'x 5(; o(x)
a'(k) = —i/d3x e ke 5(; o(x)
schreiben.
Der Zustandsraum (bzw. den Fockraum) kann wie zuvor durch die Wirkung der

Erzeugunsoperatoren a'(k) aus dem Vakuumzustand |0) erzeugt werden. Dieser Vaku-
umzustand ist wiederum dadurch charakterisiert, dass

a(k)|0) = 0. (6.2.14)

Wir normieren ihn kanonisch, (0/0) = 1, und die adjungierte Relation von (6.2.14) ist
dann

(0a'(k) =0. (6.2.15)

Eine Basis des Fockraums kann durch (normalisierte) r-Teilchen Zustdnde angegeben
werden; diese sind von der Form

1) :N/dl%l codhy F(ky, . k) at (k) -t (k) |0) (6.2.16)

wobei N eine Normalisierungskonstante ist, die garantiert, dass (r|r) =1

_1
2

N = [7’! /dl%l~-~dl%r\F(k1,...,kr)\2 : (6.2.17)

Da die Erzeugungsoperatoren a'(k;) miteinander vertauschen, kann man wiederum ohne
Beschréankung der Allgemeinheit annehmen, dass die ‘Wellenfunktion” F'(kq, ..., k)
unter Vertauschung irgendwelcher zwei Impulse symmetrisch ist.
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Die Definition des Hamiltonoperators ist wie zuvor ein wenig delikat, da man die
richtige Normalordnungsvorschrift wahlen muss; da der Zustand |0) das Vakuum be-
schreibt, dessen Energie verschwindet, ist die natiirliche Definition

H= % / dkwn < (a'(k) a(k) + a(k) af (k)) := / v w al (k) a(k) . (6.2.18)
Der Impulsoperator ist durch
P:/ﬁxﬂ@) (6.2.19)
gegeben, wobei T% = 3°¢9'¢ ist. Das Feld ¢(t,x) kénnen wir durch a(k) und a'(k)
vermoge (6.2.6) ausdriicken, und daher ist
pPo= —/fx/d&/d@[qhm$me—w@g%ahﬂx
Wi, |a(ke) e *7 — af (ky) €]
_ _/ﬂﬁm/ﬁ@mq/fxp@gq@p4%ﬂww—mmmwbp4%*ﬂw
—al (ky)a(ks)e’™ =7 4 af (ky)a (hy) e’ 427
_ / diy K / dky i [ (21)26©) (ky — ko) (al (kn)a(ks) + alkr)al (k)
—(2m)%60®) (ky + ko) (727 aky)a(ky) + €7 al (k1 )af (k2))
— é/%HGN@M@+M@ﬂ%D, (6.2.20)
wobei wir ausgeniitzt haben, dass dk = d®k/(27)*2wy, sowie dass der zweite Term in der
vorletzten Zeile wegen der Asymmetrie des Integranden (unter k; < ko) verschwindet.

Im Gegensatz zum Hamiltonoperator gibt es hier kein Normalordnungsproblem, da der
Integrand den Faktor &% enthilt; damit kénnen wir also den Impulsoperator als

W:/%wamm (6.2.21)
schreiben. Es folgt daher, dass der Vakuumzustand (automatisch) keinen Impuls tragt,
P*0)=0. (6.2.22)

Mit Hilfe von (6.2.11) kann man leicht zeigen, dass der Impulsoperator mit dem Hamil-
tonoperator vertauscht, '
[H,P]=0. (6.2.23)

Dies passt damit zusammen, dass der Impulsoperator (6.2.21) tatséchlich zeit-unabh&n-
gig ist. Zusammen mit der Definition des Hamiltonoperators (6.2.18) kénnen wir den
4-er Impulsoperator kompakt als

pr = / di k* ot (k) a(k) (6.2.24)
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schreiben, wobei P° = H. Die Verallgemeinerung von (6.2.23) ist dann
[P*,P"]=0. (6.2.25)
Man berechnet leicht, dass
[P* al (k)] = k" al (k). (6.2.26)
Dies zeigt, dass af(k) Zustinde mit Impuls k& erzeugt. Schliesslich definieren wir den
Zahloperator N durch
N= /d/% at (k) a(k). (6.2.27)
Man rechnet leicht nach, dass N mit dem Impulsoperator P* vertauscht, und dass
Nlry=r]r), (6.2.28)
wobei |r) wie oben (6.2.16) definiert ist.

6.2.1 Poincare Invarianz

Die obige Quantisierung wurde in einem speziellen Inertialsystem durchgefiihrt. [Ins-
besondere wurden die kanonischen Vertauschungsrelationen zur gleichen Zeit postuliert!]
Man kann sich daher fragen, ob diese Vorgehensweise die Poincarésymmetrie erhalten
hat. Eine Quantenfeldtheorie ist unter Poincarétransformationen invariant, falls es zu
jeder Poincarétransformation (a, A) einen unitédren Operator U(a, A) gibt, so dass

Ula,A) ¢(x)U'(a,A) = ¢(Az + a) . (6.2.29)

[Hier bezeichnet A eine Lorentztransformation, und a eine Translation; die Poincaré-
gruppe ist das semidirekte Produkt der Lorentzgruppe und der Translationsgruppe.|
Unter geeigneten Annahmen an die Differenzierbarkeit der Felder gentigt es, diese
Eigenschaft fiir infinitestimale Transformationen zu zeigen, d.h. fiir Transformationen
der Form
" =at + oWt ¥ + dat. (6.2.30)

Wie wir in Kapitel 5.3 gesehen haben, muss dabei w,,, antisymmetrisch sein, d.h. w,,, +
wy, = 0. Wir bezeichnen die Operatoren, die diese infinitesimale Transformationen
generieren, als

U=1- %&UW M*" + ida, P* (6.2.31)

Damit (6.2.29) gilt, miissen diese Operatoren dann die Eigenschaft besitzen, dass
’ 1
i|da,P" — %&uw M"™ ¢(z)| = ba,0"¢ + 55@0“” ("o — at0") . (6.2.32)

Wie in Kapitel 5.3.2 rechnet man nach (I"Jbungsaufgabe), dass diese Generatoren
gerade den Vertauschungsregeln

[P, P] = 0
(M, PY = i(g" P — g PY)
(M, MP] = i(g" M" — g"" MM — g"" M + g"° M")  (6.2.33)
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geniigen. [Die hier eingefithrten Operatoren M* unterscheiden sich gerade durch ein
Vorzeichen von den zuvor eingefithrten Operatoren J# |

Wir haben oben bereits eine Formel fiir die Generatoren P* abgeleitet; dabei haben
wir bentitzt, dass diese Generatoren gerade durch das Noether Theorem definiert sein
sollten. Wir machen daher den Ansatz

= /d3X (:E“TOV —a” TO") : (6.2.34)
wobei T" wie in Kapitel 3.3 gegeben ist,
v 124 1 v
T = 060" — 39" (9,6) + g“ m*¢* . (6.2.35)

In der Quantentheorie sollten diese Ausdriicke normalgeordnet werden; dann findet man

(Ubungsaufgabe)
My, — i/dl%af(k) -2 ()
! ki

M, = /dk:a ( oy klai:) a(k). (6.2.36)

Man rechnet leicht nach, dass diese Generatoren (zusammen mit den oben abgeleiteten
Ausdriicken fiir P*) gerade (6.2.32) und (6.2.33) erfiillen.

6.2.2 Der Propagator

Nachdem wir uns von der Lorentz-Invarianz unserer Beschreibung iiberzeugt haben,
wollen wir nun analysieren, inwieweit das Feld ¢ Teilchen mit Masse m (und Spin
null) beschreibt. Die kanonischen Vertauschungsregeln, die wir oben postuliert haben,
verlangen, dass die Felder ¢(z) und ¢(y) zur selben Zeit, d.h. fiir z° = °, vertauschen.
Der Kommutator zu unterschiedlichen Zeiten hingegen verschwindet im allgemeinen
nicht:

[b(x), 0(y)] = /d/:;l /d/?;z a kl)e—z‘kl-z _'_aT<k1>eikl.x’CL(kQ)efik-y +aT(/<;2) eikg.y}

_ /dk et giheu]

= Az —y), (6.2.37)

wobei wir die Vertauschungsrelation (6.2.11) und (6.2.12) beniitzt haben (sowie die
Definition des Masses dk). Diese Funktion (oder besser gesagt: Distribution) kann auch
mit Hilfe der Stepfunktion e(u),

1 fallsu>0
e(u) = { —1 fallsu <0 (6.2.38)
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als
Alr —y) =i / (;lﬂl;’

geschrieben werden. Dies zeigt, dass A(x —y) eine ungerade, Lorentz-invariante Losung
der Klein-Gordon Gleichung ist. Wegen der kanonischen Vertauschungsregeln wissen
wir, dass

S(k? —m?) e(k°) e~k l@=w) (6.2.39)

A(0,x) =0. (6.2.40)

Wegen der Lorentz-Invarianz der Funktion gilt daher, dass A(x) ausserhalb des Licht-
kegels verschwindet, d.h. dass

A(x)=0 falls 22 < 0. (6.2.41)

Diese Eigenschaft kann man auch direkt aus der Definition von A(z) verstehen: falls
raumartig ist, d.h. falls 22 < 0, gibt es eine kontinuierliche Lorentztransformation, die
x in —z iberfiihrt; daher kiirzen sich die beiden Terme in (6.2.37) gerade weg! Dieses
Argument gilt jedoch nicht, falls = licht- oder zeit-artig ist; im allgemeinen verschwindet
daher die Funktion A(z) nicht. Die physikalische Interpretation dieser Eigenschaft ist,
dass Messungen, die an raumartig getrennten Punkten durchgefithrt werden, sich nicht
gegenseitig beeinflussen; die Theorie, die wir konstruiert haben, ist daher wirklich lokal
und Lorentzinvariant! Schliesslich beobachten wir noch, dass

A A(2)] oy = —0¥ (%), (6.2.42)
da 7(x) = Opop(x).

6.3 Das geladene Skalarfeld

In der obigen Beschreibung des (reellen) hermiteschen Skalarfeldes kann man die Teil-
chen nicht von ihren Anti-Teilchen unterscheiden, da sie keine Ladung tragen, beziiglich
derer sie sich unterscheiden. Um zu verstehen, in welcher Weise Anti-Teilchen in einer
Quantenfeldtheorie auftreten, ist es deshalb niitzlich, ein Beispiel zu analysieren, in
dem es eine solche Ladung gibt. Das einfachste Modell dieser Art ist die Theorie eines
komplezen Skalarfeldes. Diese Theorie wird durch die Lagrangedichte (3.3.17)

L= (9,9)' (9"6) — m*6o (6.3.1)

beschrieben. Wie wir bereits in Kapitel 3.3. gesehen haben, besitzt diese Theorie eine
U(1) Symmetrie
b(z) - o), ¢(x) e gh(a). (6.3.2)
Mit Hilfe des Noether Theorems kénnen wir daher (wie wir gleich im Detail erklaren
werden) eine Ladung definieren.
Wir kénnen das komplexe Feld ¢(z) nach Real- und Imaginérteil zerlegen,

1

o) = 5

(¢1(x) + iga(x)) . (6.3.3)

5
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Die Lagrangedichte (6.3.1) ist dann einfach die Summe der Lagrangedichten (6.1.6) fiir
die beiden Felder ¢; und ¢, (mit dem gleichen Masseparameter m). Die Quantisierung
kann daher separat fiir die beiden reellen Felder ¢; und ¢o durchgefithrt werden, und es
gibt zwei Teilchenzahloperatoren N; und N,

N, :/d/%aj(k;) ai(k), i=1,2 (6.3.4)

beziiglich derer die Zustande charakterisiert werden konnen.
Beziiglich der Felder ¢ und ¢' sind die kanonisch konjugierten Impulsdichten

1

=gl = s (himid) . w=d=—

V2

und die Hamiltondichte ist

(61 +idn) | (6.3.5)

H:/d3x:7rT7r+V<bT-V<b+m2¢T¢:. (6.3.6)

Wir bemerken, dass in (6.3.6) relativ zu (6.1.10) kein Faktor 1/2 auftritt; dies héngt
damit zusammen, dass wir diesen Faktor in die Normalisierung von ¢ absorbiert haben.
Die Vertauschungsregeln

[b(2), 6(w)] = [6"(2). 6" (W) = 0. [8(x),¢' ()] = iA(x —y) (6.3.7)
reduzieren sich bei 2° = 3" zu
[6(t, %), 7(t,y)] = [0 (t,x), 7' (t,y)] = 16 (x —y). (6.3.8)

Durch Moden ausgedriickt kénnen wir ¢ und ¢' als

p(r) = /d/;: {a(k) etk | bT(k) eik-m}

$f(z) = / de [b(k) e + al (k) ] (6.3.9)
wobel die Moden a und b durch a; und ay wie
a(k) = % (a1(k) + tas(k))
) = 5 (alh) — ia}(h)
ME) = == (k) = iaa(h)
b(k) = —= (al(k) + iab(k)) (6.3.10)

V2

so dass die Vertauschungsregeln fiir a und b gerade

la(k),a’ (k)] = [b(k), b (K")] = (27)3 2w 6P (k — k') (6.3.11)
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sind. Wir erkennen aus (6.3.9), dass das Feld ¢ Quanten des Typs a zerstort, und jene
des Typs b erzeugt, wihrend dies bei dem Feld ¢ gerade umgekehrt ist. Die zugehorigen
Zahloperatoren fiir Quanten des Typs a und b sind durch

N, = / di-at(k)a(k), Ny = / die bt (k) b(k) (6.3.12)

definiert. Wir kénnen den Zustandsraum daher auch nach Eigenzustanden von N, und
N, zerlegen (statt nach Eigenzustdnden von Nj und N); wir wir gleich sehen werden
ist diese Wahl natiirlicher im Hinblick auf die schon oben erwiahnte Ladung. Schliesslich
ist der 4-er Impuls durch

pr = / dk" [al (k) a(k) + b (k) (k)] (6.3.13)

definiert; das Vakuum wird von a(k) und b(k) vernichtet, und tragt daher keinen 4-er
Impuls.

Die obige U(1) Symmetrie fithrt vermége Noethers Theorem zu dem erhaltenen
Strom

ju=ridt 0, (6.3.14)

und daher zu der erhaltenen Ladung

Q = /d3X St a)gb:
_ / dk [at (k) a(k) — b (k) b(k)| = N, — Ny (6.3.15)

Man rechnet leicht nach, dass

Q=1iH,Q=0, 9,5"=0. (6.3.16)

Wir lesen daraus ab, dass die a-Quanten Ladung +1 tragen, wahrend die b-Quanten
Ladung —1 haben. Die beiden Typen spielen dabei eine symmetrische Rolle.

Es ist iiblich, einen Typ von Quanten (sagen wir a) mit Teilchen zu identifizieren, den
anderen (in diesem Fall ) mit Anti-Teilchen. [Statt von einem Anti-Teilchen kénnten wir
in gewissem Sinn auch von einem ‘Loch’ im Sinn der Dirac’schen Lochtheorie sprechen!]
Die Symmetrie der Theorie verlangt, dass m, = m;, und weiterhin, dass Teilchen und
Antiteilchen denselben Spin (hier Spin null) besitzen. Die diskrete Symmetrie, die
Teilchen und Anti-Teilchen miteinander vertauscht wird ‘Ladungskonjugation’ genannt.
In der obigen Beschreibung sind Teilchen und Anti-Teilchen in dem Feld ¢ (bzw. ¢') ver-
bunden; insbesondere zeigt dies, dass es eine tiefe Beziehung zwischen den dynamischen
Eigenschaften von Teilchen und Anti-Teilchen gibt.

6.3.1 Zeitgeordnete Produkte

Wie wir oben gesehen haben, erzeugt der Operator ¢! Teilchen der Ladung +1, und
vernichtet Anti-Teilchen der Ladung —1. In jedem Fall erhoht es die Ladung um +1.
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Entsprechend erniedrigt das Feld ¢ die Ladung um 1. Wir konnen daher die gemeinsame
Wirkung von ¢'(x) und ¢(2’), die die Ladung invariant ldsst, auf zwei verschiedene
Weisen interpretieren, je nachdem ob ¢t > t' oder t' > t: falls ¢’ > t erzeugen wir zuerst
ein Teilchen zur Zeit ¢, das wir danach (zur Zeit ¢') wieder vernichten. Die zugehorige
Amplitude ist der Erwartungswert des Operators

ot —t)o(t',x") o' (t,x) (6.3.17)

beschrieben. Falls ¢t > t/| erzeugen wir hingegen zuerst ein Anti-Teilchen, das dann
wieder durch ¢! absorbiert wird; die zugehorige Amplitude ist dann der Erwartungswert
des Operators

O(t —t) o' (t,x) p(t',X) . (6.3.18)

Die Summe der beiden Operatoren (6.3.17) und (6.3.18) ist gerade das sogenannte zeit-
geordnete Produkt

T (6(a')6!(2)) = 6(F — 1) 9(t',x) 61 (t,x) + 0(t — ) 61 (1) 6t %), (6.3.19)

das von Dyson eingefithrt wurde. Es wird normalerweise mit dem Symbol 7 bezeichnet.
Unter der Zeitordnung 7 vertauschen bosonische Operatoren (so wie ¢ und ¢').

Wir betrachten nun die Wirkung des Differentialoperators O, + m? auf das zeit-
geordnete Produkt (6.3.19). Diese Rechnung ist ein wenig delikat, da auch die 6-
Funktion von ¢’ abhéngt; wir erwarten daher, dass das Resultat eine Distribution ist.
Explizit finden wir

ST (6)0@) = 517 (o) o' 0) + o - 0lotw). 0]

= 7T <§;¢(:¢') qu(t)) +o(t' —1) l%dx’),aﬁ*(w)] )

wobei wir bentitzt haben, dass

8 / / 8 / /
%Q(t —t)=4(t' —1), %Q(t—t) =—6(t' — 1), (6.3.20)
St —t) [p(x)), o' (x)] = id(t' —t) A0, X' —x) =0. (6.3.21)
Nun gilt
/ 9 / T s 9 / / o as@)y
It —1) [%Qﬁ(az ), @ (:L’)] =i5(t' —t) %A(t —t,x —x) = =0V (' —x), (6.3.22)

wobel wir (6.2.42) beniitzt haben. Da ¢(z’) die Wellengleichung erfiillt, O, ¢(z') = 0,
gilt daher
(0w +m?) T (6(a')¢' () = —idW (2 — 2) . (6.3.23)
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Der Vakuumerwartungswert
Gr(a' = x) = i{0|T (¢(a')o'(x)) |0) (6.3.24)

ist daher eine Green’sche Funktion fiir den Klein-Gordon Differentialoperator, d.h. er
erfiillt

(O+m?) Gp(z) = 6D (). (6.3.25)
Dieser Propagator wird der Feynman Propagator genannt. Man kann leicht nachrechnen
(Ubungsaufgabe), dass er sich als

1
(2m)t

1

p? —m?2 + e

Gr(z —y)=—

/d4p e~ (@=y) (6.3.26)
schreiben ldsst. [Insbesondere zeigt diese Formel, dass Gp(z) = Gp(—x).] Hier be-
schreibt der Term ie wie die po-Integrationskontour um den Pol bei p = p? + m?
herumlaufen soll; damit ist das Integral eindeutig festgelegt. Falls 2° > 0 schliessen
wir namlich die Kontour des po-Integrals in der unteren Halbebene, und erhalten den
positiven Frequenzterm; fiir 2° < 0 schliessen wir die Kontour des po-Integrals in der
oberen Halbebene, und erhalten den negativen Frequenzterm. Zusammen finden wir

daher
i

Gr(®) =5 | %,

{9<x0>67iwpmo+ip-x + 9<_x0>€iwpx0+ip.x} ) (6327)

Im Gegensatz zu dem Vakuumerwartungswert des Kommutators iA(z—z') verschwindet
daher der Feynman Propagator nicht ausserhalb des Vorwértslichtkegels; zum Beispiel
ist fir 2° =0 und r = |x|

i

B 1 00 dpp i
Gr(0.r) = 2 (2m)2r /—oo VP +m? ¢

l 00 P B ie™™  /amr\ Y2
= drrtese ~ 2 (T0) L (6328
(2m)%r /m p\/p2 —mze (2m)2r2 \ 2 ( )

wobei wir in der zweiten Gleichung p = ip gesetzt haben und die Kontour um den
Branch-cut, der bei p = im beginnt und nach Unendlich lauft, gewickelt haben. Der
Feynman Propagator beschreibt die Propagation eines Teilchens oder eines Anti-Teil-
chens, und wird in der spateren Formulierung der Feynman Regeln eine wichtige Rolle
spielen. Erst wenn die Propagation von Teilchen und Anti-Teilchen zusammen betra-
chtet wird (so wie in der Berechnung des Kommutators), erhélt man Funktionen, die
fiir raumartige Abstédnde verschwinden.

6.3.2 Wick’s Theorem

Mit Hilfe des Feynman Propagators konnen wir nun auch leicht Vakuumerwartungs-
werte beliebiger zeit-geordneter Produkte von Feldern berechnen, d.h. Ausdriicke der
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Form!
(O[T (¢(21) - -~ p(zn)) 0) - (6.3.29)

Die Zeitordnung ist hier in offensichtlicher Weise definiert: fiir gegebene x4, ..., x, wer-
den die Felder chronologisch geordnet, d.h.

Um den Vakuumerwartungswert dieses Produktes auszurechnen zerlegen wir das Feld
¢(z) in seinen Erzeugungs- und Vernichtungsanteil

P(x) = ¢_(z) + ¢4 (), (6.3.31)
wobei
6 () = / di a(k) e=*=
bi(z) = / die af (k) e+
(6.3.32)

Nach Konstruktion gilt dann

¢-(2)[0) =0, (0]¢4(0) =0. (6.3.33)

Der Vakuumerwartungswert des zeit-geordneten Produktes zweier Felder ist daher also

(01T (¢(x1) B(22))[0) = 0(a) — 25) (0]¢—(x1) b (22)]0)
+0(wy — ) (0]¢-(z2) ¢4 (21)]0)
= 0(x) — 25) (0][¢— (1), ¢+ (22)]]0)
+0(x3 — 21) (0[[0- (22), ¢4 (21)]]0) .

Da die Kommutatoren der Felder gerade Zahlen sind, gilt daher also

—iGp(r1 — 22) = 0(a] — 23) [0 (1), P+ (w2)] + Oy — 27) [¢—(22), ¢4 (21)],  (6.3.34)

was man naturlich auch direkt nachrechnen kann. Wir konnen diese Identitat auch noch
anders schreiben:

1

T(¢($1) ¢(372)) = N(¢(~T1) ¢(x2) + <Z5(371)¢<552)) ; (6.3.35)
wobei N () das normalgeordnete Produkt bezeichnet (bei dem alle Erzeugungsopera-
toren links von den Vernichtungsoperatoren stehen), und

1

d(x1)p(12) = —iGp(x1 — 22) = Dp(x1 — 22) (6.3.36)

IDer Einfachheit halber betrachten wir hier nur den Fall des reellen Skalarfeldes.
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ist. Die Verallgemeinerung zu n Feldern ist jetzt relativ offensichtlich:
’T((b(a:l) » <;5(a:n)) = N((b(:cl) -+ ¢(x,) + alle moglichen Kontraktionen) . (6.3.37)

Diese Formel wird iiblicherweise Wick’s Theorem genannt. Man beweist sie leicht durch
Induktion nach der Anzahl der Felder (Ubungsaufgabe). Um die Definition von ‘alle
moglichen Kontraktionen’ deutlich zu machen, schreiben wir den Fall n = 4 explizit aus:

1

1 1
T(¢1¢2¢3¢4) = N(¢1 G2 O3 Ps + O1 G2 P3 P4 + D1 P2 O3 Ps + P1 P2 P3 P4

1 1 1
+0102 O3 P4 + G102 O3 P4 + P1 G203 P4
— = =
+1 G2 B3 Pa+ P1 b2 63 Ga + B1 B2 63 B4) - (6.3.38)

[Falls zwei Felder, die nicht direkt nebeneinander stehen, miteinander kontrahiert wer-
den, definieren wir die Kontraktion immer noch durch den Feynman Propagator.] Bei
der Berechnung des Vakuum-Erwartungswertes tragen dann nur jene Terme bei, bei de-
nen jedes Feld kontrahiert ist (da der Vakuumerwartungswert eines normal-geordneten
Produktes von Feldern immer verschwindet). Fiir den obigen Fall von vier Feldern sind
das gerade die Terme in der letzten Zeile

(01T (61626564)10) = Dp(wy — 22) Dip(s — 24) +
Dp(x1 — x3) Dp(x0 — 24) +
DF(Jfl — .T}4) DF<$L’2 — .T}3) . (6339)

Entsprechend kann man nun leicht die Vakuumerwartungswerte beliebiger zeit-geordne-
ter Produkte von Feldern auswerten.
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7 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Wir wollen nun die Quantisierung des elektromagentischen Feldes diskutieren. Im
Prinzip funktioniert dies wie zuvor im Fall des skalaren Feldes; da das Feld jedoch
Nebenbedingungen erfiillt, treten dabei einige neue Schwierigkeiten auf, die wir be-
sprechen miissen. Es gibt verschiedene Verfahren, dieses Problem zu 16sen; im folgenden
wollen wir die Gupta-Bleuler Methode besprechen.

7.1 Indefinite Metrik

Wie wir zuvor in Kapitel 4.2 erklart haben, kann man die Feldgleichungen der Elektro-
dynamik (die Maxwell Gleichungen) aus der Lagrangedichte

/J:—i w FH (7.1.1)
ableiten. [Wir betrachten hier zundchst den Fall, dass der externe Strom j* ver-
schwindet, j# = 0.] Hier ist F,, = 0,A, — 0, A,,, wobei A, das 4-er Potential ist. Wie
wir in Kapitel 4.2 auch erklart haben, ist diese Lagrangedichte fiir die Quantisierung
nicht geeignet, da die zu Ay konjugierte Impulsdichte verschwindet.

Um dieses Problem zu umgehen fiithren wir einen eichfixierenden Term in die La-

grangedichte ein

1 A
S N
£ 4" 2

Die Bewegungsgleichungen, die aus dieser Lagrangedichte abgeleitet werden

(0, AV)?. (7.1.2)

OA, — (1= X)8,(0-A) =0 (7.1.3)

reproduzieren dann die Maxwell Gleichungen sobald wir die Nebenbedingung (9-A) = 0
(d.h. die Lorentz Eichung) implementiert haben. Klassisch kann dies dadurch erreicht
werden, dass (0 - A) sowie seine Zeitableitung zum Beispiel fiir ¢ = 0 zu Null gesetzt
werden. In der Quantentheorie wird die Implementierung dieser Nebenbedingung (wie
wir gleich sehen werden) etwas mehr Miihe bereiten. Insbesondere haben wir durch die
Einfithrung von A virtuelle Freiheitsgrade eingefiihrt; diese sind, wie wir gleich sehen
werden, dafiir verantwortlich, dass der volle Zustandsraum nicht mehr positiv definit
ist. Um einen positiv definiten Zustandsraum zu erhalten (der fiir die Wahrschein-
lichkeitsinterpretation der Theorie essentiell ist) miissen wir am Schluss uns wiederum
auf die physikalischen Freiheitsgrade einschranken.

Der Vorteil dieser modifizierten Lagrangedichte ist, dass die zu A, kanonisch kon-
jugierten Impulse

oL
p = = — g™ (0- A 1.4
s A, Ag (0 - A) (7.1.4)

nun alle nicht verschwinden. Wir postulieren nun die kanonischen Vertauschungsregeln

[A,(t,x), 7" (t,x)] = i0," 6(x — x') . (7.1.5)
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Wir sehen nun sofort, dass die Implementierung der Nebenbedingung (0 - A) = 0 in der
Quantentheorie nicht so einfach méglich ist: (9 A) ist nun ein Operator proportional zu
7%, und die Operatorgleichung (9 - A) = 0 ist nicht mit der Vertauschungsregeln (7.1.5)
kompatibel! Wir werden deshalb zunéchst diese Nebenbedingung ignorieren.

Im Prinzip kann man A beliebig ungleich null wahlen; um die Prasentation zu verein-
fachen wéahlen wir von nun A = 1. In diesem Fall vereinfacht sich die Bewegungsgleichung
(7.1.3) zu

0A4,=0. (7.1.6)

Die Wahl A = 1 wird manchmal als ‘Feynman Eichung’ bezeichnet (obgleich es sich
dabei natiirlich nicht um eine ‘Eichung’ im iiblichen Sinn handelt).
Die Vertauschungsregelen (7.1.5) werden durch

[A,(t,%x), A, (t,X")] = [m.(t, %), m,(t,x)] =0 (7.1.7)
komplettiert. Fur A =1 gilt nun
0 =_—A"+ 5 A, m=—A+§A. (7.1.8)

Da die raumlichen Ableitungen von A(t,x) miteinander (und mit A(¢,x’) wegen (7.1.7))
vertauschen, konnen wir die gesamten Vertauschungsrelationen auch als

[Au(t; %), A (X)) = [Au(t, %), A, (t,x)] = 0
(A, (1, %), A, (t,X)] = —igud®(x—x). (7.1.9)

Die vier verschiedenen Komponenten von A erfiillen daher Vertauschungsregeln wie die
skalaren Felder, die wir zuvor besprochen haben; der einzige (wie sich gleich zeigen wird
wichtige) Unterschied besteht darin, dass im Kommutator der 0-Komponente das falsche
Vorzeichen auftritt!

Wie zuvor entwickeln wir nun die Felder A, in ebenen Wellenlosungen der Bewe-
gungsgleichung O A, = 0 (d.h. wir zerlegen sie nach Fourier Komponenten):

~ 3 . .
At x) = / dk Y [a® (k) e (k) e 4 aVF (k) eV (k) ] | (7.1.10)
A=0
wobel wie zuvor -,
dk = ———— ko = K| . 1.11
Grpak, o= (7:1.11)

Hier bezeichnen EE[\)(k) fiir jedes k auf dem positiven Lichtkegel vier linear unabhéngige
Vektoren, von denen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen kénnen, dass
sie reell sind. Das Symbol 1 bezeichnet hermitesche Konjugation (beziiglich eines nicht-
degenerierten Skalarprodukets). Die Felder A, beschreiben dann hermitesche Opera-
toren; das ist das Quantenanalog davon, dass die klassischen Felder A, reell sind.

Um (7.1.10) genauer zu verstehen, wéhlen wir jetzt eine Basis fiir die Polarisa-
tionsvektoren e&’\)(k) in einem spezifischen Lorentzsystem. Sei n = €”) (k) ein zeitartiger
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Vektor, n? = 1 mit n° > 0. Wir withlen ¢! (k) und ¢ (k) in einer Ebene, die orthogonal
zu k und n ist:
Nk k=eME)-n=0, A=1,2. (7.1.12)

In diesem (2-dimensionalen) Vektorraum orthonormieren wir dann diese Vektoren
eVk)-eM(k) = =6rn, AN =1,2. (7.1.13)

Schliesslich wihlen wir €® (k) in der Ebene, die von n und k aufgespannt wird, und
zwar so, dass €3 (k) orthogonal zu n liegt:

k) -n=0, (DK =-1. (7.1.14)

Explizit ist €3 (k) daher gerade durch

k—(n-k)n

(k) = (k-n)

(7.1.15)

gegeben, wobei wir bemerken, dass k- n # 0, da n zeit-artig und k licht-artig ist. [Wir
haben hier angenommen, dass k # 0.]

Die beiden Polarisationsvektoren ¢ und € werden transversal genannt (da sie
zu k orthogonal sind); €® wird longitudinal genannt (da der Vektor in der Ebene, die
von n und k aufgespannt wird, liegt); und schliesslich wird €®) skalar genannt. Falls
n=(1,0,0,0) und k£ = (1,0,0,1), gilt dann zum Beispiel

0 — 1 — @2 _ 3 _
‘ ol ¢ o] ¢ N 0 (7.1.16)
Fiir jedes n und k gilt dann
3. e (k) WM (k)
L ¥ = N () N () — AN
féo V() - e (k) ~ Im und - eV(k) - e (k) = g™ (7.1.17)

Die zweite Gleichung ist nach der Konstruktion der Polarisationsvektoren offensichtlich;
um die erste Gleichung zu erhalten beniitzen wir, dass die vier Polarisationsvektoren
linear unabhangig sind, und dass wir daher jeden 4-er Vektor x als

v =y ireM(k) (7.1.18)
A

schreiben kénnen; nach Kontraktion mit ) gilt daher

eM(k) -z =0y g™ = Ny, (7.1.19)
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wobei in der letzten Gleichung keine Summation iiber N vorgenommen wird. Deshalb
ist

e (k) eV (k) a”
AN ’

ﬂfuzz

by 9

was dann gerade die erste Gleichung von (7.1.17) reproduziert.

(7.1.20)

Die Vertauschungsrelationen fiir die Felder A, sind nun zu den Vertauschungsrela-
tionen der Moden

[ (k),a™ (K] = [aVT(k), a™(K)] =0
(@™ (k), a™ (k)] = —g™2k° (21)3 0¥ (k — K)) (7.1.21)

aquivalent (I"Jbungsaufgabe). Ausserdem zeigt man leicht, dass fiir beliebige Zeiten

[Au(z), A (y)] = —igu Al —y), (7.1.22)

wobei A(x) die oben in (6.2.39) eingefiithrte Funktion (mit m = 0) ist. Soweit erscheint
alles gut zu funktionieren, da der Kommutator wiederum fiir raumartige Absténde ver-
schwindet. Das Problem taucht jedoch nun auf, wenn wir den Fockraum konstruieren.
Dazu fiihren wir wie zuvor einen Vakuumzustand ein, der dadurch charakterisiert ist,
dass

aME)0)=0, A=0,1,2,3. (7.1.23)

Der Vakuumzustand wird so normiert, dass (0|0) = 1. Betrachte nun die 1-Teilchenzu-
stande mit skalarer Polarisation

1) = / &k F(k) a®(k)]0) . (7.1.24)
Das Normquadrat dieses Zustandes ist dann

Ay = [ &k [ @ fh) ) 01a® (k) (K)10) = —(0[0) [ dk|FH)?, (7.1.25)

und ist daher negativ; Zustdande mit dieser Eigenschaft werden als Geister bezeichnet
(da sie nicht physikalisch sind). Der Fockraum tragt daher eine indefinite Metrik! [Falls
wir die obige Rechnung fiir die drei anderen Polarisationen durchfiihren erhalten wir ein
positives Resultat.|

Da der Zustandsraum nun eine indefinite Metrik besitzt, ist es nicht mehr klar, wie
man die Amplituden als Wahrscheinlichkeiten interpretieren soll. Andererseits sollte es
uns nicht verwundern, dass wir ein Problem bei dieser Vorgehensweise erhalten: wie
wir oben erkliart haben, beschreibt die Theorie, die wir bisher betrachtet haben, nicht
die (Quanten-)Elektrodynamik, da wir die Nebenbedingung (0 - A) = 0 (die Lorentz-
Eichung) bisher ignoriert haben. Wie wir auch oben erklart haben, ist es mit den
Vertauschungsregeln inkompatibel (0- A) = 0 als Operatoridentitét zu verlangen. Aber
wir sollen vielleicht verlangen, dass die physikalischen Zusténde v die Lorentz-Eichung
als Erwartungswert erfiillen, d.h.

(W0 A)y) =0. (7.1.26)
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Diese Gleichung ist jedoch nicht linear in ¢; um die lineare Struktur des physikalischen
Zustandsraumes zu erhalten, postulieren wir daher die ein wenig starkere Bedingung,

M APy =0, (7.1.27)

wobei Aff) der Anteil von A, mit positiven Frequenzen ist, d.h.

+)—/dk: Z D) (k) e ek (7.1.28)

Der relevante Operator ist daher
3
" AL = / dk e S a™ (k) e (k) - k. (7.1.29)
A=0

Mit unserer obigen Wahl der Polarisationsvektoren trégt in der Summe iiber A nur
A = 0,3 bei, und die Bedingung (7.1.27) ist zu

(k) = a® (k)| [¢) =0 fiir alle k # 0 (7.1.30)

aquivalent. Transversale Zustande, d.h. Zustande, die durch die transversalen Erzeu-
gungsoperatoren a(VT(k) und a®'(k) aus dem Vakuum erzeugt werden, erfiillen offen-
sichtlich diese Bedingung.

Wir wollen nun zeigen, dass das Skalarprodukt auf dem Unterraum des Fockraum,
der durch (7.1.30) charakterisiert ist, positiv semidefinit ist. Dazu betrachten wir den
Zahloperator (Geisterzahl) fiir die longitudinalen und skalaren Erzeugungsoperatoren

N = / dke [a® (k) a® (k) — a0 (k) a® (k)] . (7.1.31)

[Das Minuszeichen ist eine Folge des Minuszeichen in den Vertauschungsrelationen fiir
die Moden a®.] Falls |¢) und [t/,) Eigenwerte

Ny = nilis) 1=1,2 (7.1.32)

haben, gilt
(1IN"[tha) = na (Pu]he) = na (Y1lba) (7.1.33)

und daher ist (¢1|¢2) = 0 es sei denn, dass ny = ny. Weiterhin beobachten wir, dass
falls [¢1) und |¢) die Bedingung (7.1.30) erfiillen

n(ylig) = ¢1|N’|¢2)
= [kl [ (k) D (k) = o' () O (R)] [12) =0, (7.1.34)

wobei n = n; = ny, und wir bentitzt haben, dass
O ®)ln) = a® R, (Wala®T(k) = (Wi]a®T(k) . (7.1.35)
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Dies bedeutet, dass
(U1]ihe) =0, (7.1.36)

es sei denn n = n; = ny = 0. In letzterem Fall enthélt v und 1 nur transverse Erzeu-
gungsoperatoren, und das Skalarprodukt ist daher offensichtlich postive semidefinite.
Schliesslich beobachten wir, dass

a(3)T(;€) a(3)(;€) — a(O)T(;{;) a(O)(;{;)
= (a(?’”(k:) _ a(O)T(;{;)) a9 (k) + a®1 (k) (a(?))(;{;) _ a(O)(k)) _

Falls |¢) (7.1.30) erfiillt und nicht-triviale Geisterzahl n > 0 hat, gilt
nlé) = N'lo) = [ dk (a91(k) — a1 (k) a©(k) ). (7.1.37)

d.h. |¢) liegt im Bild der Operatoren (a®f(k) — a9%(k)). Die Zustéinde |¢) mit nicht-
trivialer Geisterzahl, die (7.1.30) erfiillen, sind Ausdruck der residuellen Eichfreiheit,

Ay A, + O, (7.1.38)

wobei OA = 0. [Diese Eichtransformation modifiziert weder den Feldstarketensor F*,
noch andert sie die Lorentz Eichbedingung 9,A* = 0.] Falls

1) = ) + |9) (7.1.39)
wobei [1) ein physikalischer Zustand ist, so ist (¢'|¢)') = (¢[¢), und
(WA (@) [") = (PlA* (@) |) + 0" A(x) (7.1.40)

wobei OA = 0. Zum Beweis bemerken wir zunéchst, dass

(A" (z), (@1 (k) — i (k)] = /d]%/efik’-x([a(fi)(kl>6(3)ﬂ(k’)’a(3)T(k)]
—[a©@ (k') eOr (K", a(O)T(k)])
e (e (k) + O (k)) . (7.1.41)

Da ¢ = n, ist dann wegen (7.1.15)

€O (k) 4+ 0¥ (k) = (7.1.42)

(k-n)

Ausserdem kénnen wir wegen (7.1.37) ohne Beschréankung der Allgemeinheit annehmen,
dass ¢ sich als

[¢) = (a®T(k) = a(k)) a® (k) |x) (7.1.43)

schreiben lasst.
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Die Differenz der Erwartungswerte in (7.1.40) ist gerade
A = (lA%(z)[0) + (0| A"(2)[¢) + (¢ A" (z)[9) - (7.1.44)

Der zweite Term ist gerade das komplex konjugierte des ersten Terms; es geniigt daher,
den ersten und dritten Term zu analysieren. Der dritte Term ist

(9 A" (2)|g) = (o] |A* (), (@ (k) = a®T(R))] o (k) [x)

K+ —ik-x

— G Gl k) = 24, (7.1.45)
wobei A einfach durch ,
kw0

A= e —— (g]a” (K)|x) (7.1.46)

(k-n)
gegeben ist. Offensichtlich ist A eine Losung der Wellengleichung und beschreibt daher
eine residuelle Eichtransformation. Die Analyse fiir den ersten Terme ist identisch.
Diese Analyse impliziert, dass wir zwei Zustédnde, die (7.1.30) erfiillen, identifizieren
sollten, falls sie sich nur um Zustédnde mit nicht-trivialer Geisterzahl (die ebenfalls
(7.1.30) erfiillen) unterscheiden. Der Raum der physikalischen Zustinde ist daher der
Quotientenraum

Fotys = {[0) € F 1 (@ (k) — a® (k) |v) = 0} / ~, (7.1.47)

wobel |¢) ~ |¢') falls [¢) = [¢) + |¢), wobei |¢) nicht-triviale Geisterzahl hat (und
ebenfalls (7.1.30) erfiillt). Das Skalarprodukt auf F,s ist wohldefiniert, da es nicht
von dem gewihlten Reprisentanten in der Aquivalenzklasse abhingt (da (1]¢) = 0).
Ein ausgezeichneter Reprisentant jeder Klasse ist der durch N’|¢)) = 0 ausgezeichnete
Vektor |¢). Allerdings héngt dieser von der Wahl der Polarisationen ab. Andererseits
zeigt diese Wahl des Reprasentanten, dass das Skalarprodukt auf Fphys positiv definit
ist! Ausserdem wird daraus klar, dass fiir den Raum der physikalischen Zusténde nur die
zwei transversen Polarisationen eine Rolle spielen. Man muss jedoch betonen, dass der
ganze (indefinite) Fockraum notwendig ist, um die Lokalitédtseigenschaften der Theorie
zu bewahren: longitudinale und skalare Polarisationen tragen in intermediaren Kanalen
(wie wir spater sehen werden) bei.

7.2 Der Propagator

Wie zuvor im Fall des Skalarfeldes sollte der Propagator der Vakuumerwartungswert
des zeitgeordneten Produktes sein. Zeitordnung wird dabei wie zuvor durch

T(4u(0) Auly)) = 0:° = 1) Au(a) Auly) +60° —2°) Auy) Aule)  (721)

definiert. Einsetzen der Entwicklung (7.1.10) und Beniitzung der Vertauschungsregeln
(7.1.21) fuhrt dann zu

dik e—ik~(x—y)
(2m)* k2 +ide

(O (44(2) A(0))10) = igs G = moo = ~ig [ (72.2)
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Die verschiedenen Komponenten des Feldes A, sind hier unabhangig voneinander; das
Vorzeichen fiir die 0-Komponente ist jedoch wieder umgekehrt. Fir m = 0 kann man
den Feynman Propagator explizit ausrechnen

d'k e 11
(2m)4 k2 +ie  4im? a2 — e’

Gﬂ@:—/ (7.2.3)

Die obige Analyse wurde in der ‘Feynman Eichung’, d.h. fiir A = 1 durchgefiihrt.
Fiir allgemeines ) ist die Analyse komplizierter, da die verschiedenen Komponenten von
A, nicht entkoppeln. Physikalische Resultate diirfen aber nicht von der Wahl von A
abhangen.

7.3 Massive Vektorfelder

In der Maxwell Theorie sind die Photonen masselos. (Dies ist dquivalent dazu, dass
die elektromagnetischen Felder von unendlicher Reichweite sind). Der Umstand, dass
diese Masse verschwindet, ist die Ursache fiir die sogenannte Infrarot-Katastrophe,
namlich dass unendlich viele Photonen kleinen Impulses abgestrahlt werden, wann im-
mer ein geladenes Teilchen beschleunigt wird. Wir wollen nun analysieren, inwieweit
eine kleine Masse fiir die Photonen dies beeinflussen wiirde. Von einem kinematischen
Gesichtspunkt fithrt eine Masse dazu, dass auch der longitudinale Polarisationszustand
physikalisch wird.

Klassisch werden massive Spin-1 Teilchen durch die sogenannten Proca Gleichungen
fir das 4-er Vektorfeld A,(x) beschrieben

0, FP + A" =0, FPY =0 AV — 9" A”. 7.3.1
P

Diese Gleichungen sind gerade die Bewegungsgleichungen, die aus der Lagrangedichte

1 1
L:—?ﬂ+§ﬁA2 (7.3.2)

abgeleitet werden. [Man beachte das umgekehrte Minuszeichen fiir den Masseterm rel-
ativ zu —(m?/2)¢? im Fall des Skalarfeldes; dies hingt einfach damit zusammen, dass
A? = (Ag)? — (Ai)*]
Die Divergenz der ersten Gleichung in (7.3.1) fithrt zu
p?o-A=0. (7.3.3)

Falls ;o # 0 ist daher A, divergenzfrei und die Proca Gleichung ist einfach

(O+p?)A, =0, 9-A=0. (7.3.4)
Der Umstand, dass 0 - A verschwindet, sorgt dafiir, dass einer der vier Freiheitsgrade

von A, in kovarianter Weise eliminiert wird. Insbesondere bedeutet dies, dass man die
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Theorie einfach nach Elimination der skalaren Polarisation quantisieren kann. Dazu
entwickelt man das Feld A,(x) nach Moden

A(z) = / dk AZ [ (k) eV (k) e 4 Vi (k) € (k) e | (7.3.5)

wobei k° = k2 + 2. Der Vektor k ist dann zeit-artig, und wir konnen n = k/pu
in der Konstruktion der Polarisationsvektoren ¢ wihlen. Die drei orthonormierten

Polarisationsvektoren €™ fiir A\ = 1,2,3 sind dann alle zu k orthogonal; der obige
Ansatz erfiillt daher die Nebenbedingung 0- A = 0, sowie natiirlich die Wellengleichung
(7.34).
Fiir dieses Feld postulieren wir nun die kanonischen Vertauschungsregeln, was gerade
zZu
[a™ (k), a®T ()] = 6y 2k° (27) 6@ (k — k') (7.3.6)
fithrt. Der Kommutator
d'k 0 2 2\ —ik-(x— kp Ky
Ao, Au)] = = [ s €R) 0 — ) e (g =232} (78)

ist kovariant (und verschwindet ausserhalb des Vorwértslichtkegels), aber die naive Kon-
struktion eines zeit-geordneten Produktes fithrt nun zu einem nicht kovarianten Propa-
gator

d'k —ik-(z—y) 9ov — Kok /1?

(01T (4, () A () I0) = i | i 6,00 (@ — ).

k2 —p?+ie  u
(7.3.8)

Der letzte Term ist nicht kovariant; er tragt jedoch nur fiir x = y bei. Die Definition
des zeit-geordneten Produktes ist natiirlich fiir x = y ein wenig willkiirlich, und dieser
nicht-kovariante Term spiegelt lediglich die Tatsache wieder, dass wir die Zeit-Ordnung
falsch definiert haben. Insbesondere konnten wir den kovarianten Propagator dadurch
definieren, dass wir diesen Term einfach weglassen.

Falls wir nicht an dem g — 0 Limes interessiert sind, ware dies eine befriedigende
Vorgehensweise. Insbesondere fithrt die obige Beschreibung zu einem manifest positiv
definiten Fockraum, in dem nur physikalische Zustédnde des massiven Spin 1 Teilchens
auftreten.

Falls wir aber versuchen in dieser Beschreibung pu? = 0 zu setzen, werden viele
Ausdriicke singular. Dies spiegelt einfach die Tatsache wieder, dass die Lagrangedichte
L= —iF 2 ohne einen eich-fixierenden Term fiir die Quantisierung ungeeignet ist. Wir
sollten daher versuchen, auch im massiven Fall einen solchen Term einzufithren. Dazu
betrachten wir die Stiickelberg Lagrangedichte

_o b L Ly g
L= 3P4 o 2 = DN (0 AP (7.3.9)

Falls A # 0 ist der Limes g — 0 nicht singular. Die Euler-Lagrange Gleichungen dieser
Lagrangedichte sind
(O+42) A7 = (1= 1) 0" (8- A) =0. (7.3.10)
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Falls wir nun die Divergenz dieser Gleichung betrachten, finden wir
2

D+’ﬂ &-A)=0. (7.3.11)

Falls A # 0, ist 0 - A ein Skalarfeld, das die Klein-Gordon Gleichung mit Massequadrat
m? = p? /) erfilllt. [Im Prinzip konnte hier m? negativ sein; wir wollen annehmen, dass
dies nicht der Fall ist, d.h. wir wihlen A > 0.] Das Feld

A

1 A
A;{ =A,+ ﬁap(a -A)=A, + Eﬁp(ﬁ - A) (7.3.12)
ist dann divergenzfrei
A
apAf:(é-A)JrED(@-A):O. (7.3.13)

wie aus (7.3.11) folgt. Entsprechend kénnen wir daher A, in einen ‘transversen’ (Spin-1)
Teil, und eine ‘skalaren’ Teil aufspalten

A, =AT — %ap(a CA). (7.3.14)

Das Feld A, hat daher eine Modenentwicklung

A(x) = /% /\zzjl {a()‘)(/{;) 59)0{7) e~ 4 Wi (k) El())\)(k> e“”}

kO=+/k2+p2
&k, | |

v e 1 ,(0) —ik-x 0)t ik

+/2/790 27)® p [ (k) e + 0O (k) ] KO= VI

wobei, wie zuvor, die Polarisationsvektoren relativ zu dem zeit-artigen Vektor n ~ k
gewahlt sind.
Kanonische Quantisierung fithrt dann zu den Vertauschungsrelationen

[a® (k),a™ (k)] = v (21)* 2¢/K2 + 26 (k — k'), (7.3.15)
wobei A\, N =1, 2, 3, sowie
[a® (k), a®T (k)] = —(27)* 22 + m2 6@ (k — K/ ; (7.3.16)
alle anderen Kommutatoren verschwinden. Das zeit-geordnete Produkt ist nun

d*k A G — kpky /112 Kok | 12
TIA AV = —/ —ik-(z—y) pv pvv phy
(0] ( p(2) (y))|0> ] G R tE

(7.3.17)

9

wobei m? = p?/\. Der Kommutator ist andererseits
&’k 1 —ik-(x— ik-(x— k k”
[A,(2), A(y)] = — e {[ﬁ (e ke(z—y) _ gike( y)) <gpy _ 22

(2
+[L (e _ ikie) M] } _
9 J0 12
K= Vi Tm?

In dieser Beschreibung sind also beide Ausdriicke automatisch Lorentz kovariant.

| P
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7.4 Casimir Energie

Es ist instruktiv, schon an dieser Stelle einen einfachen Effekt der Quantenelektrody-
namik zu studieren, den sogenannten Casimir Effekt. Bis anhin haben wir die Felder
immer im freien Raum betrachtet; wie wir jedoch bereits aus der klassischen Elek-
trodynamik wissen, gibt es oft Situationen, in denen andere Randbedingungen an die
elektromagnetischen Felder gestellt werden (zum Beispiel in der Gegenwart von Leitern).

Betrachte zum Beispiel die einfache Konfiguration zweier grosser, paralleler Leit-
erplatten. [Dies ist die Konfiguration, die in der Originalarbeit von Casimir (1948)
betrachtet wurde.] Wir nehmen an, dass diese Platten sich entlang der x — y Ebene
erstrecken, quadratisch sind (mit Kantenlédnge L), und dass sie den Abstand a < L (ent-
lang der z-Achse) haben. Wir wollen die Feldenergie per Einheitsféche dieser Konfigura-
tion, relativ zum Vakuum, berechnen. Die Ableitung dieser Grosse (nach a) beschreibt
dann die Kraft (pro Einheitsflache), die auf diese Platten wirkt.

Dazu betrachten wir die Moden innerhalb des Volumens V = L?a, und ignorieren
irgendwelche Beitrage von den Kanten. Wir wir oben gesehen haben, sind lediglich die
beiden transversalen Moden des elektromagnetischen Feldes physikalisch (und tragen zu
der Energie bei). Die Randbedingungen implizieren weiterhin, dass £, = E, = B, =0
an den beiden Randern. Je nach der Richtung des Impulses k sind dann nur eine oder
beide transversalen Polarisationen erlaubt: falls k£, = 0, dann ist k parallel zu der Platte,
und lediglich eine der beiden Polarisationen iiberlebt. [Zum Beispiel sei k parallel zur
x-Achse, k = £(1,0,0). Dann sind die transversen Polarisation (0, 1,0) und (0,0, 1); in
diesem Fall ist B, proportional zu B, ~ kA, = 0, und daher muss A, = 0 sein.] Falls
k. # 0, sind hingegen beide transversalen Polarisationen erlaubt; allerdings muss dann

k. quantisiert sein,
nm
k,=—,n=12,..., (7.4.1)
a

damit die Randbedingungen an beiden Réndern erfiillt sein konnen. [Zum Beispiel
betrachte den Fall, dass k = (0,0, 1). Dann sind die beiden transversalen Polarisationen
(1,0,0) und (0,1,0); B, verschwindet dann automatisch, und fiir £, und E, bendtigen
wir, dass JpA®” = 0yAY = 0 an den beiden Randern; dies kann dadurch erreicht werden,
dass wir die Losungen fiir k, = +nm/a zusammenaddieren, so dass die Losung gerade zu
sin(mz/a) proportional ist. Insbesondere gibt es daher nur eine Losung fir k, = +nn/a,
die wir durch (7.4.1) mit n = 1,2,3,... charakterisieren kénnen.

Die Vakuumenergie des Feldes (die wir zuvor zu Null gesetzt hatten — siehe die
Diskussion in Kapitel 6.1) ist dann einfach

1 1 | 00 TL27T2 %
E = Z§w°‘:§/L2 . |k”|+2z:1<kﬁ+7> ] (7.4.2)

d?k
(27)
Natiirlich macht dieser Ausdruck (so wie er da steht) keinen Sinn, da das Integral di-

vergiert. Um eine bedeutungsvolle Antwort zu erhalten, miissen wir davon die (ebenfalls
unendliche) Vakuumenergie abziehen, die in demselben Volumen vorhanden wére, falls
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wir keine Randbedingungen gefordert hatten; diese ist gerade

d k” o0 adkz I E——

dk
= 2/L2 ” / dn 2 k +n27r2/a2 (7.4.3)

Die relative Energie pro Einheitsflache ist dann

gt EO: /kdk( +Z\/k2+n2 2 /g2 — /dn\/k2+n2 2/a2>

(7.4.4)
wobei wir Polarkoordinaten eigenfiihrt haben. Dieser Ausdruck macht immer noch
keinen Sinn, da er UV-divergent ist, d.h. fiir grosse k divergiert. Diese Divergenz ist nicht
physikalisch, da unsere Beschreibung des perfekten Leiters durch die oben erwahnten
Randbedingungen fiir Wellenlédngen, die kiirzer als der Atomabstand in dem Leiterma-
terial sind, nicht verniinftig ist. Wir fithren deshalb einen (glatten) cut-off ein, d.h. wir
definieren eine Funktion f(k), die fiir k < k,,, f(k) = 1ist, und fiir k > k,, verschwindet.
[Hier ist k,, von der Grossenordnung des inversen Atomabstandes.] Mit der Ersetzung
u = a?k?/m* kénnen wir dann die relative Energie pro Einheitsfliche als

e = o [T [ (L) + S v £ (2 )

4a® Jo
_/(fdnmf@m)]

_ 4”_& EF(O) FF)+F2) 4+ — /OOO an(n)] (7.4.5)

schreiben, wobei
F(n) = / duvu+n?f <E\/u+n2) . (7.4.6)
0 a

Die Vertauschung von Integration und Summation ist hier gerechtfertigt, da die cut-
off Funktion dafiir sorgt, dass nun die Integrale und Summen absolut konvergieren;
insbesondere ist nach Konstruktion der cut-off Funktion, F'(n) — 0 falls n — co. Wir
konnen dann die sogenannte Euler-MacLaurin Formel bentitzen

%F(O) +F(1) + / dn F(n) = —B2 F'(0) — %B F"(0) +---, (7.4.7)

wobei B; die Bernoulli Zahlen sind, die durch

N y
Z 4.
y—1 ;0 T (7.4.8)



definiert sind. [Zum Beispiel ist By = —3, usw.] Nach der Substitution

s =u+n? gilt
F(n) = /: ds /5 f (g\/g) , (7.4.9)

und daher ist

F'n) = —20n° <7) . (7.4.10)

Die cut-off Funktion ist konstant gleich eins fiir kleine Argumente, und daher gilt f(0) =
1, f™(0) = 0 fiirn > 1. Damitist F/(0) = 0, F”"(0) = —4, und alle héheren Ableitungen
von F' verschwinden am Ursprung. Diese Aussagen sind unabhangig von der genauen
Wabhl der cut-off Funktion! Das Endresultat ist daher

w2 By 2
=G s (7.4.11)
Die zugehorige Kraft per Einheitsfache ist dann
2
s
F = ~Si0a (7.4.12)

und sie wirkt anziehend. Diese (sehr kleine) Kraft wurde 1958 von Sparnay experimentell
nachgewiesen!

Die Kraft ist eine Konsequenz der Fluktuationen des elektromagnetischen Feldes, die
selbst im Vakuum stattfinden. (Dies zeigt wiederum, dass die Quantenfeldtheorie keine
Ein-Teilchentheorie ist, sondern dass sie automatisch die Erzeugung und Vernichtung
von Teilchen — hier Photonen — beschreibt.) Falls wir makroskopische Leiter einfiihren,
ist ‘Arbeit’ notig sein, um die geeigneten Randbedingungen an den Leitern zu imple-
mentieren, d.h. die resultierende Konfiguration hat eine andere Nullpunktsenergie als
das reine Vakuum; diese Differenz hangt vom Abstand der beiden Leiter ab, und fiihrt
daher zu der obigen Kraft.
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8 Quantisierung des Dirac Feldes

Im Kapitel 4.1 haben wir die Dirac Gleichung besprochen. Dabei haben wir gesehen, dass
diese auch Losungen negativer Energie besitzt. Die Idee der Dirac’schen Lochertheorie
bestand dann darin, dass im Vakuum alle Zustande negativer Energie besetzt sind. Diese
Interpretation macht natiirlich nur im Rahmen einer Vielteilchentheorie Sinn. In diesem
Kapitel wollen wir diese Vielteilchentheorie systematisch (d.h. so wie wir das zuvor fiir
das freie Skalarfeld und die Quantenelektrodynamik getan haben) konstruieren.

Die Quantentheorien, die wir bisher besprochen haben, fiihren zu Fockrdumen, in
denen die verschiedenen Anregungszustiande beliebig haufig besetzt werden kénnen. An-
dererseits ist klar, dass die Dirac’sche Lochertheorie darauf basiert, dass die ‘Dirac
Teilchen’ dem Pauli Prinzip unterliegen (so dass in jedem Zustand maximal nur ein
Teilchen sitzen kann). Um Anregungen zu konstruieren, die dem Pauli Prinzip geniigen,
miissen wir also unsere Vorgehensweise ein wenig modifizieren. Wir wollen das nun im
Detail besprechen.

8.1 Antikommutatoren

Wir wollen nun die Dirac Gleichung analog zu der Elektrodynamik behandeln. Wie wir
bereits in Kapitel 4.1 erklart haben, folgt die Dirac Gleichung aus der Lagrangedichte

=1 (370w - @] ~miv. (s.L1)

wobei 1) ein 4-dimensionaler Spaltenvektor ist, und 1 durch
- t
v= (") =ty (8.1.2)

definiert ist. (Wir arbeiten weiterhin in der chiralen Darstellung der y-Matrizen, fiir
die ~° symmetrisch ist.) Wir konnen ¢ und ¢ als unabhéngige Variable betrachten;
Variation nach ¢ ergibt dann gerade die Dirac Gleichung

"0, —miy =0. (8.1.3)
Die kanonischen Impulse sind
oL 1 oL 7 -
_‘u': _-— = — — H y 7'["“': = = 'u. 814
0.0 2" ERDRA (&40

Da diese Impulse nicht von 9yt oder dytp abhiingen, kénnen wir nicht 9y und 9yt durch
die Impulse ausdriicken und damit zu der Hamilton’schen Beschreibung iibergehen. [Wir
haben daher ein dhnliches Problem wie zuvor bei der Quantisierung der Elektrody-
namik, wo 7% = 0 und wir daher dyAy nicht durch die zu Ay konjugierte Impulsdichte
ausdriicken konnten — vgl. die Diskussion in Kapitel 4.2.]

Wir wollen daher ein wenig anders vorgehen. Wir wollen annehmen, dass ¢ und
1) quantisierte Operatoren sind, die auf einem Hilbertraum wirken. Dann konnen wir
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analysieren, unter welchen Bedingungen die Generatoren der Poincaré Gruppe (die wir
vermittels von Noether’s Theorem konstruieren konnen), die Felder 1 und ¢ richtig
transformieren. Da die Generatoren der Poincaré Gruppe durch ¢ und 1) ausgedriickt
werden konnen, wird uns diese Methode erlauben, die Vertauschungsregeln der Felder
direkt abzuleiten. [Diese Methode funktioniert {ibrigens auch fiir die Feldtheorien, die
wir bisher betrachtet haben: iiberpriife dies fiir das freie Skalarfeld (Ubungsaufgabe) ]
Wie wir in Kapitel 3.3.2 gesehen haben, ist der Energie-Impulstensor

oL N oL
(0u)  0(0u¥)

= —%8”1/77“1/} + %1/77“6’”@/) - 9"

_ %¢7u5v . (8.1.5)

THY  — 8”1/; 5 8”1/} - g,ulzﬁ

wobei wir die Dirac Gleichung bentitzt haben, die impliziert, dass £ = 0. Wir haben hier
eine willkiirliche Operatorenordnung angenommen, in dem wir ¢/ links von v geschrieben
haben; unsere Vorgehensweise ist also heuristisch. Der Feldimpuls ist dann

P :/ BT = L / dPx ot & b (8.1.6)
20=0 2 Jzo=0
Wir wollen nun die Vertauschungsregeln fiir die Felder ¢ dadurch bestimmen, dass

Ouip(x) = i[Py, ()], (8.1.7)

d.h. dass die Impulsgeneratoren P, tatsachlich als Translationsgeneratoren auf den
Feldern wirken.

Um dies bequem analysieren zu kénnen, entwickeln wir das Feld ¢ (so wie wir das
auch zuvor fiir das freie Skalarfeld und das Vektorpotential getan haben) nach den
ebenen Wellen Losungen der Dirac-Gleichung. Diese sind von der Form

P(x) =ue T, (8.1.8)

wobei u € C* und
(V' pu—m)u=PH-m)u=0. (8.1.9)
Multiplikation mit (p 4+ m) fiihrt dann zu

0 = (F+m)p—m)u=|pup,"7" —m?| u

1
= |gbupr 1797} - mz} u=[p*—m’] u, (8.1.10)

woraus folgt, dass p auf der Massenschale p?> = m? liegen muss. Zu vorgegebenem p
gibt es dann immer zwei Losungen, p° = +/p? + m?2. Im folgenden nehmen wir immer
an, dass p° > 0; die Losung mit p° < 0 beschreiben wir dann durch

V() =ve?”, (8.1.11)
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wobei p? = m? mit p° > 0 und
p+m)v=0. (8.1.12)

Die Eigenrdume p = £+m sind je 2-dimensional, da spp = p, sp(¥*) = 0. Wir wollen die
‘Polarisationsvektoren’ u(® (p) und v(®)(p), wobei a@ = 1,2, geeignet normieren. Dazu
beobachten wir zunéchst, dass fiir p = (m,0), die Bedingungen (8.1.9) und (8.1.12)
einfach

(Y’ —1)u=0, (Y +1)v=0 (8.1.13)

sind. In der Weyldarstellung ist v hermitesch, und wir kénnen die Eigenvektoren
orthogonal (beziiglich des iiblichen Skalarproduktes auf €*) wihlen:

u'®*(m,0) - u®(m,0) = 2mds*® =0*(m,0) v (m,0)
u(m,0) - o P(m,0)= 0 =0 (m,0) uP(m,0).  (8.1.14)

Sie bilden dann auch eine Basis der beiden Eigenrdume

. 14
S u(m,0)ul(m,0) = 2m< ”)
2 &n

a=1,2

a 1—~°
3 0 (m.0) = 2m (1) 8.115)
a=1,2 en

Wegen (8.1.13) konnen wir (8.1.14) auch als
@ p)u?(p)=2ms, 0 ()@ (p) = —2ms, (8.1.16)

und
@@ (p) v (p) = 0= (p)u(p), (8.1.17)

wobei p = (m, 0), t
u = (fyou*) (8.1.18)

> uP ) al®m) = (p+m),

W) E ) = P-m), - (8.1.19)

Diese Beziehungen sind Lorentz-invariant im folgenden Sinn: sei A eine Lorentztrans-
formation, die p auf p’ abbildet, p’ = Ap. Dann folgt aus der Analyse von Kapitel 5.3,
dass

S(A)(P—m) =SA)(p,y” —m) = (p, A" —m) S(A) = Yp—m)S(A). (8.1.20)
Dies impliziert, dass wir u(*)(p') durch

u@ (Ap) = S(A) ul®(p), p=(m,0), (8.1.21)
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definieren konnen, da dann
(kp — m) u@(Ap) = (Xp — m) S(A) u@(p) = S(A) (F—m)u (p) = 0. (8.1.22)
Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir v(*)(p), d.h. wir definieren entsprechend
VO (Ap) = S(A) v (p),  p=(m,0). (8.1.23)

Die Gleichungen (8.1.16), (8.1.17) und (8.1.19) gelten dann auch fiir allgemeines p. Zum
Beispiel rechnet man leicht nach, dass

a @) u?(p') = @@ (p)7° S(A)° S(A) u? (p) = 2m6°7, (8.1.24)
wobei wir beniitzt haben (vgl. die Diskussion in Kapitel 5.3.1), dass
YO S(A)*Y = S(A)T. (8.1.25)
Die anderen Identitdaten konnen auf ahnliche Weise bewiesen werden. Ausserdem gilt
ul®*(p) - u®(p) = 2p° 5% = v\ (p) - o7 (p) . (8.1.26)

Um dies zu sehen beobachten wir, dass nach Konstruktion von u(®(p) gilt pu'® (p) =
mu® (p), @™ (p)p = mu'™(p). Daher ist der linke Ausdruck von (8.1.26)

* —(Q 1 —(x (6%
a(p) - ul?(p) = @ ()" u P (p) = 3= @ ()" puP(p) = 29767, (8.1.27)
was damit (8.1.26) beweist.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun 1 nach diesen Losungen entwickeln

Plz) = / dp (ba(p) u@ (p) e”®* 4 di (p) v (p) eim) . (8.1.28)

a=1,2

Hier ist dp wie zuvor durch
d*p

(2m)32p°”
wobei p = (p°,p) und p° = /m2 + p2 Die Moden b,(p) und d (p) werden in der
Quantentheorie wiederum zu Operatoren. Da die kanonische Quantisierung aus den
oben erlduterten Griinden nicht moglich ist, wollen wir ihre Vertauschungsregeln aus
der Bedingung (8.1.7) ableiten. Dazu miissen wir zunéchst den Operator P” durch
diese Moden ausdriicken. Fiir 2° = 0 gilt

D(0,x)= > / dp (ba(p) ul (p) €™ + df,(p) v (p) e ™) . (8.1.30)

a=1,2

dp = (8.1.29)

Damit erhalten wir nach einer kleinen Rechnung fiir P

PP =3 [dpp (bp)bap) ~ dulp) di()) (8.1.31)

a=1,2
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Dieser Ausdruck muss natiirlich noch normalgeordnet werden. Wie zuvor wollen wir
postulieren, dass das Vakuum |0) dadurch ausgezeichnet ist, dass

ba(p)|0) = da(p)|0) = 0. (8.1.32)

Um den obigen Ausdruck fiir P normalzuordnen, miissen wir dann die Reihenfolge von
do(p) und df (p) vertauschen; falls diese Moden Kommutatorregeln erfiillen, dann wiirde
dies (nach Abzug einer vermutlich unendlichen Normalordnungskonstanten) zu

P =3 [dpp’ (bh(p) bap) ~ dL(p) da(p)) (8.1.33)

a=1,2

fithren — fiir die Gesamtenergie P wiirden dann die b-Teilchen und d-Teilchen mit un-
terschiedlichen Vorzeichen beitragen, und die Theorie wére nicht stabil. [Diese Schluss-
folgerung ist iibrigens unabhingig davon, ob ich d,(p) oder d (p) zu Vernichtungs-
operatoren deklariere; die obige Schwierigkeit héngt nur damit zusammen, dass ich
angenommen habe, dass die d-Generatoren gewohnlich Vertauschungsregeln besitzen!]
Diese Beobachtung suggeriert daher, dass die d-Moden Anti-Kommutatorregeln erfiillen
miissen. [Der Anti-Kommutator zweier Operatoren ist durch

{A,B} = (AB+ B A) (8.1.34)

definiert.] Falls also d und d' eine solche Anti-Kommutatorregel erfiillen, dann erhélt
man statt (8.1.33) nach Abzug der entsprechenden Normalordnungskonstanten den Aus-

druck
P =% [ dpp (B0) balp) + dL(p) da(p)) (8.1.35)

a=1,2
In diesem Fall ist dann das Spektrum des Energieoperators P° beschrinkt!

Wir wollen nun zeigen, dass diese Idee das Stabilitatsproblem zu losen tatsachlich
mit unserer urspriinglichen Vorgehensweise vertriglich ist. [Wir wollten ja die Ver-
tauschungsregeln dadurch bestimmen, dass die Noether Generatoren P” die Translatio-
nen generieren.] Man rechnet leicht nach, dass die Bedingung (8.1.7) genau dann erfiillt
ist, falls

[Z (b(@) bs(9) + dly(q) ds(q))  ba(p)| = —(2m)°2p" 6P (p — @) ba(p),

ﬁ -

{Z (bl(q) bs(a) + dly(q) ds(q)) . dl(p)| = (27)*2p" 6@ (p — q) d(p) . (8.1.36)
B J

Falls wir annehmen, dass

[ds(q) dfy(), ba(p)] = [b(q) bs(q), d,(p)] = 0 (8.1.37)

dann kann man die Bedingung als

; (b5(9) {b5(a), ba(p)} — {b}(9), ba(p)} bs(q)) = —(27)*2p° 6P (p — @) ba(p) (8.1.38)
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schreiben, sowie einer entsprechenden Gleichung fiir d!(p),

>~ (dl(g) {ds(), di(p)} — {d(q),dL (1)} ds(q)) = (27)*2p° 6P (p—q) di(p) . (8.1.39)
B

[Natiirlich hdtte man diese Bedingungen auch als Kommutatoren umschreiben kénnen;
da wir aber bereits gesehen haben, dass Kommutatoren dazu fiihren, dass das Ener-
giespektrum der Theorie nicht nach unten beschrankt ist, wollen wir nun versuchen,
(8.1.7) durch Anti-Kommutatoren zu losen.]

Dies suggeriert dann, dass die richtigen Vertauschungsregeln einfach

{ba(p) (@)} = (2m)°20° 6% (D — @) dap = {da(p), d}()} (8.1.40)
sind. Die iibrigen Anti-Kommutatoren, wie zum Beispiel
{0a(p),05(a)} = {ba(p), ds(@)} = {ba(p), (@)} = 0 (8.1.41)

usw. verschwinden. [Man beachte, dass dies dann mit (8.1.37) vertréglich ist!] Die
Vertauschungsregeln konnen kompakt durch die Felder ¢/ und v ausgedriickt werden:
diese erfiillen namlich

{e(t, %), vy (£, x) } = 0 = {ae(t, %), 9y (t, %)} (8.1.42)

sowie
{e(t, %), 9} (8, ¥)} = 06y 8P (x — y). (8.1.43)

[Hier bezeichnen ¢ und 7 die Komponenten der 4-er Vektoren ¢ und ¢.] Diese Relatio-
nen sind das natiirliche Analogon der kanonischen Vertauschungsregeln im bosonischen
Fall. Insbesondere kénnen wir ¢! als das zu 1 konjugiertes Feld betrachten, so wie
man das auch aus der Lagrangedichte ableiten wiirde. Der wichtige Unterschied zu
dem, was wir zuvor gemacht haben, besteht aber nun darin, dass die ‘kanonischen Ver-
tauschungsregeln’ jetzt den Anti-Kommutator (und nicht den Kommutator) involvieren.

Die Normalordnung (oder Wick Ordnung) fiir fermionische Generatoren involviert
nun ein Vorzeichen

da(p) dfi(q) == —dly(q) du(p) (8.1.44)

Mit dieser Definition konnen wir dann die Impulsgeneratoren in der iiblichen Weise als
i

p,=1
2 Jz0=0

WO i= Y [dip, (L) balp) = dalp) dh(p) : (81.49)

a=1,2

schreiben.
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8.2 Der Fockraum

Der Fockraum der Theorie wird durch die Wirkung der Erzeugungsoperatoren b/ (p) und
d! (p) aus dem Vakuum erzeugt. Da o = 1,2, gibt es vier 1-Teilchenzustinde

=bl@I), 2 =80, B =dmo), [4=dpo). 621
[Um normalisierbare Zustédnde zu erhalten, muss man diese Zustédnde im Impulsraum
geeignet verschmieren; dies soll im folgenden ignoriert werden.] Diese Zustdnde haben

Impulseigenwert
P’|a) = p”|a) , a=1,23,4. (8.2.2)

Um diese Zustande weiter zu unterscheiden, betrachten wir den Ladungsoperator, d.h.
das Integral der Null-Komponente des in Kapitel 4.1 eingefiihrten Stromes

Q = [, dxi"=[ dx:vi@)ee):
= [dp Y [0 balp) — dLp) dulp)] (8.2.3)

a=1,2
Da das Vakuum Ladung Null besitzt, und da

Q.05 ] =0Lp),  [Q.d\(p)] = —d(p), (8.2.4)
gilt
Qla) = { jgi " ;Z (8.2.5)

Im Gegensatz zur vorigen klassischen Behandlung, wo die Ladung manifest positiv ist,
gilt das in der Quantenfeldtheorie nicht mehr. Die Beniitzung von Anti-Kommutatoren
hat die Situation nachhaltig gedndert: die Energie ist nun positiv, aber die Ladung hat
kein bestimmetes Vorzeichen mehr!

Die vier Einteilchenzustinde |a) lassen sich daher paarweise unterscheiden: zwei
der Zustdnde haben positive Einheitsladung (a = 1,2), wahrend die anderen beiden
(a = 3,4) negative Einheitsladung tragen. Dirac’s Quantentheorie beschreibt daher
Teilchen zweier Typen. In der Quantenelektrodynamik (in der die durch ¢ und 1)
beschriebenen Freiheitsgrade Elektronen und Positronen entsprechen) beschreibt ) die
elektrische Ladung. Da [@Q, P¥] = 0 ist diese Ladung zeitunabhéngig. Weiterhin gilt
[Q,(x)] = —¥(z) und [Q, ¥ (z)] = +(x); ¢ erzeugt daher Elektronen oder vernichtet

Positronen, wohingegen 1) Positronen erzeugt oder Elektronen vernichtet.

Die tibrigen (Mehrteilchen) Zustédnde des Fockraums sind von der Form
a'(1)---a'(n)|0), (8.2.6)

wobei wir af(l) summarisch fiir bf(p) oder di(p) steht. Da diese Erzeugungsopera-
toren anti-kommutieren, haben die zugehorigen Zusténde eine ‘Wellenfunktion’, die anti-
symmetrischin den Argumenten ist. (Vgl. dazu die Diskussion in Kapitel 6.2.) Insbeson-
dere verschwindet der obige Zustand, falls zwei der Erzeugungsoperatoren gleich sind.
Dies reproduziert gerade das Pauliprinzip: die Quantisierung mit Anti-Kommutatoren
fiihrt natiirlicherweise zur Fermi-Dirac Statistik.
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8.3 Der Propagator und Spin-Statistik

Die Anti-Kommutatorrelationen implizieren sofort, dass

{¢@@),v()} =0,  {¥(@),v(@)}=0. (8.3.1)

[Im Gegensatz zu (8.1.42) sind hier x und ' beliebige Raumzeitpunkte, die nicht
notwendigerweise eine gleiche Nullkomponente besitzen.] Die Verallgemeinerung von
(8.1.43) zu beliebigen Raumzeitpunkten fithrt dann zu

{the(x), ¥y(y)} = / dp Y e DU (p) al) (p) + P (p) 0l (p)| . (8.3.2)

Unter Benutzung von (8.1.19) findet man dann

{Ye(@), y(y)} = (G +m)g, iA(z —y), (8.3.3)

wobei A(z — y) die zuvor in (6.2.39) eingefithrte Funktion ist. Diese Funktion ver-
schwindet, falls z und y raumartig getrennt sind, und daher gilt auch das Gleiche fiir
den Anti-Kommutator von 1 und v. Falls wir 2° = 3° wahlen reduziert sich (8.3.3) zu

{We(t,x), Uy (t,y)} = =78, 000 (2" — y°, x — y)|aomy =78, 0P (x—y).  (8.34)

Dies reproduziert dann gerade (8.1.43).

Die Form der Kausalitét, die durch (8.3.3) beschrieben wird, ist physikalisch sinnvoll.
[Man wiirde ja zunéchst denken, dass weiterhin der Kommutator der Felder geeignete
Kausalitatseigenschaften besitzen miisse — schliesslich sollen ja physikalische Messun-
gen, die sich nicht beeinflussen kénnen, miteinander vertauschen!] Der Grund dafiir
besteht darin, dass die Felder ¢ und 1 nicht direkt observabel sind. [Wie wir spiter se-
hen werden, beschreiben sie keine eich-invariante Grossen.] Die Observablen involvieren
immer gerade Potenzen der Felder, und fiir jene impliziert dann die obige Form der
Kausalitat dass sie bei raumartigen Abstdnden vertauschen! (Dies ist im wesentlichen
eine Folge davon, dass [AB,C| = A{B,C} — {A, B}C.)

Man konnte sich auch fragen, was passiert ware, wenn man die kanonische Kommu-
tatorrelation (statt der Anti-Kommutatorrelation) fiir die Felder ¢» und 9! postuliert
hatte. Wie wir schon zuvor gesehen haben, wiirde dann das Energiespektrum nach unten
unbeschrankt sein. Die Ableitung des Energieoperators war jedoch ein wenig heuristisch,
und wir konnten einfach (8.1.35) postulieren. Dann wére jedoch der Kommutator von
Y(x) und (2') nicht durch (8.3.2) gegeben, sondern durch den Ausdruck, wo ein rel-
atives Vorzeichen zwischen den beiden Termen auf der rechten Seite auftritt. [Damit
(8.1.36) weiterhin gilt, muss man in der Kommutatorrelation fiir d ein Vorzeichen (rel-
ativ zu jener von b) einfithren.] Der resultierende Ausdruck fiir den Kommutator von
¢ und v wiirde dann nicht bei raum-artigen Abstinden verschwinden; Lokalitit wére
daher verletzt!

Dieser Zusammenhang zwischen Spin (das Dirac-Fermion hat halb-zahligen Spin)
und Statistik (Lokalitdt und Stabilitdt verlangen, dass wir es durch Anti-Kommutatoren
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quantisieren) gilt allgemeiner (Spin-Statistik Theorem): in einer lokalen relativistischen
Quantenfeldtheorie miissen Felder mit halb-ganzem Spin nach der Fermi-Dirac Statistik
(d.h. vermittels Anti-Kommutatoren) und Felder mit ganzzahligem Spin nach der Bose-
Statistik (d.h. vermittles Kommutatoren) quantisiert werden. Dies kann allgemein in
einer axiomatischen Formulierung (zum Beispiel durch die Wightman Axiome) bewiesen
werden [Pauli (1940), Jost (1957)].

Zum Abschluss dieses Kapitels fithren wir noch das zeit-geordnete Produkt von zwei
Dirac-Feldern ein:

T (te(w) y(y)) = 0(2" = y°) () Gy (y) — O(y° — 2°) Dy () () (8.3.5)

[Wie schon zuvor in der Definition des Fock-Produktes tritt hier ein relatives Vorzeichen
auf — es reflektiert wiederum, dass diese Felder Antikommutationsrelationen erfiillen,
und nicht Kommutationsrelationen.] Der Vakuumerwartungswert des zeitgeordneten
Produktes liefert nun den sogenannten Feynman-Propagator ([“J'bungsaufgabe)

iSp(x = y)er = (01T (ve(x) Py(y)) [0)

d*k ” K+m
_ =" —ik(z—y) (_FPT
Z/ (2m)* ‘ <k2 —m? + i€ - ' (8:3.6)

Man rechnet leicht nach, dass man ihn durch den bosonischen Feynman Propagator
Gr(x), der zuvor in Kapitel 6.3 aufgetreten ist,

d4]€ efik-(:vfy)
(2m)* k2 — m? + ie

Se(x) = — (i +m) Ge(x) = (i +m) / (8.3.7)

ausdriicken kann. Dieser Feynman Propagator wird spater fiir die Beschreibung der
Storungsrechnung eine wichtige Rolle spielen.
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9 Streuprozesse

Die typischen Experimente der Hochenergiephysik sind Streuexperimente. Dabei lasst
man zwei Teilchenstrahlen kollidieren, und beobachtet, welche Teilchen dabei produziert
werden. Lange bevor die Teilchen zusammenstossen konnen wir die Teilchen im Teil-
chenstrahl als freie Teilchen behandeln; der zugehorige Zustandsraums kann daher
durch einen Fockraum (so wie wir ihn oben in einigen Beispielen untersucht haben)
beschrieben werden. Wahrend der Wechselwirkung treten komplizierte Prozesse auf:
die verschiedenen Teilchen streuen aneinander, sie annihilieren sich oder kreieren neue
Teilchen, usw. Lange nach dem alle diese Wechselwirkungen stattgefunden haben, er-
scheinen dann wiederum Teilchen, die typischerweise in unterschiedliche Richtungen au-
seinanderfliegen, und deshalb einen grossen Abstand voneinander haben. Diese Teilchen
konnen wir daher wieder als freie Teilchen behandeln, und wiederum durch Zustande in
einem Fockraum beschreiben. Nach den Regeln der Quantenmechanik sollte dann die
Amplitude

aus {0 | @)ein (9.0.1)
die Wahrscheinlichkeit bestimmen, mit der ein einlaufender Zustand a in den aus-
laufenden Zustand b iibergeht.

Die auslaufenden Zustdnde konnten natiirlich wiederum als inlaufende Zustéande
eines nachfolgenden Prozesses beniitzt werden. Daher muss der Fockraum der in-
laufenden und der auslaufenden Zustédnde isomorph sein. Der unitare Operator, der
diesen Isomorphismus beschreibt wird S-Matriz genannt. Dies soll nun genauer disku-
tiert werden.

9.1 Kinematische Betrachtungen

Der Einfachheit halber betrachten wir den Fall, bei dem sich zwei unterschiedliche
skalare Teilchen (von Spin Null) aneinander streuen. Der einlaufende Zustand ist von
der Form

’py d’py
2p} (2m)? 2p3 (2m)
wobei |p1, p2)in die Impulseigenzusténde

Ip1,p2) = ai(pl) GE(P2)|O> (9.1.2)

sind. Hier bezeichnen az (p) die Einteilchen-Erzeugungsoperatoren, die zu den beiden

Teilchensorten im freien Fockraum der einlaufenden Zustande gehéren. Weiterhin sind

g1 und g die zu den beiden Teilchen gehorenden Wellenpakete, und p? = /m? + p?

7

‘i>ein = 3 gl(pl) Q2<P2) |p17p2>ein ) (911>

Im

folgenden werden wir wiederum manchmal das Integrationsmass als dp = d®p/2p°(27)?
schreiben.

Zu diesen Wellenpakten konnen wir Losungen der Klein-Gordon Gleichung g(x) mit
positiver Energie assoziieren,

i) = [ e o). (913
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sowie den Fluss
i [ i) b i@ = [ P o) (9.1.4)
0 2p0 (27T)3 . . .

Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Konfiguration in den auslaufenden Zustand f iiber-
zugeht, ist dann

W = [aus(/f | i>ein|2 : (9.1.5)

Falls keine externen Quellen vorhanden sind, folgt aus der Translationsinvarianz, dass
die obigen Matrixelement verschwinden, falls Energie und Impuls nicht erhalten sind.
Weiterhin impliziert der Umstand, dass die ein- und aus-laufenden Fockraume isomorph
sein miissen, dass es einen unitaren Operator S gibt, so dass

aus<f | i)ein - ein<f |S| i)ein . (916)

Dieser Operator wird iiblicherweise die S-Matriz genannt. Die Unitaritdt von S ist
eine Folge davon, dass Wahrscheinlichkeiten erhalten werden miissen — die Summe der
Wahrscheinlichkeiten, einer gegebenen einlaufenden Konfiguration in irgendeine aus-
laufende Konfiguration iiberzugehen, muss 1 sein.

Die Amplituden, die uns interessieren sind daher die ‘Matrixelemente’ des Opera-
tors S im einlaufenden Fockraum. Im folgenden kénnen wir uns daher also auf den
einlaufenden Fockraum beschranken, und wir werden daher den Index ‘ein’ normaler-
weise weglassen. Es ist weiterhin bequem, S als

S=1+iT (9.1.7)

zu zerlegen, wobei T' nun die Information tiber die Wechselwirkungen enthalt. Falls wir
den auslaufenden Zustand als ebene Welle idealisieren, konnen wir die Deltafunktion,
die die Energie- Impulserhaltung beschreibt, ausfaktorisieren:

(fITIpyr. p2) = (2m)* 6 (Py — p1 — p2) (1T |p1, p2) - (9.1.8)

Der ‘reduzierte’ Operator 7 wirkt dann direkt auf der Massenschale. Falls wir die
Zerlegung (9.1.7) in das Matrixelement (9.1.6) einsetzen, triagt die Identitét nur zur
Vorwartsstreuung bei; sie reprasentiert den Teil des einfallenden Strahls, der durch die
Wechselwirkungen nicht beeinflusst wird. In den meisten Experimenten sind wir jedoch
nur an dem abgelenkten Teil des Strahls interessiert. Dies rechtfertigt, lediglich den
T-Beitrag fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit

W = /dﬁ1 dps dpy dpy g1 (P1)* g2(P2)* 91(P}) g2(Ph) (27)* 6 (p1 + p2 — P} — Ph)
x (2m)1 6W (Py — p1 — pa) (F|T |pr, po)* (F1T 1P}, Ph) (9.1.9)

zu berticksichtigen. Falls der auslaufende Zustand kein Eigenzustand zu Impuls Py ist,
muss diese Formel in offensichtlicher Weise modifiziert werden. In den meisten Fallen
prapariert man die einlaufenden Zusténde so, dass sie genau vorgegebene Impulse (mit
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nur kleinen Unschérfen) besitzen. Dies bedeutet, dass ¢;(p;) einen ‘peak’ um p; mit einer
Breite Ap; besitzt, so dass

(FI TPy, po) =~ (fIT P, P2) =~ (fIT |p1,p2) - (9.1.10)

Wenn wir ausserdem beniitzen, dass
(2m)* 6 (p1 + po — P — 1) = /d4x et PP ) (9.1.11)
erhalten wir dann in dieser Naherung
W= [l @) @n) 80P - p- p) [T (9.112)

Diese Formel kann nun vermége der Ubergangswahrscheinlichkeit pro Einheitszeit und
Einheitsvolumen

dw
g = 0@ |5a(2)* (2m) 6 (Py = P1 = Po) [{FIT P, 7o) (9.1.13)

interpretiert werden. Da die Impluse der einfallenden Teilchen scharf ‘gepeakt’ sind, gilt

wobei G;(x) eine nur langsam variierende Funktion von x ist. Ausserdem ist die Strom-
dichte

ig*(x) 0, g(w) ~2p,|a(z)|*. (9.1.15)
Zum Beispiel betrachten wir den Fall, wo die Teilchen des Typs 1 auf die in dem
Laborsystem ruhenden Teilchen des Typs 2 geschossen werden. Die Anzahl der Teilchen
des Typs 2 pro Einheitsvolumen ist

d’I’LQ
av
Andererseits ist der Fluss der einfallenden Teilchen des Typs 1 gerade

= 2y |32(2)]* = 2ma |G2(2)]?. (9.1.16)

P 0|~ s
Bl s 2 510 = 21l I () 9.117)

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die Formel (9.1.13) interpretieren: die Uber-
gangswahrscheinlichkeit vom Zustand ¢ in den Zustand f pro Einheitszeit und Ein-
heitsvolumen ist gerade die Anzahl der Teilchen des Typs 2 pro Einheitsvolumen, mal
dem Fluss der einfallenden Teilchens des Typs 1, mal dem Wirkungsquerschnitt

1

do = (2m)* 6 (Py — 1 — o) 4ms [p1]

[(fIT |1, p2)]? - (9.1.18)

Der Wirkungsquerschnitt ist dann die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Streuer des Tar-
gets, und pro Einheitsfluss der einfallenden Teilchen.
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9.2 Asymptotische Zustande

Das Ziel ist es nun, den Wirkungsquerschnitt im Rahmen einer wechselwirkenden Quan-
tenfeldtheorie zu berechnen. Im folgenden wollen wir dies fiir den Fall einer selbst-
wechselwirkenden skalaren Feldtheorie erklaren.

Die wesentliche Grosse, die es zu bestimmen gilt, ist die S-Matrix, die die ein-
und aus-laufenden Zustande miteinander in Verbindung setzt. Der Fockraum der ein-
laufenden Zustande wird durch die Wirkung eines freien Feldes ¢, auf das eindeutige
Vakuum erzeugt. Dieses freie Feld kann jedoch nicht direkt mit dem wechselwirkenden
Feld ¢ identifiziert werden; zumindest intuitiv besteht jedoch ihre Beziehung darin, dass
in der unendlichen Vergangenheit ¢, ein geeigneter Limes von ¢ ist. Dieser Limes wird
jedoch im allgemeinen von dem betrachteten Prozess abhangen; ausserdem gilt diese
Uberlegung nur, falls die zugehorigen Teilchen in der unendlichen Vergangenheit weit
voneinander entfernt sind. Dann sollte gelten (das ist die sogenannte Asymptotenbe-
dingung von Lehmann, Symanzik und Zimmermann), dass

() = Z'% pein () fur 2 — —o0. (9.2.1)

Unter geeigneten Annahmen iiber das Spektrum des Impulsoperators (siehe unten)
kann diese Asymptotenbedingung relativ allgemein (z.B. aus den Wightman Axiomen)
abgeleitet werden. Hier wollen wir dies nicht beweisen; wir wollen aber genauer disku-
tieren, in welchem mathematischen Sinn dieser Limes verstanden werden soll, und was
die Bedeutung des Faktors Z'/? ist.

Was die mathematische Bedeutung dieser Formel anbelangt, so soll sie im ‘schwachen
Sinn’ gelten, d.h. als Identitat die fiir jedes Matrixelement gelten. Insbesondere ist klar,
dass die Identitdt nicht als (starke) Operatoridentitdt Sinn macht: andernfalls miissten
ja beide Felder die gleichen Vertauschungsregeln erfiillen, und man kénnte relativ einfach
zeigen, dass ¢ notwendigerweise auch ein freies Feld sein muss. [Diese Bemerkung zeigt,
dass die Definition dieser asymptotischen Relation ein wenig subtil ist.]

Der Faktor von Z reflektiert, dass die Felder ¢, und ¢ durch ihre Vertauschungsre-
geln kanonisch normalisiert sind. Dabei erzeugt ¢, nur Einteilchenzustinde des freien
Fockraumes, wohingegen im allgemeinen ¢ auch Mehrteilchenzustande produzieren wird.
[Das Feld ¢ beschreibt ja eine wechselwirkende Theorie, wo Teilchen erzeugt und ver-
nichtet werden kénnen!] Die Amplituden (1|¢en(x)|0) und (1]¢(x)|0) haben dieselbe
funktionale Abhéngigkeit von x (die durch die Kinematik des Problems festgelegt wird).
Der Normalisierungsfaktor beschreibt deshalb einfach, dass der Zustand ¢(x)|0) nicht
nur 1-Teilchenzustinde enthilt; die Konstante Z'/2 sollte daher zwischen null und eins
liegen.

In der Tat kann man die Konstante Z durch die sogenannte Kallen-Lehmann Darstel-
lung aus dem Kommutator der wechselwirkenden Felder berechnen. Dazu beobachten
wir (fiir den Fall eines hermiteschen Feldes ¢), dass

(0l[¢(x), 6()]10) = 3 [(0l$(0)]a) e (a|$(0)[0) - (x = y)] (9.2.2)

«
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wobei die Summe iiber eine vollstandige Basis der Zustande mit positiver Energie lauft,
und p,, der Impuls des Zustandes « ist. [Typischerweise sollte man die Summe hier durch
ein geeignetes Integral ersetzen!| Andererseits ist der Kommutator der freien Felder mit
Masse m (vgl. (6.2.39))
iA(x—y;m) = / g €(q°) 0(q* — m?) e~ta@y) (9.2.3)
’ (2m)?

Um (9.2.2) damit zu vergleichen, setzen wir

1= / d'q 6D (q — pa) (9.2.4)
in (9.2.2) ein, und erhalten daraus
d —ig-(z—y iq(z—y
Ollo(e), o) = [ G5 pla) (7 = e (9.2.5)
wobei
p(a) = (27m)* 3 09 (g — pa) [{0]6(0) || (9.2.6)

Diese Grosse ist offensichtlich positiv, und sie verschwindet, falls ¢ nicht auf dem
Vorwiérts-Lichtkegel liegt. Weiterhin ist sie Lorentz-invariant (damit der Kommuta-
tor Lorentz-invariant ist — natiirlich folgt das auch direkt aus der Definition von p).
Wir konnen p deshalb als

p(q) = o(q*) 0(q") (9.2.7)
schreiben, wobei o(q?) = 0 falls ¢* < 0. Unter Beniitzung der Formel fiir den Kommu-
tator der freien Felder (9.2.3), gilt deshalb

Ollow), 610y =i [~ dm® o) Aa — g (9238)

[Auf entsprechende Weise kann man auch zeigen, dass das entsprechende Resultat (mit
derselben Spektralfunktion p) fiir das zeit-geordneten Produkt zweier Felder gilt.|
In (9.2.8) konnen wir explizit den Beitrag der 1-Teilchenzustdnde separieren

(Ol[@(x), dW)I0) =i Z Alw —ysm) +i | dm™o(m™) Az — y;m'), (9.2.9)
my

wobei m hier die Masse der elementaren Teilchen ist, und m; > m die niedrigste Viel-
teilchenmasse beschreibt. [Wir haben hier also angenommen, dass die Theorie einen
sogenannten ‘mass gap’ besitzt, der die Einteilchenzustande von den Mehrteilchen-
zustdnden trennt.] Falls die Lagrangedichte keine Feldableitungen enthélt (so wie zum
Beispiel fiir den Fall der Klein-Gordon Theorie), dann ist q§ das zu ¢ konjugierte Feld.
Falls ¢ die kanonischen Vertauschungsregeln erfiillt, folgt dann aus (9.2.9) durch Ableiten

nach x° -
1=7 +/ dm'? o(m'?) (9.2.10)

2
my
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wobei wir (6.2.42) beniitzt haben. Die Positivitdt von o impliziert daher, dass
0<Z<1. (9.2.11)

Der Wert Z = 1 ist ausgeschlossen, falls ¢ irgendeinen Mehrteilchenzustand erzeugt;
falls Z =1 ist, dann ist einfach ¢ = ¢gy.

Die obige Analyse gilt natiirlich gleichermassen fiir die auslaufenden Felder,
() — Z'% poans(2) fir 2° — 0. (9.2.12)

Hier ist ¢, ein freies Feld mit der gleichen Masse wie ¢y, und die Konstante 7 ist
die gleiche wie zuvor. Die Eindeutigkeit des Vakuums (die iiblicherweise angenommen
wird) impliziert, dass |0,ein) = |0,aus). [Eine allfillig auftretende Phase kann in die
Definition der Vakuumzusténde absorbiert werden.] Weiterhin nehmen wir an, dass die
1-Teilchenzusténde stabil sind (zum Beispiel, weil sie eine nicht-triviale erhaltene Ladung
tragen, so wie zum Beispiel im Fall der komplexen Klein-Gordon Theorie). Unter diesen
Annahmen gilt dann |1, ein) = |1, aus). Da (0|¢(z)|1) dieselbe funktionale Abhéangigkeit
von x wie die zugehorigen Matrixelemente von ¢, und ¢,.s hat, gilt daher dann

(0[(2)[1) = ZM2 (0] Pein ()| 1) ein = 22 s (0] Paus (%) | 1) s - (9.2.13)

Andererseits induziert die S-Matrix einen Isomorphismus zwischen ein- und aus-laufen-
den Zustanden, und es gilt daher

(bein(x) = S (baus (37) Sil
‘i>ein = S ‘i>aus
ein<f|S|Z.>ein = aus<f|5|i>aus , (9214)
wobei die letzte Identitét direkt aus (9.1.6) folgt. Weiterhin gilt
(0[S|0) = (0]0) =1,  (1]S|1") = (1[1), (9.2.15)

wobei 1 und 1’ beliebige 1-Teilchenzustéande bezeichnen, und wir die Stabilitat dieser
Zustande benititzt haben. Schliesslich muss die S-Matrix mit Poincaré-Transformationen
vertauschen,

U(a,A\)SU(a,A\)' = 5. (9.2.16)

9.3 Die LSZ Reduktionsformel

Unter der Annahme, dass die Felder sich asymptotisch wie (9.2.1) bzw. (9.2.12) ver-
halten, wollen wir nun die S-Matrix Elemente durch die Green’schen Funktionen der
wechselwirkenden Theorie ausdriicken. Betrachte die Amplitude (aus der man die
Ubergangswahrscheinlichkeit berechnen kann)

aus<p17---|q17--->ein7 (931)
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wobei wir (der Einfachheit halber) die Verschmierungsfunktionen weggelassen haben, die
zur Normalisierung notwendig sind. Wir wollen dieses Matrixelement rekursiv berech-
nen. Dazu beobachten wir, dass

aus<p17 v ‘qh .- ->ein = aus<p17 <o ‘alin((h)‘(h, . ->ein
—iq1-x 1 =
_ /tdgxe W= 00 Py [Gein(@) | an s (9:32)
wobei wir (6.2.10) beniitzt haben. Das Raumintegral kann zu beliebigen Zeiten ausge-
wertet werden; insbesondere konnen wir daher den Limes t — —oo betrachten, wo

wir das freie einlaufende Feld ¢, durch das wechselwirkende Feld Z~1/2¢(x) ersetzen
konnen,

] e
(P s Jan = dim ) 272 e = 0y e |9(@) s - (9.33)

Nun gilt fiir jedes beliebige Integral

(hm — lim > /d?’xw(x, t) = lim 'tf dt% /d?’xw(x, t). (9.3.4)

t—o00 t——o00 tf—00,t;——00

Mit der asymptotischen Formel fiir ¢ — oo erhalten wir daher also

aus(pla s |q17 .- '>ein = aus<p1, s |a:r1us(q1)|q27 e ->ein (935)
+iZ_1/2 /d4l’ 80 [e—iq1~$ 80 aus(pla ce |¢(l‘)|q2, - '>ein )

wobei sich nun das letzte Integral iiber die gesamte Raumzeit erstreckt. Der erste Term
auf der rechten Seite tragt nur dann bei, falls zumindest ein Teilchen nicht in den
Streuprozess verwickelt ist,

n

aus<p17---| aus(Ch |Q2,-- ein Z 277 5(3 (pk_ql)aus<p17---@“'|q27--->ein7
- (9.3.6)
da a .(q1) nach links wie ein Vernichtungsoperator wirkt, und den aus-laufenden Zus-
tand aus(p1, . . . | vernichtet, falls nicht gerade q; = py fiir ein k& — solche Beitrage nennt

man nicht-zusammenhdngend. [Wir haben hier der Einfachheit halber angenommen,
dass alle Teilchen von derselben Sorte sind; es ist offensichtlich wie sich diese Formel im
allgemeinen Fall modifiziert.]

Wir betrachten nun den zweiten Term in (9.3.5) genauer. Da wir die Amplituden
nicht mit den Testfunktionen verschmiert haben, sollten wir den Ausdruck als Inte-
gralkern auffassen; es ist dann legitim, partielle Integration beziiglich der raumartigen
Variablen durchzufiithren (und dabei die Randterme wegzulassen) — aber natiirlich gilt
das nicht fiir die zeit-artige Richtung (da ja sonst der gesamte Ausdruck verschwiinde!).
Da ¢? = m? gilt dann

/ d43§‘ aO |:€iql.:l3 a(_()] aus<ﬁ|¢(37)‘0é>ein
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= [ [((= w1 s (B0 )i + € O s (Bl ]

_ / Az e (O 4 m2) as (B16(2)]| ) ein (9.3.7)

wobei wir in der letzten Zeile A partiell integriert haben. Der erste Schritt der Rekur-
sionsformel ist daher

aus<p17"' ‘ q17--->ein

= > 20 27)* 6 (P — 1) aus(P1s -+ - Dr - -+ G2 - Vein (9.3.8)
k=1

422 [t e (O ) w560 @

Dieser Schritt kann nun immer wieder wiederholt werden; um genauer zu verstehen, was
dabei passiert, schreiben wir den nachsten Schritt noch explizit aus. Dabei betrachten
wir nun den Beitrag von a,us(p1). Was die nicht-zusammenhéngenden Terme anbelangt,
so geschieht dabei nichts Neues, und wir wollen im folgenden diese Beitrage nicht mehr
explizit ausschreiben. Zunachst haben wir wie zuvor

aus<p17 s |¢($)|CJ2, .- ->ein = aus<p27 s |a'aus(p1) ¢(x)|QQa .. ->ein
= lim iZ7Y? /d3y1 ePLt Dyo X (9.3.9)

y9—o0
Xaus<p27 s |¢(y1) ¢($U)|Q27 .- -)ein .

Wir wiirden nun gerne das letzte Integral wiederum durch ein 4-dimensionales Integral
wie zuvor ersetzen. Dabei benttigen wir jedoch einen kleinen Trick, damit der Operator
ein(p1) fiir t — —oo direkt auf den ein-laufenden Zustand |go, . . .)ein Wirkt. Dies wird
genau durch das zeit-geordnete Produkt von Feldern erreicht

T (¢(y1) b)) = { zgzll))z(&; Eﬁz zg g ig (9.3.10)

Wir ersetzen nun in (9.3.9) das Produkt der beiden Felder durch das zeit-geordnete
Produkt (ohne natiirlich dabei irgendetwas zu andern, da in (9.3.9) nur der Limes ¢{ —
oo auftritt). Dann beniitzen wir dieselbe Identitét (9.3.4) wie zuvor und erhalten mit
denselben Argumenten

aus<p17 s ‘ <Z5(371)‘Q2, .. ->ein = aus<p27 s |(Z5(.T1) aein(p1)|q27 .. -)ein (9311)
+’iZ_1/2 /d4y1 Gipl.yl (Dyl + m2) aus<p27 v |T (gb(yl) ¢($1)) |q27 . '>€in .

Der erste Term auf der rechten Seite fiihrt wiederum zu einem nicht-zusammenhéngen-
den Term. Nach der Reduktion von zwei Teilchen erhalten wir also die Formel

aus<p17--- | q17--->ein:ein<p17~~~|s|q1a--->ein
= nicht-zusammenhangende Terme

—l—(iZ‘l/Q)2 /d4y1 d*xq ePryi-iarn (Oy, + m?) (O, +m?) x
Xaus (P2, - - | T (0(y1) (1)) [q1, - - -ein - (9.3.12)
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Es ist nun klar, wie dieser Schritt iteriert werden kann, und man erhalt schliesslich

aus<p17---7pn ‘ q17"'7QI>ein:ein<p17"'7pn|5|q17"'7ql>ein
= nicht-zusammenhangende Terme

Hz [ e (13 gm0 ) #
(B 4 1) B+ 1) lOT (601) ) O

Dies ist die sogenannte LSZ Reduktionsformel, die von Lehmann, Symanzik und Zim-
mermann gefunden wurde. Sie etabliert eine Beziehung zwischen on-shell Ubergangs-
amplituden (die p; und die ¢; liegen alle auf der Masseschale) und den Vakuumer-
wartungswerten der zeit-geordneten Produkten der wechselwirkenden Theorie. Ins-
besondere impliziert diese Formel, dass diese Green’schen Funktionen Pole in den Vari-
ablen p? besitzen, wobei p; die zu x; konjugierte Variable ist. Bis auf Normierung ist
das S-Matrix Element gerade das Residuum dieser multiplen Pole.

Eine andere bemerkenswerte Eigenschaft dieser Formel besteht in der Symmetrie
zwischen den ein- und aus-laufenden Teilchen. Falls wir die aus-laufenden Impulse
(p1,...) durch einlaufende Impulse (—py,...) ersetzt, tauchen alle Impulse in gleicher
Weise auf. Diese Eigenschaft ist eine Manifestation der sogenannten PCT Symmetrie,
die fiir allgemeine lokale Lorentz-invariante Feldtheorien gilt.
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10 Storungstheorie und Feynman Diagramme

Mit Hilfe der LSZ Reduktionsformel konnen wir die Berechnung der Streuamplituden
auf die der Vakuumerwartungswerte von zeitgeordneten Produkten zuriickfithren. Wir
wollen nun studieren, wie man jene fiir eine wechselwirkende Theorie ausrechnen kann.
Im folgenden werden wir uns (der Einfachheit halber) auf den Fall eines reellen Skalar-
feldes ¢(z), also auf die Green’schen Funktionen

G(@1, 2, an) = (0| (¢(21) - - () ) |0) (10.0.1)

beschranken. (Die Quantenelektrodynamik wird spéter behandelt werden.) Diese Funk-
tionen sollen perturbativ berechnet werden, wobei unser Vorgehen zunachst heuristisch
ist. Die wechselwirkende Theorie habe die Lagrangedichte

L(¢,0¢) = Lo(p,00) + L (), (10.0.2)
wobei Ly(¢, 0¢) die Lagrangedichte der freien Theorie

2

Lo(¢,0¢) = %(%)2 - %ﬁ (10.0.3)

ist, und der Wechselwirkungsterm Ly (¢) nur von ¢ (nicht aber von d¢) abhéngen soll.
Dann ist

H:H0+HW:/d3x Mo+ My - (10.0.4)
wobei
Ho = (72 + (Vo)  +m?¢?),  Hw = —Lw(o). (10.0.5)
Das einfachste Beispiel ist die sogenannte ¢*-Theorie, fiir die
Ay
Lw(o) = 0 (10.0.6)
Dann ist
A 3 4
Hy =5 /d x : ¢(0,%)" : . (10.0.7)

10.1 Die Dyson Reihe

Die Zeitentwicklung des freien Feldes ¢ein(2z) wird durch den Hamiltonoperator Hy be-
stimmt; es gilt daher insbesondere

Pein (1, %) = €10U70) gy (£, x) e~ Mol =10) (10.1.1)

Falls A klein ist, beschreibt Hj auch gut die Zeitentwicklung des wechselwirkenden Feldes
¢. Im sogenannten Wechselwirkungsbild (das beziiglich eines festen ¢, definiert ist) ist
das Feld ¢y, durch

ow (t,x) = eolt=to) gty x) e~ iHolt=to) (10.1.2)
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festgelet. Schlussendlich werden wir ty = —oo setzen. Ausserdem wollen wir annehmen,
dass die Wechselwirkung fiir t — —oo adiabatisch abgeschaltet wird; dann stimmen fiir
t — —00, ¢ und ¢, gerade liberein. Fiir diese Wahl von ¢t gilt daher einfach ¢y = Pein.

Die Beziehung zwischen ¢y und dem tatsachlichen Feld ¢ ist einfach

o(t,x) = ¢t (t=to) ,—iHo(t—to) dw (t,x) oiHo(t—to) ,—iH (t—to)

— Ut t0) (63 Ut o)

wobei wir den unitaren Operator

Ult, tg) = etHolt=to) p—iH(t=to) (10.1.3)
definiert haben. Fiir den speziellen Fall t; = —oo konnen wir das auch als
o(t,x) = UM (t) pein(t,x) U(t), U(t) =U(t,—o0) (10.1.4)

schreiben. Der Operator U (t,ty) ist der Propagator im Wechselwirkungsbild. Wir wollen
nun diesen Propagator durch ¢y ausdriicken. Dazu beobachten wir, dass U(t, ) ein-
deutig durch die Randbedingung U (to,t9) = 1, sowie die Differentialgleichung (Schro-
dinger Gleichung)

i% Ut tg) = et~ (H — Hy)e o)

— eiHo(t—to) HW e—iH(t—to)

— eZHo(t—t()) HW e—zHo(t—to) ezH()(t—to) e—ZH(t—t())

Hyw () U(t, to) (10.1.5)
bestimmt ist, wobei Hyy (t)
Hy (t) = e'Hot=to) fr, e=tHolt=t0) — 1 (g () (10.1.6)

der wechselwirkende Anteil des Hamiltonoperators (im Wechselwirkungsbild) ist. [Zum
Beispiel ist fiir die obige ¢* Theorie Hy (t) durch

Hy () = /d&% L oL (8) : (10.1.7)

gegeben. |
Der Operator U(t, ty) kann nun nach Potenzen von Hy in der sogenannten Dyson-
Reihe entwickelt werden (Ubungsaufgabe)

nt to

Ut ty) = i(_i‘)n Cdty - t;dtnT(HW(tn)---HW(tl))
- Texp(—i/t:dTHW(T)). (10.1.8)
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Diese Definition kann natiirlicherweise zu
t
Ult,s) :Texp(—z'/ dTHW(T)) (10.1.9)

verallgemeinert werden. Es ist klar, dass dieser Operator immer noch die Differential-
gleichung (10.1.5) erfiillt, also

0
en U(t,s) = Hy(t) U(t,s). (10.1.10)

Ausserdem erfiillt er die Randbedingung U(t,t) = 1. Da der Operator U(t,s) durch
diese beiden Eigenschaften eindeutig festgelegt ist, kann man ihn auch als

U(t,s) = e'tolt=to) o=l (t=s) p=iHo(s~to) (10.1.11)
schreiben; insbesondere zeigt dies, dass U(t, s) unitér ist. Weiterhin gilt fiir t; > ¢y > t3

U(tl,t2>U<t2,t3> = U(tl,tg)
U(t17t3>UT<t2,t3) - U(tl,tg). (10112)

Wir nehmen nun an, dass die Wechselwirkung fiir ¢ — —oo adiabatisch abgeschaltet
wird. Dann gilt (fir tg = —00)

lim U(t) = lim U(t,—o0) = 1. (10.1.13)

t——o00

Nun schreiben wir den Vakuumerwartungswert des zeit-geordnete Produktes der wech-
selwirkenden Felder fiir 29 > 29 > --- > 20 als

(O (1) -+~ () [0) = (0]6(1) -~ $()[0)
= (0|U M (t1) dein(z1) U(t1, t2) Gein(x2) - - -
XKoo U<tn717 tn) ¢ein(5’7n) U(tn>|0> :

Nun betrachte T so dass T > t;, =T < t,. Dann gilt
U(tn) =Ultn, =T)U(-T), U\ (t) =U Y (T)U(T, t,), (10.1.14)
und daher ist
(OIT ($(1) -+ é() ) [0)
=0|lU (T T <¢ein(x1)-~-¢ein(:cn) exp [—i /TTdTHW(T)D U(=T)10).

Diese letzte Formel gilt nun auch, falls die 9 nicht in der obigen Ordnung sind (solange

sie alle im Intervall [T, T liegen). Nun nehmen wir den Limes 7" — oco. Dann gilt

lim U(~T)10) = |0). (10.1.15)

T—o00
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Ausserdem ist in diesem Limes (0|U~!(T) proportional zum Vakuum (0|; die Propor-
tionalitatskonstante kann durch

lim (0| UY(T) = lim (0| U *(T)0) (0|

T—o00 t—00

) 1

bestimmt werden. Einsetzen in die obige Gleichung liefert dann
G(ar,..wn) = (0T (¢(x1) - ¢(za))0) (10.1.17)
<O‘T (‘bein(xl) e (bein(xn) €xp |:Z / d4.CL’ EW(‘bein)]) |0>

(07 exp {i/dd‘x Lw (Gein)

9

10)

wobei wir bentitzt haben, dass
/ dr Hy (1) = —/d4xﬁw(¢ein). (10.1.18)

Diese Ableitung ist heuristisch (und keineswegs rigoros); wir sollten daher die resul-
tierende Formel (10.1.17) in gewissem Sinn als Definition der Vakuumerwartungswerte
der zeitgeordneten Produkte der wechselwirkenden Theorie auffassen. Es ist wert darauf
hinzuweisen, dass diese Formel manifesterweise Lorentz-kovariant ist!

Wir koénnen diese Formel noch ein wenig kompakter schreiben, wenn wir die erzeu-
gende Funktion der Vakuumerwartungswerte der zeitgeordneten Produkte

2G) = 30 [t [de @) i) OT (90 - o(w)0

— (0|T exp {z / d%j(:c)qs(x)} 0) (10.1.19)
einfithren. Dann ist namlich einfach
n O 0 :
(10.1.20)
Die obige Formel kann man dann einfach kompakt als
O exp |i [ d'o (Lw(da) + 3(@)6en()] 10)
Zlj] = (10.1.21)

(0|7 exp [i/d% Ew(qf)ein)] |0)

schreiben. Die Formel (10.1.17) bildet die Grundlage der kovarianten Stérungsrechnung:
sie driickt die zeitgeordneten Produkte der wechselwirkenden Theorie durch Erwartungs-
werte freier Felder aus, und dies auf manifest Lorentz kovariante Weise. Die Entwicklung
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des Zahlers von (10.1.17) nach Potenzen von Hy, ist

iﬂ /d4y1---d4y
X<O|T{¢ein(x1) e gbein(l‘n) : HW(gbein(yl)) A HW(¢ein(yp)) ::| |O> .

Die einzelnen Term konnen dann nach dem Wick’schen Theorem berechnet werden; dies
kann am einfachsten diagrammatisch beschrieben werden, was gerade zu den Feynman
Regeln fiihrt.

10.2 Die Feynman Diagramme fiir die ¢* Theorie

Zur Illustration betrachten wir nun den Fall der ¢* Theorie, fiir die Hyy (¢ein) durch

w(Ganl) = 7+ 6E(0) (10.2.1)

gegeben ist. Im folgenden werden wir den Index ‘ein’ weglassen. Der p-te Term in der
obigen Storungsreihe ist dann

; (ﬂk>~/dm dyy OIT [o(w1) - dlan) = o) = o) :]10). (10.22)

Jeder dieser Terme kann nun mit Hilfe des Wick’schen Theorems ausgewertet werden,
wobei die Normalordnung : ¢(y;)? : lediglich dazu fiihrt, dass die Kontraktionen zwischen
den vier Feldern an dem selben Raumzeitpunkt y; weggelassen werden. Die verschiede-
nen Paarungen konnen graphisch dargestellt werden. Dazu ordnen wir jedem externen
Feld ¢(z) einen ‘Ausseren Vertex’, und jedem Term : ¢*(y) : einen ‘inneren Vertex’ zu:

<Z5(37 ) -~ ausserer Vertex

v .
L9t (y) >?;< innerer Vertex.

Weitherhin entspricht jeder Kontraktion eine nicht-orientierte Linie,

(O]7 (#(21)9(22))]0) E— Propagatorlinie.
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Jeder Kontraktionskombination aus dem Wick’schen Theorem entspricht daher einem
Graphen (Feynman-Diagram), bei welchem alle Valenzen der Vertizes durch Linien ver-
bunden werden. Dabei darf keine Linie einen Vertex mit sich selbst verbinden. Zum
Beispiel sind die moglichen Diagramme fiir n = 2 und p = 0 gerade

X1 Xy

und fir n = 2 und p = 2 (fiir n = 2 und p = 1 verschwindet (10.2.2), da keine
Kontraktionen zwischen den vier Feldern ¢?(y) erlaubt sind)

Den Ausdruck (10.2.2) erhélt man dann durch die folgenden Feynman Regeln (Ort-
sraumregeln):

(i) Man zeichne alle (topologisch) verschiedenen Diagramme mit numerierten &usseren
Vertizes 1, ..., x, und inneren Vertizes yi, ..., y,.

(ii) Jeder innere Vertex liefert einen Faktor —i\.

(iii) Jede Linie zwischen z; und z; liefert einen Faktor
(01T (¢(21) ¢(2)))10) = Di(zi — 7). (10.2.3)

(iv) Schliesslich integriere man iiber die Postitionen der inneren Vertizes,

/d4y1~-~/d4yp.

Die Valenzen eines inneren Vertex y; wurden hierbei nicht numeriert, was eigentlich
erforderlich gewesen wére, um die verschiedenen Terme des Wick’schen Theorems zu
beriicksichtigen. Jedes der obigen Diagramme steht daher fiir mehrere Kontraktionen
des Wick’schen Theorems. Insbesondere konnen die Linien, die in einem inneren Vertex
enden, auf 4! verschiedene Weisen numeriert werden, ohne dass sich das Diagram dndert
— dieser Faktor ist in der Vorschrift (ii) absorbiert worden (wo man eigentlich —i\/4!
hétte schreiben miissen). Dadurch hat man jedoch noch nicht alle kombinatorischen
Faktoren richtig abgegolten, falls es innere Linien gibt, die zwischen zwei internen Ver-
tizes verlaufen. Um dies zu korrigieren muss man
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(v) Jedes Diagram wird mit dem Faktor 1/(p!S) gewichtet, wobei S genau die Ord-
nung der Gruppe der Permutationen der inneren Linien ist, die das Diagram nicht
dndern. Der Faktor 1/S ist gerade

p
% = (%) m, (10.2.4)

wobei m die Anzahl der unterschiedlichen Kontraktionen ist, die durch das gege-
bene Diagramm beschrieben werden.

(vi) Der Ausdruck (10.2.2) ist dann schliesslich die Summe der Terme, die zu den
verschiedenen Diagrammen assoziiert werden.

Um diese Regelen genauer zu verstehen, betrachten wir nun das obige Beispiel. Fir
n=2und p =0 ist (10.2.2) gerade

A(p:O)(ZL'l,l‘Q) = DF(ZL'l,l‘Q) . (1025)

Fir p = 2 haben wir drei Beitrage, die zu den drei Diagrammen D, Dy und D3 gehoren.
Fiir Dy und Ds ist der Symmetriefaktor S gerade S = 3! da es drei innere Linien gibt,
die miteinander vertauscht werden kénnen. Das stimmt gerade mit (10.2.4) iiberein,
da es vier verschiedene Moglichkeiten gibt, z; mit einem der vier Felder von y; zu
verbinden, vier Moglichkeiten zo mit einem der vier Felder von y, zu verbinden, und
schliesslich 3! Moglichkeiten gibt, die verbleibenden drei Felder von y; und 3, miteinan-

der zu verbinden, d.h.
1 1 1

—=—=443l = —. 10.2.

S (41)? 3 3! (10:2.6)
Fiir Dy ist der Symmetriefaktor hingegen S = 4! (da es vier interne Linien gibt, die
man vertauschen kann); dies ist auch das Resultat der Formel (10.2.4), da in diesem

Fall m = 4!. Die Diagramme D; oder D, fithren daher zu dem Beitrag

A(p=27D1)<x1’x2) _ A(p=2,D2)<x1’x2) (10.2.7)
11 , 4
= 53 (—iN)? /d4y1 /d4y2 Dp(x1,y1) Dp(x2,y2) [DF(ylayQ)} 5
wahrend das Diagram Ds zu
_ 11 , 4
AP=2D3) (31 30) = o] (—iN)? /d4y1 /d4y2 Dp(xy,9) [DF(ylanQ)} (10.2.8)

fithrt. Der totale Beitrag mit n = 2 und p = 2 ist daher

AP (21, m5) = 2 AP=2PD (g 9) + AP=2P) (24, 35) (10.2.9)

An dieser Stelle ist es niitzlich, ein paar allgemeine Bemerkungen zu machen:
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(1) Alle Diagramme mit n ungerade verschwinden, da die Vakuumerwartungswerte einer
ungeraden Anzahl von ¢-Feldern verschwinden.

(2) Nach Integration geméss Regel (iv) liefern Diagramme mit vertauschten inneren
Vertizes y1, . .., y, denselben Beitrag (so wie D; und Dj in dem obigen Beispiel). Man
konnte daher den Begriff ‘verschiedener Diagramme’ in Regel (i) abdndern:

(i") Man zeichne alle (topologisch) verschiedenen Diagramme mit numerierten dusseren
Vertizes xy,...,x,. Dann assoziiert man zu den p inneren Vertizes in beliebiger
Weise die Koordinaten yy, ... y,.

Die Regeln (ii) - (iv) sowie (vi) bleiben unverdndert; lediglich die kombinatorische
Gewichtung des zugehorigen Beitrages ist dann

(v’) Jedes Diagramm wird mit dem Faktor

p
gewichtet, wobei m; die Anzahl der Moglichkeiten beschreibt, die dusseren Vertizes
mit beliebigen Vertizes zu verbinden, und my die anschliessende Moglichkeit, die
inneren Vertizes untereinander zu verbinden. Der Symmetriefaktor S’ ist dabei
einfach die Ordnung der Permutationsgruppe der inneren Vertizes, die im Sinn
von Regel (i) das Diagramm nicht d&ndern.

Zum Beispiel ist der Symmetriefaktor (10.2.10) fiir D; = Dy nun einfach [m; =4-4-2
und mgy = 3]
1 (1)2 (442) (31) = = (10.2.11)
21 \4! o3l o
was damit libereinstimmt, dass S’ = 1 in diesem Fall. Andererseits ist der Symme-
triefaktor fiir D3 nun [m; = 1, my = 4!]

1 /12 1
— (=] 4)=— 10.2.12
2! (4!) () 2417 ( )
was gerade mit S’ = 2 kompatibel ist. Diese kombinatorischen Faktoren fithren natiirlich
gerade zu denselben Faktoren wie in (10.2.9).

10.3 Verkettete Diagramme

Der Nenner in (10.1.17) hat eine Entwicklung nach Diagrammen mit n = 0, d.h. solchen
ohne dusseren Vertizes. Man nennt sie Vakuumdiagramme. (Dabei entspricht der Term
p = 0 dem leeren Diagramm, dessen Beitrag gerade 1 ist.)

Die Diagramme des Zéhlers von (10.1.17), die zu (10.2.2) beitragen, sind von zwei
Sorten: jene Diagramme, die Vakuumdiagramme als Zusammenhangskomponenten en-
thalten (z.B. D3); und die sogenannten verketteten Diagramme, die keine Vakuumdia-
gramme als Zusammenhangskomponenten erhalten (z.B. D; und D).
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Wir wollen nun zeigen, dass der Nenner in (10.1.17) gerade die Beitriage der Vaku-
umdiagramme herausteilt. Dazu beobachten wir, dass jedes Diagramm mit p inneren
Vertizes 1, . .., y, dadurch erhalten werden kann, dass man

(i) k von den p inneren Vertizes auswéhlt — dabei gibt es (i) Moglichkeiten.

ii) ein beliebiges verkettetes Diagramm mit diesen k& Vertizes mit einem Vakuumdia-
g g
gramm der restlichen p—k Vertizes kombiniert. Dabei sind die Beitrage der beiden
Diagramme natiirlich multiplikativ.

Der Zahler von (10.1.17) ist daher

- (—’M)p 4 4 " (p
pzzo P! /dyl"'/dypkz0<k>

X<0|T[¢ein(l‘1) e ¢ein(xn) : HW(¢ein(y1)) o HW(¢ein(yk)) :} |0>0
X(OI [: v (Gein (1)) = -+ = H(Dein(y) 3] [0) (10.3.1)

wobei (0|7 -]|0)¢ dadurch definiert ist, dass bei der Berechnung von (0|7 --]|0) nur
die Beitrage der verketteten Diagramme behalten werden. Nun beniitzen wir, dass

1 <;Z> - (pl_ o S =33, wobeij=p—k (10.3.2)

!
D p=0 k=0 k=0 j=0

In (10.3.1) lassen sich die beiden Summen also faktorisieren; die Summe iiber j entspricht
daher gerade dem Nenner von (10.1.17). Damit haben wir gezeigt, dass

G (w1, m0) = (0T ($(21) - B() ) |0) (10.3.3)
:kz:%(];‘) /d4y1-~-/d4yk

X (O[T [ Gein(1) - bein(n) + Huw (dein(¥n)) -+ = H(Sein(ur)) 2| [0)o

Um dieses Resultat durch die erzeugende Funktion Z[j], die wir in (10.1.19) eingefiihrt
haben, auszudriicken, miissen wir nun die zusammenhdngenden (trunkierten) Greens-
funktionen G.(xy,...,x,) definieren: sei P eine Partition der Menge I = {1,...,n},

dh. P ={I,...,I,}, wobei

I=J 1L, I,.NIg=0 fallsa#p. (10.3.4)
a=1
Dann definieren wir G.(z1, ..., z,) rekursiv durch die Formel
G2y, 2p) = Z H Ge({zitier.) - (10.3.5)
P={Ia} @
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Falls wir die Formel nach G, auflosen, ergibt sie einfach

Ge(x1,... x0) =G, .. ox) — Y " [[Gel{itier) (10.3.6)

P={l.} ©

wobei " ausdriickt, dass die Summe nicht die triviale Partition P = {I} enthélt.
Durch eine analoge Uberlegung wie oben (Zerlegung eines Diagrammes nach Zusam-
menhangskomponenten) folgt, dass G.(z1,...,z,) gerade durch die Summe iiber alle
zusammenhdngenden Diagramme (d.h. aller Diagramme, die sich nicht als Produkt
zweier kleinerer Diagramme schreiben lassen) gegeben ist. Fiir die erzeugende Funk-
tion Z[j] bedeutet dies dann, dass

2 = %o (3 e [ daie) s Gt )
= exp(Z, [j]), (10.3.7)

wobei der Faktor 1/m! beriicksichtigt, dass Permutation der m Teilmengen einer Parti-
tion keine neue Partition liefert. Die Grosse

Z[j] = log Z[j] (10.3.8)

ist daher die erzeugende Funktion der zusammenhédngenden Greensfunktionen [Ketten-
graphentheorem].

10.4 Feynman Regeln im Impulsraum

Fiir die Bediirfnisse der Streutheorie (vgl. Kapitel 9), ist es besser, die Fouriertrans-
formierte

G(p1,---,pn) = /d4x1 . -/d4xn eI i P G(z1,...,x) (10.4.1)

als Greensfunktionen diagrammatisch darzustellen. Dazu setzen wir rechts die Entwick-
lung (10.3.3) ein und schreiben den Propagator im Impulsraum (siehe (6.3.36) und
(6.3.26)),

d'k { —ik(zi—2)
2m)* k2 —m? + e '

Dr(z — 2;) = / ( (10.4.2)
Dann kann man leicht die Integrationen iiber x; und g; durchfithren. Die dussere Linie
des Vertex z; verbindet dabei diesen entweder mit einem inneren Vertex y;, oder mit
einem anderen dusseren Vertex x; (kurzgeschlossene Linie). Im ersten Fall liefert der
x;-abhangige Teil der Integration

/d4x<e4pi'mi / Ak i eh@y) ot iy (10.4.3)
’ (2m)* k2 —m? + e p? —m? +ic
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Im zweiten Fall erhélt man stattdessen (von der Integration iiber x; und z;)

: : d'k i 4
A Ly e TP oD T —ik-(zi—;)
/dxz/dxje A /(2W>4k2_m2+i€e
i
= e (2 0 it ). (10.4.4)

Fiir einen inneren Vertex y; gibt jede der 4 Linien vermége (10.4.2) eine y;-Abhéngigkeit
der Form e k¥ wobei 0 = 41, | = 1,...,4. Dabei ist 0; = +1 fiir die dusseren
Linien, und héngt sonst von der (unwesentlichen) Wahl der Orientierung der inneren
Linie ab. Die y;-Integration ergibt daher

4 4
/d4yz 67i21:1 okiyi (2ﬂ.>4 5(4) <Z Ulkk> ) (1045)

=1
Damit erhélt man die folgenden Feynmann-Regeln (Impulsraumregeln):

(i) Man zeichne alle (topologisch) verschiedenen verketteten Diagramme mit n nu-
merierten ausseren Vertizes mit Impulsen pq,...,p,. Dann wahlen wir eine be-
liebige Numerierung (und Orientierung) der inneren Linien, d.h. wir assoziieren
Impulse kq, ..., k.

(ii) Die i-te dussere Linie liefert einen Faktor

m (nicht kurzgeschlossen) (10.4.6)
falls sie nicht kurzgeschlossen ist, d.h. falls sie nicht mit einem anderen ausseren
Vertex verbunden ist. Falls sie mit dem Vertex x; verbunden ist, erhdlt man
stattdessen

m 2m)* 6@ (p; + p;) (kurzgeschlossen). (10.4.7)

(iii) Die I-te innere Linie ergibt
)

—_—. 10.4.8
kP —m? + ie ( )

(iv) Jeder innere Vertex liefert den Faktor

4
—i (2m)* 6@ (Z crﬂq) : (10.4.9)
=1

wobei die Summe {iiber die vier Linien lauft, die an dem Vertex beginnen oder
enden.
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(v) Dann integriere man iiber die inneren Impulse,
d*ky d*k,
/ e -/ e (10.4.10)

(vi) Schliesslich wichte man jedes Diagramm mit dem Faktor 1/(S - S’) und summiere
iiber alle Diagramme.

Um Kontakt mit den Streurechnungen von Kapitel 9 zu machen, beobachten wir
nun, dass die LSZ-Formel in der Impulsdarstellung die Form (Ubungsaufgabe)

aus<p17 s 7pk|q17 .. -uqn>ein = ein<p17 s 7Pk‘S‘Q1a .. -7Qn>ein (10411)

k n
—|—(—’i271/2) H(pg_mQ) H((JJQ _m2) G<_p17"'7_pk7QI7"'7qn)
j=1

=1

k+n

annimmt, wobei alle p; und ¢; auf der Masseschale liegen (p; = ¢¢ = m?), und wir
angenommen haben, dass es keine nicht-zusammenhangenden Terme gibt, d.h. dass alle
p; und g; unterschiedlich sind. Die Faktoren aus Regel (ii) (wegen der Annahme des
vorigen Satzes tragen hier keine kurzgeschlossenen Linien bei) kiirzen daher einfach ger-
ade die Terme (p? —m?) [amputierte Diagramme]. Die Entwicklung der Streuamplitude
ist dann einfach durch die obigen Feynman Regeln gegeben, wobei lediglich Regel (ii)
durch

(ii’) Jede dussere Linie liefert einen Faktor Z~1/2,

ersetzt wird.
Weiterhin beobachten wir, dass wegen der J-Funktionen in Regel (iv) die obige
Fouriertransformierte tatsachlich einen Faktor

(2m)* 6@ <§n: pi> (10.4.12)

enthalt, der wie in Kapitel 9.1 abgespalten werden kann, um zu dem reduzierten Ma-
trixelement iiberzugehen, das dann direkt in der Formel fiir den Wirkungsquerschnitt
auftaucht.

Als Beispiel betrachten wir nun das Diagramm D; = D, der obigen ¢*-Theorie. Der
Beitrag dieses Diagramms zur Streurechnung (10.4.11) ist

1. ARy dihe o dYy (3 i

S S’(_M)Q z / (27)4 / (27)4 / (27)4 (l:Hl k2 —m? + ie)

x(2m)8 0W (py — ky — ko — ks) 6@ (po + k1 + kg + k3)

A4k, [ d*ks

i |
% 1 2 3

k¥ —m? +ie k3 —m? +ie (p1 — k1 — k2)? — m? +ie

— % (—iN)> 27 (2m)* 6 (p1 + po) /

(10.4.13)
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Wie erwartet, erhélt der Ausdruck tatsdchlich den Faktor (10.4.12), der die Energie-
Impulserhaltung beschreibt. In der Tat ist das Integral jedoch fiir k1, ks — oo divergent;
mit diesem Problem werden wir uns in Kiirze beschaftigen miissen.

10.5 Feynman Regeln fir die QED

Wir haben in den vorigen Kapiteln im Detail erklart, wie man die Feynman Regeln fiir
die ¢* Theorie ableiten kann. Es sollte nun klar sein, wie man diese Vorgehensweise im
Prinzip auf jede andere Feldtheorie anwenden kann. Im folgenden wollen wir dieses
Programm fiir die Quantenelektrodynamik (QED) durchfithren; da die Schritte im
wesentlich identisch sind, werden wir uns kurz halten.

Die Lagrangedichte der QED ist die Summe der Lagrangedichte des freien elektro-
magnetischen Feldes (mit dem eichfixierenden Term A = 1 — siehe (4.2.33)) und eines
freien masselosen komplexen Fermions (8.1.1)

1 T or- -
Lo= 2 (QANA) + & [57 0,0 — (0,6) 7] (105.1)
mit der Eichbedingung (9,A" = 0), sowie des wechselwirkenden Terms
Ly =—eby" A . (10.5.2)

Der wechselwirkende Term folgt aus der ‘minimalen Kopplung’, bei der 0,, — 10, —e A,
in der Lagrangedichte fiir das freie Fermion (Elektron). Dieser Wechselwirkungsterm
erhalt dann die Eichinvarianz:

Al s AR Oy s ey (10.5.3)

Hierbei ist ¢ — e~*X¢) die Eichsymmetrie der freien Fermionentheorie, die analog zu
jener des komplexen Bosons definiert werden kann.
Die Storung des freien Hamiltonoperators ist daher von der Form

Hy = e/d3x p(x) Ay (z) v () +, (10.5.4)
wobei wir die Storung normal geordnet haben. Die Greensfunktionen sind

G(ZT1, oo T Tt dy - s Tony Yts - - - Up) (10.5.5)
(01T [t (1) o () T (1) = Do (220) Ay 31) <+ Ay (3)]0)
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wobei wir links die Komponenten a;, b; von ¢ (x;) und ¢ (z;) und y1; = 0, ..., 3 von A, (y;)
unterdriickt haben. Wegen Ladungserhaltung (siehe Kapitel 8.2) verschwinden lediglich
die Greensfunktionen nicht, fiir die die Anzahl der Felder 1 und ) iibereinstimmen.

Wie zuvor fiir den Fall der ¢* Theorie kann man dann zeigen, dass sich diese Greens-
funktion als

G(Z1, -, Tni Totty - - s T2} Y1y - - - Yp) (10.5.6)
<0|’]‘{ o (zy) - Pp (wan) AS (y1) - - - A (y,) exp (i/d4z EW(2)> } |0)
(0T exp (i/d4z EW(2)> |0)

Y

wobei Ly (2) = Ly (¥¥"(2), 1™ (2), A™(2)) normalgeordnet ist. Wie zuvor werden wir
im folgenden den ‘ein’-Index weglassen. Wir konnen dann das Exponential in Potenzen
von e entwicklen, und erhalten damit (wie zuvor) eine diagrammatische Entwicklung fiir
die Greensfunktion (10.5.5). Die Diagramme setzen sich zusammen aus

Au(y) [ aVal =

Y,
y() N 'b—> aussere Vertizes
Val®) x .a

sowlie dem inneren Vertex

—ieBy(2) 7 Au(2) Ya(2) S

N

innerer Vertex.

Diese Vertizes werde mit Photonenlinien oder Fermionenlinien kontrahiert. Der Elek-
tron-Positronpropagator (Fermionlinie) ist (siche Kapitel 8.3)

<0|T(wa(zl)1/_)b(22))|0) = / (57:;4 e~k (z1—22) (%) ] (1057)
ab

Der Pfeil geht von rechts nach links; die Orientierung spiegelt die unterschiedliche
Ladung von v und 1 wider.
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Der Photonenpropagator wird durch eine geschlangelte Linie dargestellt, wobei (siehe
Kapitel 7.2)

OT (A o)A (2)[0) = [ A coivtenen 0 (105.5)
pAT A (2m)* k% +ie’ o
Kontraktionen ¢ oder Ynp verschwinden (siehe Kapitel 8.1), ebenso natiirlich 1A oder
PA.
(0|7 (Au(21)AL(22))]0) o\ N\e Photonenlinie
21,14 z2,V
(0|7 (tha(21)1p(22))]0) —o Fermionenlinie
21,1 z2,V

Wie zuvor im Fall der skalaren Feldtheorie sorgt der Nenner in (10.5.6) dafiir, dass nur
verkettete Diagramme berticksichtigt werden missen. Wegen Ladungserhaltung ist die
Orientierung der Fermionenlinien immer so, dass an jedem Vertex eine Fermionenlinie
einlauft, und eine auslauft.

Die Wick-Kontraktionen der Fermionen produzieren Vorzeichen, die wir nun genauer
verstehen wollen. Wegen Ladungserhaltung (siehe Kapitel 8.1) gibt es in jedem Diagram
nur zwei Arten von Fermionenlinien: entweder (i) geschlossene Schleifen (der Léange [);
oder (ii) eine offene Linie, die einen einlaufenden Vertex ¢(z,,,;) iiber Vertizes z, . . ., z
schlussendlich mit einem auslaufenden Vertex ¢ (x;) verbindet.

Geschlossene Schleifen (d.h. Fall (i)) bestehen aus einer Folge von Fermionenpropaga-
toren

| 1 1 |

U(z) Plzi1) ¥(z-1) Plzie) - - h(22) Y(22) (21) Y(21) (10.5.9)
wobei zwischendrin Felder der Wechselwirkungslagrangedichte auftreten. Da der Wech-
selwirkungsterm zwei Fermionen enthélt, vertauscht er (unter der Zeitordnung) mit allen
anderen Feldern; wir konnen daher den relevanten Term wie oben schreiben. Um das
Produkt der Fermionpropagatoren auszuwerten miissen wir dann 1)(z) ganz nach rechts
bringt; die relevante Permutation ist ungerade, und daher treten geschlossene Fermio-
nenschleifen immer mit einem Minuszeichen auf.

Fiir eine offene Linie (ii) bezeichne o € S, die durch alle offenen Linien definierte
Permutation, d.h. j = o(i), falls die offene Linie ¢(z;) mit ¢(z;,,) verbindet. Das
Vorzeichen ist dann die Paritat der Permutation in Ss,

(1,2,...,2n) — (I,n+0(1),2,n+0(2),...,n,n+co(n)), (10.5.10)
und ist daher gerade

(—1)" =2 g0n 5 . (10.5.11)
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Das Vorzeichen kommt hier einfach daher, dass man die externen Vertizes so umsortiert,
dass ¥(x;) neben ¥ (,10z;)) steht. Die zugehorige Kontraktion ist dann némlich

(@) Y(@ntatpy) V() P(2) -+ D(21) Y(21), (10.5.12)

und diese fiihrt dann nicht zu einem weiteren Vorzeichen.

Schliesslich sind die Symmetriefaktoren S = 1 trivial, da alle Valenzen eines Vertex
unterschiedlich sind. Fiir verkettete Diagramme ist auch S’ = 1, denn jeder innere
Vertex hat iiber seine Verbindungen zu den ausseren Vertizes eine nicht vertauschbare

Rolle.

Die Feynman Regeln fiir die Fouriertransformierte der Greensfunktion

Gp17"'7pn7pn+17"'7p2n7QI7"'7 (10513)

ap)
_/d4.§lf1 /d Ton, /d e /d4yp Zz TiPi— Zz Yj-qj

XG(T1, .oy Tni Tptts - s T2} Y1y - -5 Yp)
lauten dann:

(i) Man zeichne alle (topologisch) verschiedenen verketteten Diagramme mit nume-
rierten n auslaufenden und n einlaufenden Fermionenlinien (Impulse py,...,p,
bzW. pPpi1, ..., Do), sowie p Photonlinien (g¢i,...,q,). [Impulse werden stets als
einlaufend gezéhlt.]

(ii) Fiir jeden Photonpropagator erhdlt man den Faktor

und fiir jede Fermionlinie den Faktor

i <M> R (10.5.15)

k2 —m? +ie ),
Schliesslich produziert der innere Vertex den Faktor

—ie (%) (27)*6(g) (10.5.16)

wobei ¢ die Summe der im Vertex einlaufenden Impulse ist. [Natiirlich muss an
jedem Vertex iiber die Indizes a,b und p summiert werden!]

(iii) Integriere iiber alle inneren Impulse,

1;[ / (2:;4 . (10.5.17)
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(iv) Multipliziere mit —1 fiir jede geschlossene Fermionenschleife, und mit der Paritét
von (10.5.10) fiir jede offene Fermionenschleife und summiere iiber alle Diagramme.

Unter Beniitzung der LSZ Reduktionsformel kann man nun daraus wieder direkt
daraus Streuamplituden bestimmen; dazu muss man lediglich die ausseren Linien am-
putieren, d.h. mit den relevanten Faktoren, die in der LSZ Formel auftreten, multi-
plizieren. [Wir hatten oben diese Formel lediglich fiir den Fall eines skal_aren Feldes
berechnet — fiir Fermionen und Vektorfelder treten kleine (offensichtliche) Anderungen
auf.] Fiir ein externes Photon mit Polarisation e fithrt dies zu

—1 —1/2 v _ —1/2
e I (—iZs 7)) (=K*)e" = Z5 "y, (10.5.18)
wobei Z3 der Skalierungsfaktor fiir das A-Feld ist. Fir aussere Fermionen hat man
stattdessen im ersten Fall (a)

- q

@) (b)

2 —m?2+ie

i (q"&) (—iZ52) (g - )y = 25w,

und im zweiten Fall (b)
—7; %,

In den anderen beiden Féllen erhalt man stattdessen

A

P
< <
\Y

© (d)

Fall (c) Zy %,
Fall (d) — 7,0, .
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Einlaufende Fermionen haben hier den Impuls ¢, und aus-laufende Fermionen den Impuls

P.
Schliesslich ist wiederum klar (aus Regel (ii)), dass jedes Diagramm einen Faktor

(2m)* 6D (P — > )) (10.5.19)

enthalt; dieser muss wiederum weggelassen werden, um die reduzierten Matrizelemente
zu erhalten (die dann in der Streuformel auftreten).

Fiir die tatsachliche Berechnung von solchen Amplituden ist ausserdem manchmal
Furry’s Lemma niitzlich: zwei Diagramme, die sich bloss in der Orientierung einer
geschlossenen Fermionenschleife ungerader Ldnge unterscheiden geben entgegengesetzt
gleiche Betrdge. Also kann man solche Paare von Diagrammen weglassen.

10.6 Compton Streuung

Wir wollen nun die oben beschrieben Techniken auf die Berechnung der Compton-
Streuung anwenden, bei der ein Elektron an einem Photon gestreut wird. Das reduzierte
Matrixelement ist durch die Summe aller verketteten Diagramme gegeben; zu niedrigster
Ordnung in e tragen nur die Baumdiagramme bei (Diagramme ohne Schleifen jeglicher
Art): [Hier haben wir die Photonenlinien (aus typographischen Griinden) gepunktet

(a) (b)

dargestellt. Wir haben ausserdem die Polarisationen der externen Fermionen und Pho-
tonen nicht explizit angegeben; wir bezeichnen diese mit v, u¥) und €@, 1) ]

Diese Baumdiagramme sind proportional zu Z, ! Z; ' e?. Da wir zu fuhrender Ord-
nung in e arbeiten, konnen wir Z, und Z3 durch ihren Wert 7o = Z3 = 1 bei e = 0
ersetzen. Wegen der §-Funktion in dem inneren Vertex ist die Integration iiber p trivial,
und lediglich der Wert p = p; + k; (a) bzw. p = p; — ks (b) trigt bei. Der linke Vertex
in (a) liefert dann

(=ie) @) () e = (=ie) (aV)¢P) | (10.6.1)
und entsprechendes gilt fiir die anderen Vertizes. Daher ist also das reduzierte Matrix-
element (wir haben also den Faktor i(27)* 8™ (k; + ps — k; — p;) abgespalten)

(g ) = (i al? (0P oy o St} o106
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wobei wir den Nenner der Fermionenlinie direkt ausgewertet haben. [Zum Beispiel ist
fir (a)

da p? = m? und k? = 0; die Rechnung im Fall (b) ist identisch. Da diese Grosse nicht
verschwindet, kann man die ie Vorschrift weglassen.| Es ist nun klar, dass die Beitrige
von (a) und (b) durch die Ersetzung

(kiy €9) o (=ky, €) (10.6.4)

auseinander hervorgehen; dies spiegelt einfach die ‘crossing Symmetrie’” wider.

Wir wollen den Streuquerschnitt fiir die Streuung von Photonen an nicht-polari-
sierten Elektronen berechnen, falls die Polarisation des Elektrons im Endzustand nicht
gemessen wird. Wir miissen daher die Wahrscheinlichkeit iiber die Polarisationszustande
des ein-laufenden Elektrons mitteln, und tiber die Polarisationszustande des aus-laufen-
den Elektrons summieren. Bis auf kinematische Faktoren miissen wir daher

DA (10.6.5)

a,=1,2

1
2 (2m)?

berechnen. Unter Beriicksichtigung der relevanten kinematischen Faktoren [Fluss des
einfallenden Photons: (2/m)p; - k;; Phasenraumfaktor des aus-laufenden Elektrons und
Photons m d*py/p} (27)% bzw. d*ky/2 k§ (27)%] ist dann das Analogon von (9.1.18)

m &Pk mdPpy
2p; - ki 2K% (2m)3 ph (2m)3

ST @) 6 (ps+ky—pi—k;)

a,5=1,2

(10.6.6)

Wir messen das auslaufende Photon in dem Laborsystem, in dem das einlaufende Elek-
tron ruht, p; = (m, 0), und zwar relativ zu der Achse, die durch das einlaufende Photon
definiert wird; dann ist der Wirkungsquerschnitt pro Winkelelement df?

dk°
Pprdhky oW kr—pi — k) = (k9% |——L | 4. 10.6.7
/ pyd’ky 67 (py 4+ ky—p ) = (k}) 0T+ 1) ( )
Wir berechnen
2oF T _— =14+ —— m*+ (k; —k)?| = . 10.6.8
dk 2p%  dkY 2p) dkg[ (s — k7] P} kS (10.68)
Daher erhalten wir
1 1 (k%m)?
do = T2 / dQ
2@m 2TV G k) (o )
1 1 (k%2
— T|? 1) dn 10.6.9
7ome 2, (k:) | (1069)
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wobei wir beniitzt haben, dass wegen Impulserhaltung
(pi+ ki) = (s +kp)®,  pi-ki=ps kp=mk). (10.6.10)

Zunéchst berechnen wir (10.6.5):

@ (py) M u'™ (p)|? (10.6.11)

Ly = tey
a,@ 1 a,f=1
3¢ 2 (100 M) (862) 5100 0)

B=

wobei M die Matrix

it +m e Kt m
M= fD 0 o gl Wt m g 10.6.12
/ 2pi -k e —2Pi'kf¢ o )
ist, und
- Vi K +m VB W+ m g
N =0 Mt 0 — Bt Wit m iy i Kt m ) 10.6.1
! ! / 2p; - ki ¢ e —2p;- kf¢ 10:6:13)

[Hier haben wir beniitzt, dass 7% (y#)* 7 = 4#.] Zusammen mit (8.1.19) kann man dies
dann auch als

- Z IT|]? = —e4Sp (6 +m) M @ +m) M) (10.6.14)
a,@ 1
schreiben. Diese Spur ist tatsdchlich Lorentz-invariant, aber wir interessieren uns nur

fiir das Laborsystem (p; = (m,0)), in dem die Berechnung sich ein wenig vereinfacht.
Dann gilt namlich zusétzlich zu den allgemeinen Beziehungen

€D =D D=1 . p=0=eD .k (10.6.15)

auch A
€D .p=0=D . yp, (10.6.16)

da p; die Rolle von n spielt. Wegen {¢, #} = 2a - b gibt dies die Umformung

(zpuf]?/ m (4) (fp( — Ky —
M = ¢ 4o 3 + ¢ gf) T kf (10.6.17)
_WitHimm o i WK
“opk Z¢”¢(f T =) 40 (10.6.18)
Weiterhin gilt
Wi Fm)@h £m) =p} —m* =0, (10.6.19)
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und daher findet man

5 Z TJ? (10.6.20)
aﬁ 1
e ?{(f) ¢(i)y ¢(2 ¢(f g %¢(i) ¢(f M ?{ ¢(i
_§Spl(p(f+m)<pi.ki o k;ff>(ﬁi+m)<pi'ki ;Z K )]
_d ( S, S Sut S )
8 \(pi k)2 (pi-kg)?  (pi-Ki)(pi+ky)

wobei S,,, usw. in der offensichtlichen Weise definiert worden sind. Die weitere Rech-
nung ist eine Anwendung der bereits verwendeten Identitat

hf=—Pd+2a-b. (10.6.21)

Wir wollen sie nur fiir S,, durchfiihren; die Methode fur die anderen Terme ist dhnlich:

Sea = Sp (@ +m) ¢ ¢V, s+ )i f0 1)
= Sp [/ (e bV 1)

wobei wir beniitzt haben, dass

Kimb; = mlil; = mki =0
o o 40 m ) fO), = (e ) (9 ) = 0.
Weiterhin ist #; g ¥; = 2 (k; - p;)¥; und daher

Saa = 2(k;-p:) Sp [y ¢ ¢OH: 4O 4D)
= 2(k; - pi) Sp szfﬂw )
= 2(ki-pi) [ k) Sy ¢) + Splekh)|
= 8(ki-pi) [2(e) - ks) (pg - ) + (pg - K]
= 8(ki-p) [2(V) - ki) + (pi - Ky)] (10.6.22)
wobei wir in der zweiten Zeile beniitzt haben, dass k; - € = 0 sowie (¢®)? = —1, und

in der letzten Zeile Impulserhaltung p; — k; = p; — k¢, die zusammen mit (10.6.15) und
(10.6.16) impliziert, dass

proki=pi-ky €D (pp—k)=0. (10.6.23)

Eine Formel fiir Sy, erhélt man daraus mit Hilfe der Ersetzung (10.6.4), und das Resultat
fir Sab = Sba ist

Sy = 8| (ki i) (g-pi) (2 (€902 = 1) 4 (ey-€D) (hy-ps) = (ki €))? (ky-py)] . (10.6.24)
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Insgesamt erhalten wir daher also

=N TR = (p Ly BB () ey - 2) . (10.6.25)
2 a,f=1 pi -k i kf
Einsetzen in (10.6.9) ergibt dann fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
do e (el (gl Bl
L =A@ )2 9 10.6.26
% = e ) (e g A —2) avsaw

wobei wir beniitzt haben, dass p; - k; = m k&, p; - ky = mk}, sowie dass k) = |k;| und
k} = |ky|. Dies ist die Formel von Klein-Nishina (1929). Der Vorfaktor kann auch als

4 2
(& _T_O (&

—— =0 ro —
4 (4mm)? 4 T drm
geschrieben werden, wobei rg der klassische Elektronenradius ist. Weiterhin konnen wir

|k¢| durch |k;| und den Streuwinkel cosf = ey - e; unter Beniitzung der 4-er Impulser-
haltung ausdriicken: wegen k¢ — k; = p; — py ist das Quadrat

~ki kg =m*—p;-py, (10.6.28)

2

(10.6.27)

wobei k; - ky = [ki||[kg|(1 — cos @) und p; - py = mp} = m(m — [k;| + |k;|), also
kil
1+ (|kq|/m) (1 — cosB)

Im Grenzfall Photonen niedriger Energie, |k;|/m — 0, wird daher der differentielle
Wirkungsquerschnitt (10.6.26)

do LR (@) . ()2

IR SEAC
was gerade die klassische Thomson Formel reproduziert (die im Rahmen der klassischen
Elektrodynamik abgeleitet werden kann).
Falls die einfallenden Photonen unpolarisiert sind, und auch die Polarisation der ge-
streuten Photonen nicht gemessen wird, muss man iiber ¢ mitteln und dann iiber alle
moglichen Werte fiir €/) summieren

do 1 do

— = —. 10.6.31
ay 2 E(i)z;(f) ds? ( 31)

ky| =

(10.6.29)

, (10.6.30)

Man rechnet leicht nach, dass [beachte, dass nur die zwei zu k; und ky transversalen
Polarisationen beitragen!]

43 (92 =1+ cos® 0. (10.6.32)
@ ()
Damit erhalt man
do _ 13 <|kf|>2 <|kf| kil )
— = + —sin“6 | . (10.6.33)
dQ 2\ ki kil [kyl
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11 Renormierung

Wie wir bereits zuvor (in Kapitel 10.4) gesehen haben, sind die Integrale, die in der
Auswertung der Feynman Graphen auftreten, haufig divergent. Wir wollen nun verste-
hen, wie man diese Divergenzen regularisieren und renormalisieren kann. Dazu wollen
wir ein einfaches Beispiel betrachten, an dem sich die wesentlichen Dinge bereits gut
zeigen lassen.

11.1 Die 2-Punkt Funktion der ¢* Theorie
Als ein einfaches Beispiel betrachten wir die ¢* Theorie, deren Lagrangedichte durch

1 mo A
£ = 2(0,0)(0"0) — g2 — 28 (11.1.1)
2 2 3!
gegeben ist. Die Feynman Regeln dieser Theorie sind denen, der ¢*-Theorie sehr ahnlich:
der einzige Unterschied besteht nun darin, dass der innere Vertex drei (statt vier) Linien
hat.

Wir konnen dann die zeit-geordnete 2-Punktfunktion perturbativ berechnen. In
der freien Theorie entspricht diese 2-Punktfunktion gerade dem Propagator, der im
Impulsraum durch .

i
GOp) = ——F— 11.1.2
W)= (1112)
dargestellt wird. Der erste Korrekturterm tritt zu Ordnung A\? auf, und er kommt von
dem Feynman Diagramm

p—k
Im Impulsraum ist dieser Ausdruck

l l

-y 2 2 2
P2 —m3 + ie (—z)\ Yo(p ,mo)) 2 —md 4 ic’ (11.1.3)
wobel
X m) = / . 11.1.4
1 2(p”, mp) 9 (27) k2 — m3 + ic (p — k)2 — m@ + ie ( )

117



[Der Faktor 1/2 kommt daher, dass S = 2 und S’ = 1.] Zu dieser Ordnung ist daher die
Fouriertransformierte der 2-Punktfunktion

. -1
G(pQ) — ? 1 o )\2 22(1727 mg)
p? — mi + ie p? — mg + ie
7
= . 11.1.5
p? — md — N2y (p2, md) + ie ( )

Die Entwicklung der geometrischen Reihe (1 —¢q)~! zeigt, dass sich (11.1.5) von (11.1.3)
um die Diagramme unterscheidet, die einen Teil der Diagramme hoherer Ordnung aus-

machen.

Das Problem liegt jedoch nun darin, dass das Integral (11.1.4) der Selbstenergie
A2y logarithmisch divergent ist, da der Grad in k des Nenners gleich der Dimension
der Integration ist. Die Differenz des Integranden fiir verschiedene Werte des dusseren
Impulses p ist konvergent (wie wir gleich explizit zeigen werden)

Zé(pzam%) = 22(p27m(2))_22(07m(2))

l 4 1 1
T 32 l/d g ((k:Q—ngrz’e)((p—k)Z —m2 +ie) (k:Q—ngrie)Q)]

aber die Selbstenergie fiir p = 0 divergiert natiirlich weiterhin

i 1
5 2y /d‘% . 11.1.6
2(0.m0) = 557 (k2 — m3 + i€)? ( )

Um die Feynman Diagramme endlich zu machen, fithren wir nun eine Regularisierung
ein. Es gibt natiirlich verschiedene Methoden, dies zu erreichen, aber eine bequeme Art
(im gegenwartigen Kontext) ist die sogenannte Pauli-Villars Methode. Dazu ersetzen
wir einfach jeden Propagator durch

7 7 7 —i(M? —mQ)
— _ = .
k2 —mi+ie k2—m3+ie k22— M?+ie (k2 —md+ie) (k2 — M? +ic)
(11.1.7)
Der modifizierte Propagator geht dann wie
— —_— falls M? — oo fiir k? fest
k2 —m3 + ie
= O((k*)2) falls k* — oo fiir M? fest.
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Der Parameter M? spielt daher die Rolle eines cutoff, der das Abschneiden des Propa-
gators (bei k* ~ M?) beschreibt. Fiir die Differenz ' ist diese Ersetzung fiir M? — oo
natirlich unwesentlich, da das Integral ja bereits ohne diese Modifikation konvergiert;
hingegen ist nun

l 1

> 2 _ M2 — m2 2/d4k: '
2(0,mp) = 5577 (M7 = my) (k2 — m3 + i€)? (k2 — M2 + ic)?

(11.1.8)

erst fiir M? — oo divergent.

Wir wollen nun ) (p?, m3) direkt ausrechnen. Dazu beobachten wir, dass 3, (p*, m2)
durch die beiden Bedingungen

oy, 0% 9 5
0 o2 und  X5(p° =0,mg) =0 (11.1.9)
bestimmt ist. Wegen
9 5 9 (11.1.10)
ist dann
ox, ptox, i / 4 p-(p—k)
= — = d*k : 11.1.11
op?  2p% Opt 32mp? ((p — k)2 — md +i€)? (k2 — m3 + ie) ( )
Unter Verwendung der Feynman Parametrisierung
! —2/1d (Az+ B(1 — ) (11.1.12)
AQB o 0 T T Z r ) ..

von

(p—k)?*—mi+ie)w+ (K —mi+ie)(1—2) = (p*—2p-k)x+ k> —m] +ic
= (k—pr)>+p*z (1 —x) —m +ie

sowie der Substitution k — px — k ist dann

oy ! p-(p— (k+px))
242—2:2/ /4 11.1.1
327 p i Od:c:v dk(m%—pr(l—x)—kQ—ie)?’ ( 3)

—1

1
= —2p* [ dea(1-u) [d'
Py ze(l-a) (mg —p?x (1 —x)—k?—1ie)3’

da der Term mit k& im Zahler einen ungeraden Integranden liefert, der verschwindet.
Das Integral iiber £° € IR in d*k = dk°d*k kann durch eine Wick Rotation entlang der
imaginaren Achse ausgefithrt werden k° =: ik* € iIR; damit wird das 4-dimensionale
Integral euklidisch. [Hierbei ist darauf zu achten, dass K := m2 — p?z(1 — z) > 0 so
dass es keinen Beitrag von den Polen bei +[K + k2 — i¢]'/2 gibt — siehe Diagramm.]
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Das 4-dimensional euklidische Integral ist von der Form (mit d = 4, o = 3)

1 a IN'la— d
/ddk <m> S %KWH, (11.1.14)

wobei k = (k, k%) mit k> = Y%, (k")%. Die I-Funktion ist durch
:/ dtet ! (11.1.15)
0
definiert; sie ist dadurch ausgezeichnet, dass I'(z + 1) = zI'(z) und I'(1) = 1. [Sie ist

deshalb die analytische Erweiterung der Fakultatsfunktion!] Damit wird die rechte Seite
von (11.1.13)

2. 2 z(1—x) 2,2 0 ! 2 2
—T°p / dx i {/ dx log(mg —p x(l—x))} . (11.1.16)
n? Lo

mg —p?x(l—x)

Zusammen mit (11.1.9) findet man dann

/ dz log <mg—p2x2(1—x)> . (11.1.17)

Z,
(p mo) m2

322

Mit Hilfe der Pauli-Villars Regularisierung kann man auch auf ahnliche Weise (0, m?)
ausrechnen, und man erhélt

M
¥2(0,mg) = log — —|— konvergent . (11.1.18)

1672

Wie schon zuvor gesehen divergiert ¥o(0, m2) fir M — oo.
Diese Divergenz kann nun auf verschiedene (aber dquivalente) Weisen interpretiert wer-
den.

11.1.1 Unrenormierte Storungstheorie

Der Masseparameter myg, der in die Formulierung der Theorie eingeht, ist nicht di-
rekt messbar, da man die Selbstwechselwirkungen des Teilchens nicht abschalten kann.
Die zugehorige Masse wird deshalb iiblicherweise die 'mackte Masse’ genannt. Die
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tatsichliche (messbare) Masse m des Teilchens ist hingegen jene, die sich als Pol in
der Fouriertransformierten der (zeit-geordneten) 2-Punktfunktion zeigt,

P> —mi — A2 y(p?, md) s = 0 (11.1.19)
Die Idee der Renormierung besteht nun darin, dass man die nackte Masse mg so wahlt,
dass die physikalische Masse m den ‘richtigen” Wert hat, also, dass m gerade mit der
Masse des Teilchens iibereinstimmt, das wir beschreiben wollen. Die nackte Masse wird

dann im allgemeinen eine Funktion von A und M? sein
mo = mo(\, M?) = m (M?) + mE (M)A + - - - | (11.1.20)
und wir wollen sie so wihlen, dass (zu Ordnung A\?)
ma(\, M?) + X255 (p%, ma(\, M?)) — m? + X228 (p?), M?* — oo (11.1.21)

einen endlichen Grenzwert hat (fiir ein p, und damit fiir alle); dies legt die renormierte
Selbstenergie Y& (p?) nur bis auf eine additive Konstante fest. Diese wird dadurch fest-
gelegt, dass

Y m?) =0. (11.1.22)
Fir
2 2 2 2 ’ M 4
mg(A, M*) = m* + A konst + = logE + O(\Y) (11.1.23)
ist dann 2 )
1 1 m-—p x(l—=z
S0 = 55 [ del . 11.1.24
2 (P") 3272 Jo x0g<m2(1—x—x2)> ( )

[Der Nenner im Logarithmus ergibt sich aus der Bedingung, dass ¥5(m?) = 0.]
Die Fouriertransformierte der 2-Punktfunktion ist nun

1

G(p?) = 11.1.25
und besitzt daher den richtigen Massepol. Das Residuum des Pols bei p? = m? ist
gerade (nach der Diskussion von Kapitel 9.2) mit Z zu identifizieren,

17 00 i

Gp*) = ——F— dm”o(m?) ————. 11.1.26
") p2—m2+ie+ m2 mo(m )pQ—mQ—i—ie ( )

Z kann durch die obige Analyse (zu niedrigster Ordnung in \) bestimmt werden:

1 d 2 2 2v-R/, 2 Lox 1‘(1—1‘)
1 Lo ey _q _/di. 11.1.27
p m 2(p ))pgzmg +327T2 m2 Jo xl_;p+1‘2 ( )

7= 4 |

Das letzte Integral ist gerade 27/(3v/3), und daher ist

1 A2

Z=1- RN
48 \/3 1 m?

(11.1.28)
Insbesondere ist daher 0 < Z < 1.
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11.1.2 Renormierte Storungsrechnung

Eine andere Art, diese Divergenzen zu interpretieren, besteht darin, die Zerlegung der
Lagrangedichte in den freien Teil £y und den Wechselwirkungsteil Ly zu modifizieren.
Sei m3 = m3% + 0m? mit festem Masseparameter m%, und Gegenterm dm?* = N*(Am?),
so dass L = Ly + Ly mit

)\2
2

2 A
Lo=3(0u0)(0°0) ~ RS Ly =50 -

5 (Am?). (11.1.29)

In der Storungsrechnung (die wie zuvor funktioniert!) ist mg durch mpg zu ersetzen;

ausserdem kommt noch ein weiterer innerer Vertex der Ordnung 2 (mit Koeffizient

—iA?(Am?)) dazu, und damit noch ein Diagramm der Ordnung A?. Die Rechnung fiihrt
nun zu ,
i

G(p*) = 11.1.30

v’) p? —m3% — N2y (p?, m%; M?)’ ( )

wobel nun _
o (p?, mp; M?) = o (p?, mp; M?) + (Am?)(M?) (11.1.31)

und 22 mit der vorigen Funktion 3, iibereinstimmt. Die Idee besteht nun darin,
(Am?)5(M?) so zu wihlen, dass
So(p?, mp; M?) — SF(p*, my,),  fir M? — oo (11.1.32)

endlich ist (fiir ein p?, und daher fiir alle); diese Vorgehensweise spezifiziert wiederum %2
nur bis auf eine additive Konstante. Diese Freiheit kann durch einen weiteren Parameter
u?, den Renormierungspunkt, beschrieben werden:

SR m|p) =0 falls p? = 2. (11.1.33)
Dann ist
1 1 m% —p*z(l —x)
SE (2, m2 | u2) = /dl i . 11.1.34

Die physikalische Masse m? ist dann (bei festem \) durch m% und p? als Losung von
m3 + N2 SE(m?, mA|u?) = m? (11.1.35)

bestimmt. Umgekehrt liefern verschiedene Werte von (m%, %) die selbe vorgegebene
Masse m?, falls sie (11.1.35) refiillen. Die Fouriertransformierte der (zeit-geordneten)
2-Punktfunktion ist dann

l

G =
W) = T R mA)
7

_ . (11.1.36
7= 1 SR, i) — SR gy (30)

122



unabhingig von u?, da die Differenz der ¥& von dem Renormierungspunkt p (der ja
lediglich die additive Konstante von £ parametrisiert) unabhingig ist.

Durch die zwei Parameter m% und p? wird also nur eine 1-dimensionale Schar
von QFTs parametrisiert. Aquivalente Punkte (m%, u?) bilden je eine Kurve m?% =
m%(p?). Die Transformationen, die Aquivalente Punkte ineinander abbilden, bilden die

Renormierungsgruppe. Aus der Differenz von (11.1.35) fiir p? = p3 und p? = p? folgt

2 2 2

P m%(p2) — pdz (1 —x)
20 9N _ 2 2 R 2 1
my(pz) = my(uy) + 302 /0 dzx log ( 2 A (1= 1) +O0O\Y), (11.1.37)

wobei unter dem Logarithmus m%(u3) = m%(u3) + O(A?) beniitzt wurde. Die Interpre-
tation dieser Gleichung ist, dass m%(u3) durch eine endliche Renormierung aus m%(p?)
entsteht. Die infinitestimale Version dieser Gleichung und damit die Differentialgle-
ichung fiir m%(u?) ist [Renormierungsgruppengleichung]

2 2 2 _ 2 —
dlogmy _ p_dmp _ _—1 (A | ds v(=2) (1 13s)
dlogp?  my dp? 3272 \mg) Jo (mp/pn)? —z(1—2)

[Diese Gleichung gilt natiirlich wiederum nur bis auf Terme der Ordnung O(\*).]
Falls p? ~ p?, dann gilt wegen (11.1.30)

2 ,i
G ~ — 11.1.39
)~ s (11.1.39)

Deshalb nennt man tiblicherweise m%(u?) die laufende Masse bei der Energieskala ji%.
Natiirlich kann man immer m% = m? wihlen; das entsprechende u* folgt aus
(11.1.35), und ist durch die Bedingung

S8 (m?, m?|p?) =0 (11.1.40)

bestimmt. Die Losung ist dann einfach p? = m? und (11.1.34) reduziert sich zu
(11.1.24).

Alternativ zu (11.1.33) kann man die additive Konstante in & auch so parametri-
sieren, dass [minimale Subtraktion]

1

1 m% —p’x(l—2x
Zf(pQ,m%|M2):32ﬂ_2 /O da log< I u2< >>. (11.1.41)

Hier hat p? natiirlich dann eine andere Bedeutung als in (11.1.33). Durch Ableitung
von (11.1.35) bei festem m? folgt dann statt (11.1.38)

dlogmy _ 1 (AN (11.1.42)
dlogp? 3272 \mg /) o
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Es sollte nun zumindest im Prinzip klar sein, wie sich diese Ideen auch auf den
Fall der QED {iibertragen lassen. [Dort beniitzt man statt Pauli-Villars geschickterweise
dimensionelle Regularisierung.] Leider haben wir nicht mehr die Zeit, dies an einem
Beispiel zu demonstrieren. Dem Leser ist daher empfohlen, die entsprechenden Rech-
nungen in der Literatur, zum Beispiel in [PS, Kapitel 7.5] nachzulesen. Wir wollen
stattdessen diese Vorlesung mit einer Diskussion der Renormierung in hoherer Ordnung
beenden.

11.2 Renormierung in hoherer Ordnung

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, wie man die ¢*> Theorie zumindest zu niedrigster
Ordnung renormieren kann. Natiirlich stellt sich sofort die Frage, ob dieses Verfahren
auch fir Divergenzen, die bei hoherer Ordnung auftreten, funktioniert, d.h. ob auch diese
Divergenzen in eine Redefinition eines der Parameter der Theorie absorbiert werden
kann.

Wir wollen nun diese Frage fiir eine allgemeine Quantenfeldtheorie mit bosonischen
Spin 0 oder 1 Feldern (deren Propagatoren sich wie ~ k™2 fiir grosses k verhalten)
und/oder fermionischen Spin 1/2 Feldern (deren Propagatoren wie ~ k~! gehen) disku-
tieren. Divergenzen konnen anhand der 1-Teilchen irreduziblen Diagramme untersucht
werden; diese Diagramme sind dadurch charakterisiert, dass sie beim Durchtrennen einer
beliebigen Linie zusammenhangend bleiben.

Sei G nun ein solches Diagramm. Dann definieren wir:
e 1 ist die Anzahl der Vertizes.
e np (ng) bezeichnet die Anzahl der innerern bosonischen (fermionischen) Linien.
e mp (mp) bezeichnet die Anzahl der &usseren bosonischen (fermionischen) Linien.

e [ bezeichnet die Anzahl unabhéngiger Schleifen, d.h. die Anzahl von frei wahl-
baren Schleifenimpulsen (k1,...,kr) := k, wobei wir die Impulserhaltung an den
Vertizes berticksichtigen.

Zum Beispiel hat das Diagramm der ¢* Theorie L = 3, obgleich es 4 Schleifen aufweist.

Wir wollen nun verstehen, wie sich das zugehorige Integral fiir grosse innere Impulse
verhaelt; dazu ersetzen wir k — Ak, und betrachten die Faktoren von A fiir A — oo. Jede
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innere fermionische Linie gibt einen Faktor proportional zu A~!, wohingegen jede innere
bosonische Linie zu A\=2 proportional ist. Andererseits gibt es fiir jeden frei wihlbaren
Schleifenimpuls einen Massfaktor d*k;, der zu A* proportional ist. Der oberflichliche
Divergenzgrad eines Diagramms G ist daher

w(G@) =4L—-2ng—np. (11.2.1)

Falls w(G) > 0 dann ist das Diagramm ohne Regularisierung divergent (falls L > 0).
Andererseits ist w(G) < 0 nur eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir
die Konvergenz der k;- Integrale (ohne Regularisierung). [In der obigen Betrachtung
haben wir ja nur den gemeinsamen gross-k; Limes untersucht, aber es kann passieren,
dass das Diagramm trotzdem divergente Teildiagramme enthélt.] Insofern ist w(G)
lediglich ein grobes Kriterium dafiir, ob ein Diagramm tatséchlich konvergieren wird
oder nicht.

Unter den oben definierten Zahlen liegen Beziehungen vor:

da jeder Vertex eine §Y-Funktion liefert, die die Anzahl der unabhingigen Impulse
np + np um je 1 verringert. [In der obigen Formel tritt V' — 1 statt V' auf, da diese J-
Funktionen auch die Gesamtimpulserhaltung der einlaufenden Impulse implizieren, die
natiirlich nicht die Anzahl der unabhéngigen Integrale reduziert.]
Damit ist

w(G@) —4=2ng+3np—4V. (11.2.3)

Fihrt man die Dimension eines Vertex durch
3
w = t#(B-Valenzen) + ) #(F-Valenzen) (11.2.4)

ein, so ist, falls alle Vertizes von der gleichen Art sind,
Viw = 2nB+mB+g(2nF+mF)
= 2n3+3np+m3+;mp, (11.2.5)
wobei wir beniitzt haben, dass jede innere Linie zwei Vertizes verbindet, wohingegen

eine adussere Linie nur an einem Vertex endet. Daher gilt also

w(G) —4=V(w—-4) —mp — gmp, (11.2.6)

und wir haben den oberflachlichen Divergenzgrad durch die Ordnung V' der Storungs-
rechnung und die Art der Greensfunktion (mp, mp), zu welcher das Diagramm G
beitragt, ausgedriickt.

Zum Beispiel ist fiir den inneren Vertex der ¢ Theorie w = 3, und von daher gilt

w(G@) =4-V —mg. (11.2.7)
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Daher hat diese Theorie lediglich endlich viele oberflachlich divergente Diagramme.
Diese sind (das Diagramm mit mp = 3 und V' = 1 hat L = 0 und ist daher offen-
sichtlich konvergent!)

e mp =2 und V < 2: Die Divergenz dieses Diagramms wurde durch eine Redefini-

k
P -p
p—k
tion der nackten Masse absorbiert.
e mp = 1 und V < 3: Das erste Diagramm kommt wegen der Normalordnung

nicht vor; das zweite erfordert, dass der Parameter der linearen Kopplung von ¢
modifiziert wird.

Die Renormierung der Theorie verlangt daher, dass die Lagrangedichte (durch nackte
Grossen ausgedriickt) einen Zusatzterm

£ = 2(0,0)(00) ~m 6t = 2 6~ N (11.23)

besitzt, der den divergenten Beitrag des letzten Diagramms absorbieren kann.

Die Situation ist ein wenig anders fiir die QED, fiir die der innere Vertex

3
w:1+2~§:4 (11.2.9)
ist. Dann ist namlich 3
w(G)=4- 5 MF — Mg, (11.2.10)

und von daher gibt es unendlich viele oberfliachlich divergente Diagramme (da w(G)
nicht mit V' abnimmt), aber nur endlich viele divergente Greensfunktionen. Diese sind

(a) mp =0, mp = 2: w(G) = 1. Nach Regularisierung erweisen sich diese Diagramme
als nur logarithmisch divergent, da die fithrende lineare Divergenz

/d%% (11.2.11)
ungerade ist und daher verschwindet.
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@) (b) ©)

(d) (e)

(b) mp =1, mp =2: w(G) =0. Das Diagramm ist logarithmisch divergent.

(¢c) mp =2, mp =0: w(G) = 2. Nach Regularisierung erweist sich dieses Diagramm
jedoch wiederum lediglich als logarithmisch divergent. [In diesem Fall ist das im
wesentlichen eine Folge der Eichinvarianz.]

(d) mp =3, mp =0: w(G) = 1. Jedes Diagram enthélt mindestens eine fermionische
Schleife ungerader Lange; sie kompensieren sich nach Furry’s Lemma.

() mp =4, mp = 0: w(G) = 0. Diese Diagramme erweisen sich tatséchlich als
konvergent.

Nach Regularisierung weisen daher lediglich die ersten drei Greensfunktionen Divergen-
zen auf, die kompensiert werden miissen. Man kann zeigen, dass diese drei Divergenzen
sich wiederum absorbieren lassen: dazu betrachten wir die Lagrangedichte

L= _%Z‘O’ (0uAv) (" AY) + Zy Yy (10, — eAu) v — Zomi) (11.2.12)
die aus der urspriinglichen Lagrangedichte durch die Ersetzung
A= 2P A e B (11.2.13)
mit
me ZoZy m, e Z3' e (11.2.14)

hervorgeht. Wir konnen dann die drei Parameter Zj, Zo und Z3 so wahlen, dass sie
gerade die divergenten Beitrage absorbieren.

[Man konnte sich fragen, warum nicht der Koeffizient von e separat renormiert wer-
den kann. Dies ist nicht moglich, falls man verlangt, dass die Eichsymmetrie der Theorie

AP AP 4 OF x| Y s e X (11.2.15)
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durch die Renormierung unangetastet bleibt: dies verlangt insbesondere, dass e A* unter
den obigen Ersetzungen invariant ist!|

Diese Schlussfolgerungen lassen sich relativ einfach mit Hilfe der allgemeinen Formel
(11.2.7) verallgemeinern:

e w < 4: superrenormierbare QFT. Dann nimmt der Divergenzgrad eines Dia-
gramms mit der Ordnung V' der Stérungstheorie ab (so wie im Fall der ¢* Theorie).
Es gibt dann nur endlich viele oberflachlich divergente Diagramme, die durch Re-
definition von endlich vielen Parametern absorbiert werden konnen.

e w = 4: renormierbare QFT. Es gibt nur endlich viele divergente Greensfunktio-
nen, aber die Beitrdge beliebig hoher Ordnung sind divergent (so wie im Fall der
QED). In diesem Fall kann die Theorie wieder durch Redefinition von endlich vie-
len Parametern renormiert werden; diese Parameter miissen jetzt jedoch in allen
Ordnungen der Storungstheorie redefiniert werden.

e w > 4: Nicht-renormierbare QFT. In diesem Fall kann die Theorie nur durch
die Einfithrung unendlich vieler Parameter (die in allen Ordnungen der Stérungs-
theorie redefiniert werden miissen) endlich gemacht werden. Dadurch verliert die
Theorie jegliche Aussagekraft.

Bisher haben wir lediglich die oberflachliche Konvergenz gewahrleistet. Es gilt aber der
Satz von Weinberg:

Ist ein Diagramm G samt aller seiner Teildiagramme (Teilmenge von Schlei-
fen) oberflachlich konvergent, so ist G konvergent.

Die Anwendung des Satzes auf ein Diagramm geschieht zusammen mit seinen ‘Gegendia-
grammen’, d.h. mit den Diagrammen, die Beitréage enthalten, die von den Gegentermen
herkommen. Zum Beispiel, miissen wir fiir die ¢*> Theorie die beiden Diagramme betra-
chten:

Da die Summe der Schlaufe und des Gegenterm-Vertex konvergent ist (nach Konstruk-
tion des Gegenterms), und da weiterhin jedes der beiden Diagramme oberflachlich kon-
vergent ist, so ist die Summe tatsidchlich konvergent. Analoges gilt fiir andere super-
renormierbare QFT's.

Die allgemeine hierarchische Renormierungsvorschrift eines Diagramms und seiner Teil-
diagramme ist im allgemeinen kompliziert; sie wurde durch Bogoliubov, Parasiuk, Hepp
und Zimmermann ausgearbeitet.
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A Konventionen

In dieser Vorlesung beniitzen wir die Konvention, dass die Minkowski-Metrik gerade

durch

Guv =

0
-1 0 0
0

oo o+
o
I
—

gegeben ist.
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