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Dieses Skript basiert zum Teil auf den Vorlesungsskripten von Gianni Blatter und Manfred
Sigrist, denen ich fiir das Uberlassen der IXTEX Quelltexte danke.



1 Streutheorie

Die Streuung von Teilchen an Potentialen oder anderen Teilchen ist ein zentrales Thema
der Quantenphysik, das insbesondere auch fiir die Hochenergiephysik wichtig ist. Dort
werden die Eigenschaften der Elementarteilchen mit Hilfe von Streuprozessen untersucht.
Streuexperimente sind aber auch in der Festkorperphysik wichtig, da man damit zum
Beispiel die Energiespektren oder Materialstrukturen analysieren kann. In diesem Kapitel
werden wir uns auf elastische Streuprozesse beschréanken, bei denen die Energie wiahrend
des Streuprozesses erhalten ist. Ein besondere Fall davon ist die Potentialstreuung.

1.1 Potentialstreuung

Wir untersuchen hier die Situation, in der ein Teilchen, dargestellt durch eine ebene Welle
(oder ein Wellenpaket), an einem Streuzentrum, dargestellt durch ein kurzreichweitiges
Potential, gestreut, d.h. aus seiner Bahn abgelenkt, wird. Ein ‘kurzreichweitiges’ Potential
ist durch die Bedingung charakterisiert, dass

‘1|im |x|V(x) =0, (1.1.1)
d.h. dass es schneller als 1/r im Unendlichen abfillt. Hierbei wurde der Koordinatenur-
sprung als Zentrum des Potentials angenommen. Wir wollen weiterhin annehmen, dass
es einen charakteristischen Radius R gibt, der die ‘Reichweite’ des Potentials beschreibt.
Insbesondere kénnen wir also fiir » > R das Potential im wesentlichen vernachléssigen.

gestreute
einfallende Welle Streu
T, 8
HEEER Welle

e %

Abbildung 1: Die einfallende Welle wird an dem Streuzentrum gestreut.

Fiir ein solches Potential wollen wir nun die zeit-unabhéngige Schrodingergleichung
16sen, d.h. wir wollen die stationdre Wellenfunktion finden, die ein Teilchen in diesem
Streupotential beschreibt

(7% B ) ) = V) ) (112)

2m

Der Wellenvektor k ist ein Parameter, der die Richtung der einfallenden ebenen Welle
beschreibt. Er legt gleichzeitig die Energie Ey geméss
n2k?

By =— k=lk 1.1.3
= K (113



fest. Wir erwarten, dass wir fiir jeden Wellenvektor k eine Losung finden kénnen. Um
diese explizit zu finden, betrachten wir die Greensfunktion G(x, k), die durch

(3.4 B) G 1) =390 (11.4)

2m

charakterisiert ist. Die tatséchliche Losung ist dann durch die Integralgleichung

() = () + / dy G(x —y, k) V(y) tuly) (1.15)

beschrieben, wobei ¢y (x) die Losung der homogenen Gleichung (1.1.2) ist, d.h. die ebene
Welle

Pr(x) = e (1.1.6)
beschreibt. Diese Integralgleichung nennt man die Lippmann-Schwinger-Gleichung.
Es ist nicht schwer zu sehen, dass (1.1.5) zu (1.1.2) dquivalent ist: dazu wenden wir
den Differentialoperator auf der linken Seite von (1.1.2) auf die Lippmann-Schwinger-
Gleichung an:

aRu Iy, ~ (Eveip
(3724 B) ) = (592 i) nl)

2m
+/d3y K%Vi%—Ek) Gx—y, k‘)] V(y) d(y)
= [ #y 8- V) ) =V i) . (1L7)

was gerade mit (1.1.2) iibereinstimmt.
Um diese Gleichung nun zu l6sen, miissen wir zunédchst die Greensfunktion bestimmen.
Eine explizite Losung erhélt man durch Fouriertransformation. Dazu schreiben wir

1
(27)?

und wenden den Differentialoperator in der definierenden Gleichung der Greensfunktion
an:

G(x, k)= /d?’q G(q, k) 9™ (1.1.8)

h—2V2 + Ey | G(x,k) = ! /d3q —ﬁ + Ey, | Glq, k) 9> =63 (x) . (1.1.9)
om Xk ’ (27)3 om " ’ S
Die letzte Gleichung gilt also, falls
~ 1 2 1
Glah)= —— 0y =" (1.1.10)

Ek o h;(rlj B2 k2 — q2



ist. Damit erhalten wir also fiir G(x, k)

1 5 elax
GOl = o | T T

m zqrcos@
= —— d d(cosl) ——
272 h2 74 /
m
= —— d 1.1.11
2n2irh? J_ qqk —q2 ’ ( )
wobei r = |x|. Das letzte Integral konnen wir nun mit Hilfe des Residuensatzes l6sen.

Dabei ersetzen wir das reelle g-Integral durch ein Kontour-Integral; da » > 0 schliessen
wir das Kontour-Integral immer in der oberen Halbebene, da dort der Beitrag des grossen
Halbkreises exponentiell abfillt. Der Integrand von (1.1.11) besitzt Pole bei ¢ = +k. Diese
liegen gerade auf dem Integrationsweg, und ihre Behandlung wird durch die Randbedin-
gungen bestimmt: da wir fiir r — oo eine auslaufende Welle erhalten wollen, miissen wir
den Pol bei ¢ = +|k| mitnehmen, jenen bei ¢ = —|k| jedoch nicht. Deshalb wihlen wir
den Integrationsweg v, geméss

Abbildung 2: Integrationsweg in der kom-

iqi plexen ¢-Ebene. Durch einschliessen des

Poles bei ¢ = |k| = +v2mFE /h garantie-

\ ren wir die Asymptotik einer auslaufen-

@ den Welle o expli(qr — Et/h)]. Der Pol

bei ¢ = —|k| = —vV2mE/h erzeugt eine

> einlaufende Welle o exp|—i(qr + Et/n)].

0 ﬂ)m r Die Wahl der Kontour wird also durch die
\2mE/h Randbedingung festgelegt.

und erhalten damit ,
m 62kr

2h? r
Diese Form kann nun in die Lippmann-Schwinger-Gleichung eingesetzt werden und wir
finden damit

G(x, k) = —

(1.1.12)

m d3y 6ik|x_y|
2mh?

Yi(x) = e™* — V(y) vuly) - (1.1.13)

Natiirlich haben wir (1.1.5) immer noch nicht wirklich gelost, wir haben lediglich die Diffe-
rentialgleichung unter Beriicksichtigung der Randbedingungen in eine Integralgleichung
umgeschrieben. In der Praxis kann man diese Gleichung nur numerisch 16sen. Ausserdem
kénnen wir allgemeine Schliisse iiber die Struktur des Streuvorgangs daraus ziehen.

x —y]

Die genaue Wellenfunktion in der Region des Streupotentials ist kompliziert und nicht
von unmittelbarem Interesse in einem Streuexperiment. Nach einem Streuprozess mochten
wir ndmlich das Teilchen in hinreichend grosser Entfernung vom Streuzentrum in einem

7



Detektor beobachten, d.h. wir interessieren uns nur fiir die Wellenfunktion fiir einen Be-
reicht, wo |x| viel grosser als die Reichweite R des Potentials V (y) ist, welches wir uns
um den Koordinatenursprung zentriert denken. Daher kénnen wir in (1.1.13) folgende
Néherung einfiihren:

k|X—Y|Zk\/x2+y2—2x-y~kr—k‘§-y:kr—k’-y (1.1.14)

wobei k' = k* (]y| < R). Daher gilt fiir [x| > R

Ye(x) = e 4 %krf(k, K), (1.1.15)
wobei
m ot
flck) = =7 [ dye o Viy)iny) (1.1.16)

nur von der Richtung von x abhéngt.

1.2 Wirkungsquerschnitt

Zur Interpretation dieses Resultats ist es illustrativ, die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
fiir r > R zu analysieren. Wir erinnern uns daran, dass die Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte fiir die Wellenfunktion v durch

j= 5 6V = YY) (12.1)

definiert ist. Nun enthélt die Wellenfunktion vy in (1.1.15) einen Anteil der einfallenden
und der gestreuten Welle. Die Stromdichten der beiden Terme in (1.1.15) separat haben
die Form

rk
.ein = 1.2.2
j - (1.2.2)
h k' | f(k, K)[?

2

1
5 32k Vr|f(k, K)?+0(r?) =
wobei |k| = K| und der O(r~3)-Term von der Ableitung von k’ nach x in f(k,k’) her-
kommt. Die Streustromdichte ist vom Streuzentrum aus radial nach aussen gerichtet. Fiir
eine Kugel mit Radius r» > R ums Zentrum gilt, dass der Streustrom durch ein Raum-
winkelelement d€2 fiir grosse r (fiir die wir nur den fiihrenden Term betrachten miissen)
nicht von r abhéngt:

+ 00, (1.2.3)

.] streu
m T

lstren| 72dQ = |jein| | f (K, K)[* dQ . (1.2.4)
Daraus folgt
do Streustrom durch df) |jstren] 72
—(k, k) = = = |f(k,K)? 1.2.5
dQ( k) einfallende Stromdichte pro Fliche lJein| MUY ( )



was den differentiellen Wirkungsquerschnitt des Streupotentials definiert. Dieses
Verhéltnis ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein mit Impuls k einfallendes Teilchen durch
das Potential in ein Raumwinkelelement df) um die Richtung von k’ abgelenkt wird. Der
totale Wirkungsquerschnitt ist das Winkelintegral von do /d€:

a:/auﬂhww, (1.2.6)

d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass das einfallende Teilchen tiberhaupt aus seiner Bewe-
gungsrichtung abgelenkt wird.

Abbildung 3: Wirkungsquerschnitt

Der ungestreute Anteil der Wellenfunktion ist nicht in f(k, k) enthalten. Falls die Wahr-
scheinlichkeit fiir alle Richtungen identisch ist, finden wir |f(k,k')[* = o/4w. Fiir den
allgemeinen Fall bendtigen wir die Losung der Lippmann-Schwinger-Gleichung, um mit
(1.1.16) f(k,k’) ausdriicken zu kénnen.

1.3 Interlude: Kastenpotential

Die notigen Techniken, die wir im weiteren brauchen, involvieren die sphérischen Bessel-
und Neumannfunktionen, die wir am Beispiel des sphérisch symmetrischen Kastenpoten-
tials diskutieren. Das zugehorige Potential ist

-V r<a
‘Kﬂz{ 0 r>gq. (1.3.1)

Die Schrodinger-Gleichung fiir die Radialkomponente der Wellenfunktion lautet
{ h2<d2 2d l(l+1)

dr?  rdr 72

)+ v Aoy = ERG) (132

2m

wobel wir den Ansatz ¢ (x) = R(r)Y, (6, ¢) gemacht haben. Da das Potential stiickweise
konstant ist, betrachten wir zunéchst die Losung in einem Intervall konstanten Potentials

mit £ > V und definieren
2m(E —
o VemE-V) (1.3.3)

h



Damit wird (1.3.2)
@ 2d U+
dr? ~ rdr 72
Nach Substitution von p = kr wird diese Gleichung

[d2 2d I(l+1)
_I_

+ kP} R(r)=0. (1.3.4)

dp> " pdp P’

+ 1] R(p)=0. (1.3.5)

1.3.1 Sphérische Besselfunktionen

Diese Differentialgleichung kann elementar gelost werden und fiithrt auf die sphéarische
Bessel-Funktionen. Wir betrachten zuerst den Fall [ = 0

2

d—pg(pRo) +pRo =0, (1.3.6)

und erhalten zwei linear unabhéngige Losungen, eine bei p = 0 reguére Losung

Ry = 2P (1.3.7)
p
und eine bei p = 0 singuéire Losung
Ry= -2 (1.3.8)
p

Fiir [ # 0 fithren wir entsprechend dem oben gefunden Verhalten bei kleinen Abstédnden
die Substitution

R = p'x (1.3.9)
ein, und erhalten aus (1.3.5) die Differentialgleichung
2(0+1
X; + ( )x2+xl=0. (1.3.10)

Wir versuchen nun, eine Rekursionsrelation fiir die Losung zu finden. Dazu differenzieren
wir die Differentialgleichung (1.3.10) nochmals,
" 2(l + 1) " 2(l + 1) !/

Nun definieren wir xy = (1/p)x], so dass px = x;. Damit wird (1.3.11) zu

Co20+1), 201+ 1
(px)" + g(/)X) + ll - (p2 )] (px) =0 (1.3.12)
was nach Anwendung der Produktregel zu
2(1+2
X'+ @x’ +x=0 (1.3.13)

10



fithrt. Das ist jedoch gerade die Differentialgleichung fiir [ + 1. Wir schliessen also, dass

1d
Xi+1 = ;d—le (1.3.14)

und damlt aISO
— - l (1 3 15)
Xl ! XO - * *

Wir fassen nun die Losungen in folgenden Definitionen zusammen: wir definieren die
sphérischen Bessel-Funktionen durch

o) = (—p) <1i)l sinp (1.3.16)

pdp) p

und die sphirischen Neumann-Funktionen durch

1 d)lcosp
pdp) p

ni(p) = —(—p)' ( (1.3.17)

Der Faktor (—1) ist natiirlich Konvention. Die niedrigsten sphérischen Bessel-Funktionen
sind

, sin

i) = =F (1.3.18)
, sin p — pcos

ey = =t (13.19)
, 3 — p?)sinp — 3pcosp

j2(p) = ( ) ; (1.3.20)

03

die niedrigsten sphérischen Neumann-Funktionen sind

cos
no(p) = — pp (1.3.21)
cos p + psin
ni(p) = _% (1.3.22)
3 — p?) cos p + 3psin
n(p) = =) pf PERE (1.3.23)
Fiir p — 0 verhalten sich diese Funktionen wie
P
' = 1.3.24
U W S TV (13.24)
wnd 135 - (20—1)
n(p) = — le : (1.3.25)

11



wéahrend das asymptotische Verhalten fiir p — oo durch

i) = % sin(p — 71/2) (1.3.26)

und
nu(p) = —% cos(p — 7l/2) (1.3.27)

beschrieben ist. [Der fiir grosse p fithrende Term in (1.3.16) und (1.3.17) kommt davon,
dass die Ableitung immer auf den sin p bzw. cos p Term wirkt; dies fithrt dann direkt auf
(1.3.26) und (1.3.27).] Schliesslich definieren wir die sphérischen Hankelfunktionen
als Linearkombinationen dieser beiden Klassen von Funktionen

W (p) = dilp) +im(p)  und AP (p) = b (p)" . (1.3.28)
Die Umkehrung ergibt
gilp) =Reh” | ni(p) =Imh) . (1.3.29)

Im Vergleich zu ebenen Wellen korrespondieren j;,n; und h; = hl(l) zu sin kz, cos kx und
e’** . Das asymptotische Verhalten ist durch

hl(l)(p) ~ _%ei(p—lﬁﬁ) (1.3.30)

gegeben.

1.3.2 Gebundene Zustande

Wenn die Energie im Intervall —V[) < E < 0 liegt, lautet die radiale Schrodingergleichung

¢ 24 41 ( ‘122)] R(r)=0, (1.3.31)

dr? — rdr r? —K

v2m(Vs + E) p o Y2l (1.3.32)
h ’ h o

die Gleichung innerhalb bzw. ausserhalb des Kastens beschreibt. Die am Ursprung regulére
Losung ist

wobel

q:

R(r) = Aj(qr) , 0<r<a. (1.3.33)

Wegen der Normierbarkeit der Wellenfunktion kommt ausserhalb des Topfes nur die fiir
r — oo exponentiell abfallende Losung in Frage

R(r) = Bhl(l)(mr) : r>a. (1.3.34)
Die Stetigkeitsbedingungen ergeben
Aji(qa) = Bhy(ika) , Aqj/(ga) = Bir hy(irka) . (1.3.35)

12



Nach Division der beiden Gleichungen erhalten wir die logarithmischen Ableitungen

dlog ji . dlogh
q =K 1.3.36
dp qa dp tka ( )
Fiir [ = 0 lautet die Losung
Asin(qr) firr <a
u(r) = rR(r) = { fanlr) furr<a (1.3.37)

Die Stetigkeit von R(r) und R'(r) bedingt, dass auch u(r) und «'(r) stetig sind; damit
findet man sofort die Stetigkeitsbedingung

cot(qa) = _V2mlE] . (1.3.38)

hq

Damit ein gebundener Zustand existiert, muss das Potential mindestens die Stérke
Vo> —— (1.3.39)
haben.

1.3.3 Streulésungen

Fiir £ > 0 ist die Wellenfunktion

,Rmr>=:{ Ajlar) rea (1.3.40)

wobei
2mE 2m(E
po YZE o VImE+T) (1.3.41)
h h
Die Anschlussbedingung bei a lautet
. Bdi
T pmga Bji+Cny p—ka

Daraus findet man das Verhéltnis C'/B. Asymptotisch gilt

Ru(r) ~ g {sin (kr - %T) - %cos (kr - %)} | (1.3.43)

Wir fiihren fiir das Amplitudenverhéltnis die Notation

% = —tand;(k) (1.3.44)

13



ein. Dann ergibt sich fiir die asympototische Form von R;(7)

Ri(r) = COS;% % sin (k;r _ %T + 6l(k:)) | (1.3.45)

Gegeniiber der freien Kugelwelle ohne Potential ist dies eine phasenverschobene Kugel-
welle. Fiir [ = 0 kann man die Phasenverschiebung dy leicht berechnen: aus (1.3.42) folgt

Bcos(ka) 4 Csin(ka) | cos ka cos dy — sin ka sin dg

t = =
acot(qa) Bsin(ka) — C cos(ka) sin ka cos dg + cos ka sin dy
= keot(ka + &) (1.3.46)
woraus folgt, dass
S = tan™! <E tan(qa)) — ka . (1.3.47)
q

Damit erhélt man die Phasenverschiebung als Funktion der Energie und der Stérke des
Potentials. Fiir negatives Potentials ist die Wellenzahl im Potential erhoht, und es gilt
do > 0. Fiir abstossendes Potential ist die Wellenzahl im Innern verringert, und es gilt
(50 < 0.

1.3.4 Der Grenzfall der harten Kugel

Fiir den Fall der ‘harten Kugel” gilt V5 = —oo, und die Wellenfunktion verschwindet im
Innern der Kugel. Im Ausseren schreiben wir die Losung als

Ri(r) = %(h:(kr) + Si(k)u(hr)) (1.3.48)

wobei S;(k) eine Konstante ist, die wir gleich bestimmen werden. Da der gesamte radiale
Wahrscheinlichkeitsstrom, gegeben durch

5 (1) iifmmﬁ&wwdmwﬁmwﬂ

- h 8h7 oh;
© 2im or or

mk - it - 1) =0

(1.3.49)
verschwinden muss (es gibt keine Quelle oder Senke von Teilchen innerhalb einer beliebigen
Kugel mit Radius > a um das Zentrum), muss |S;(k)| = 1 sein. Daher ist S;(k) = €2? fiir
ein reelles §. Unter Beniitzung von (1.3.30) finden wir, dass die asymptotische Form von
R; gerade

~ 8im

const

, m
Ri(r) ~ sin (kr — 15+ 5) (1.3.50)
ist. Daher stimmt § gerade mit der Streuphase 0;(k) aus (1.3.45) iiberein

Sy(k) = e?ouk) (1.3.51)
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S)(k) wird S-Matrix-Element der [-ten Partialwelle genannt. Da das Teilchen nicht in die
Kugel eindringen kann, muss als Randbedingung R;(a) = 0 gelten. Das bedeutet, dass die
Streuphase die Gleichung

261 hi(ka) _ ji(ka) —iny(ka)

S = 1.3.52
hl(k‘a) ]l(k‘a) + inl(k‘a) ( )
erfiillen muss. Durch etwas Umformen ergibt sich daraus
ji(ka)
= . 1.3.
tan ¢, (k) (1.3.53)

Nun betrachten wir die Eigenschaften der Streuphasen fiir kleine Energien, ka < 1.
Die sphérischen Bessel- und von Neumann-Funktionen lassen sich fiir kleine Argumente
(x < 1) wie folgt entwickeln:

, a! 21 — !

wobei (2l +1)1=1-3-5---(21 —1) - (20 + 1). Damit ergibt sich

(ka)2l+1

tandu(k) ~ G e = e -

(1.3.55)

Die Streuphasen der héheren Drehimpulse [ fiir niedrige Energien sind sehr stark un-
terdriickt. Daher ist es ausreichend, im Niederenergiebereich nur [ = 0 (man nennt dies
‘s-Wellen-Streuung’) zu betrachten. In dieser Ndherung gilt (siehe spéter, insbesondere
(1.4.13)) ,

do sin®dy 0

ol 2 M= (1.3.56)
d.h. der differentielle Wirkungsquerschnitt ist winkelunabhéngig. Daraus folgt fiir den
totalen Wirkungsquerschnitt, o ~ 4mwa®. Dieser Wert ist 4x grosser als der klassische
Wirkungsquerschnitt 7a?.

[f(k,K)* ~

1.3.5 Ebene Wellen

Um die obige Rechnung im Rahmen der Streutheorie einer ebenen Welle zu interpre-
tieren benotigen wir auch noch die Entwicklung der ebenen Welle nach Kugelfunktio-
nen. Natiirlich konnen die ebenen Wellen nach den sphérischen Losungen der freien
Schrodingergleichung entwickelt werden

00 l

eik.x = Z Z Clm(k) ]l(kr) Yim(a gp) 5 (1357)

=0 m=—1
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wobei die Entwicklungskoeffizienten ¢;,,,(k) zu bestimmen sind. Zuerst betrachten wir den
Fall, dass k||e,. Dann hingt die linke Seite nicht von ¢ ab, und daher kann rechts nur der
Term mit m = 0 beitragen,

pikreoso  _ ZAljl(kr)Ylo(Q,go)
1=0

2041\
=S ( 4; ) Avji(kr) P(cos ) . (1.3.58)
1=0
Nun beniitzen wir die Orthogonalitétsrelation fiir Legendre Polynome
/1 d cos 6 Py(cos )Py (cosf) = 20u (1.3.59)
L l : T 2+1 e

und erhalten, nach Multiplikation mit P;(cosf) und Integration

Ai(kr) = %(zm(zz +1))1? /1 dz Py(z) e*r= . (1.3.60)

-1

Da A; von r unabhéngig ist, konnen wir zum Grenzfall kleiner r {ibergehen, und den fiir
kr — 0 fithrenden Term ausrechnen. Auf der rechten Seite finden wir

1 . 1 krz)t (ikrz)tH
d P, ikrz — / d P, (Z
JREEL Lo l(z)[ S TR (I

l 1
_ (z’l{:r)lé—ll)!! /_ d=P(:)P() + O((kr)™)

2l+ll! L1
OEm + O((kr)H1y

Die linke Seite ist im Grenzfall kleiner kr gerade

211
"1+ 1)

= (ikr)!

(kr)", (1.3.61)

woraus sich ergibt, dass
A =it (4 (2 +1)* . (1.3.62)

Damit erhélt man also die Entwicklung

[e.e]

pikrcosd _ Zil(zl + 1)ji(kr) P/(cos@) . (1.3.63)
=0

Fiir eine allgemeine Richtung beniitzt man das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen
(siehe Elektrodynamik)

l
4
Py(cos) = 2111 3 Vi) Yin () (1.3.64)

m=—
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und findet damit

Z Z i J1(k7) Yim ()" Yim () - (1.3.65)

1.4 Partialwellen-Entwicklung

Nach diesem Zwischenspiel kommen wir jetzt zu den sphérischen Streuproblemen zurtick.
Wir beschrinken uns nun auf den Fall, dass das Streupotential ein Zentralpotential um den
Koordinatenursprung ist, d.h. V(x) = V(r). Wegen dieser Rotationssymmetrie ist f(k, k')
dann nur noch eine Funktion des Winkels 6 zwischen k und k’, sowie eine Funktion von
k| = k (dquivalent zur Energie - TIZ )

Wir betrachten nun die Schrodingergleichung (1.1.2) fiir das Zentralpotential V(). Fiir

jedes k machen wir den Ansatz

w(r)

B(x) = Ri(1)Yin(0,6) = “220Y,00(0,6) (14.1)

Dies 16st (1.1.2), falls die radiale Funktion w;(r) die reduzierte Differentialgleichung

uy'(r) — (i—?%ﬁ(r) - kz) w(r) =0 (1.4.2)

erfiillt, wobei das effektive Potential (wie in der Mechanik) durch

RA(L+1)

Ver(r) = V(r) + —5—

(1.4.3)

gegeben ist. Falls V(r) fiir kleine r nicht zu stark anwéchst, ist der dominante Term fiir
kleines 7 der zweite Term in Vog. Dann folgt (wie schon fiir den Fall des Wasserstoffatoms),
dass w(r) oc v+t fiir r — 0 (R; o r!). Fiir r — oo konnen wir das effektive Potential
vernachlassigen und erhalten andererseits

w) (r) + kK (r) =0, (1.4.4)

was durch -
w(r) = Asin (kr — §l + 5l(k)> fiir T — 00 (1.4.5)

gelost wird. Die ‘Streuphase’ 6;(k) wird hierbei dadurch definiert, dass wir verlangen dass
0/(k) =0 falls V(r) = 0.

Die allgemeine ¢-unabhiingige Losung der Schrodingergleichung ist nun eine Uberla-
gerung aller [-Komponenten

100
U(x ;chuz 7) Pi(cosf) , (1.4.6)
[=0
wobel
Bicos) = | = V(6. ) (14.7)
HCOSE) =[5y 1 To\%: @) A
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Wir vergleichen nun diese Losung mit der ebenen Welle. Im rotationssymmetrischen Fall
kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass k parallel zur z-Achse
liegt. Dann gilt (siehe Kapitel 1.3.5)

[e.e]

etz = Z it (21 + 1) j;(kr) Py(cos6) . (1.4.8)

Fiir grosse r» haben wir die asymptotische Entwicklung

1 1 : . .
Jilkr) ~ o sin <k:r — gl) = 5 (ethreitm/2 — gmikreiln/2) (1.4.9)

so dass wir die Gleichung (1.1.15) folgendermassen neu schreiben kénnen:

—zkr

Yx) & —o <Z 'el!™/2(21 4 1) H(cosﬁ))
=

(1.4.10)

eikr & i
| —ilm/2 .
+2il{:r (Z i‘e (20 4+ 1)P(cosO) + 2ik f(k,0) | .

Dies vergleichen wir nun mit der asymptotischen Form von (1.4.6),

—ikr

~ _6 —idy il /2 16y ,—ilm/2
P(x) ~ 5ir (E ce e Pl(cosé’)) 5 <E cele” P(cos@)) . (1.4.11)

=0 =0

Koeffizientenvergleich ergibt nun, dass
il .
o= %(2l + 1)e (1.4.12)

und

622’(51 -1

1 & .
=Y a2+ 1)P(cost) ,  ak) = = ¢ sin ¢y . (1.4.13)
=0

Tk

21
Die gesamte Information der Teilchenstreuung ist daher in den Streuphasen enthalten.

1.4.1 Optisches Theorem

Der totale Wirkungsquerschnitt in der Partialwellendarstellung hat die einfache Form

[e.e]

27 +1 A7
o(k) = 2 2(21+1)(21+1)ala1r/_1 dzP(2)" Py(z) = ?Z (20+1) sin 51 (k). (1.4.14)

INg N _ =0

— 26, /(20 + 1)
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Wenn wir Vorwértsstreuung betrachten, d.h. § = 0, dann finden wir folgende Beziehung
(P(cosf =1)=1):

Im( ) - %i 20 + 1) Im(al ) - %i 20 + 1) sin® 5,(k) . (1.4.15)
=0 =0

Daraus ergibt sich das sogenannte optische Theorem,

47

o(k) = ?Im< f(k;,())) . (1.4.16)

Diese Beziehung ist eine Konsequenz der Wahrscheinlichkeitserhaltung: der Imaginérteil
von f(k,0) entspricht der Reduktion der Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen ungestreut
geradeaus weiterfliegt. Dies ist jedoch gerade der totale Wirkungsquerschnitt.

1.5 Born’sche Nidherung

Um die Streueigenschaften, insbesondere die Streuphasen, eines Potentials auszurechnen,
muss man die Lippmann-Schwinger Integralgleichung (1.1.13) lésen. Formal kénnen wir
diese Gleichung als

Vi = o + Ky (1.5.1)
schreiben, wobei K ein Operator ist, der auf den Zustand ¢y wirkt. Nun konnen wir diese
Gleichung als Iterationsgleichung betrachten:

U= + K (o + Kooy) = 14+ K+ K>+ K2+ - K"y + K"y, (1.5.2)

Da K proportional zum Streupotential V' ist, entspricht dies auch einer Entwicklung in
V. Fiir ein schwaches Potential konnen wir schon nach der ersten Potenz abbrechen und
erhalten entsprechend aus (1.1.16) durch Ersetzen von ty(x) durch exp(ik - x)

m
2T h?

m
2h2

flkK)=— Pye KV (y)eY = ——V(k-K) . (1.5.3)
Die Grosse f(k,k’) ist also im wesentlichen die Fourier-Transformierte des Potentials.
Diese Approximation wird erste Born’sche Niherung genannt. Da die Grosse des

Impulses fiir das Teilchen vor und nach der Streuung gleich gross ist, konnen wir f wieder
durch k£ = |k| = |K/| und den Ablenkwinkel 6 ausdriicken, denn

(k — K')? = 2k*(1 — cosf) = (% sin g)z : (1.5.4)
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1.5.1 Beispiele

Als erstes Beispiel betrachten wir das sogenannte Yukawa-Potential, das die Wechsel-
wirkung durch massive Austauschteilchen beschreibt; es ist daher ein kurzreichweitiges
Zentralpotential:

e—HT‘

V(r) = .

~ 4mvg

= V(k - k/) - —(k — k/)2 + /{2 )

(1.5.5)

wobei x > 0. Der Parameter k~! = R beschreibt grossenordnungsméssig die Reichweite

des Potentials. Fiir diesen Fall folgt aus der Born’schen Néhreung fiir den differentiellen

Wirkungsquerschnitt
do 4m? Vg

ST . 1.5.
A (4k%sin® § + k2)? 0t (1.5.6)
Ein weiteres Beispiel ist die Kugel vom Radius b:
W/, r<b =~ B sinx — xcosx
Vir) = { 0. " b = V(k,0) = 47TVOT . (1.5.7)

Im Grenzfall von b — 0 mit Vy = vb®> — dies ist das Delta-Potential V(x) = v (x)
— wird die Fouriertransformierte unabhéngig von k. Entsprechendes gilt daher natiirlich
auch fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt (in Born’scher Néherung).

1.5.2 Streuphasen in Born’scher Niherung

Wir vergleichen nun (1.5.3) und (1.4.13),

m
27 h?

F(k.0) ~ — 17((2ksin9/2)2):%Zei‘sl’sinél/(2l'+1)Pp(cosé’), (1.5.8)
l/

wobei wir beniitzt haben, dass im rotationssymmetrischen Fall (den wir hier betrachten)

V(k — k') nur eine Funktion von |k — k'|> = 2k?(1 — cos @) ist. Nun multiplizieren wir auf
beiden Seiten mit P(cos#) und integrieren tiber z = cosf. Dann findet man

mk [t~ ‘
P / dzV (2K*(1 — 2))Py(2)* = €™ sind, =~ 0 , (1.5.9)
-1

wobei die letzte Ndherung fiir schwache Potentiale gilt, fiir die die Streuphasen klein
sind. [Hier haben wir wiederum beniitzt, dass die Legendre-Polynome die Orthogona-
litdtsrelation

1
2
/_1 dzP(z)" Po(=) = g7 w

erfiillen. |
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Eine alternative Form der Born-Streuphase erhalten wir, indem wir (1.3.65) in (1.5.3)
verwenden:

m
2 h?

=SS [ i) V()

Lym U';m/

fkK) = d'y V(lyleve ™

(1.5.10)
[ 42y Y (Vi () Yo () Vi ()

=—— ) (21+1)P(cosh) /dr r*V(r)j(kr)?
1

wobei wir verwenden, dass Y, (0 = 0,¢) = §,,0F(1)\/ (2l +1)/47 und P(1) = 1. Der
Vergleich mit (1.4.13) fithrt dann auf

o ~ —7/ drr* V(r) ji(kr)? . (1.5.11)
0

Man beachte, dass fiir niedrige Energien (k klein) die Streuphasen fiir grosse [ unterdriickt

werden, da j;(kr) oc (kr)'/(20 + 1)!! fiir kR < 1 klein ist, wo das Potential den grossten

Beitrag liefert.

1.6 Coulomb-Streuung

Als letztes Beispiel studieren wird ein lang-reichweitiges Potential und analysieren die
Streuung am Coulombpotential, das offensichtlich die Bedingung (1.1.1) verletzt. Die zu-
gehorige Schrodingergleichung lautet

h2 62

(—%Vi - 7) v(x) = By (x) . (1.6.1)

Die Losung dieser Gleichung ist etwas kompliziert und fiithrt auf konfluent hypergeometri-
sche Funktionen ; F}. Wir lassen hier diese Details aus (siche Ubungsaufgabe) und geben
einfach sofort das asymptotischen Verhalten der Wellenfunktion an, die wir wieder in
einen einlaufenden und gestreuten Teil aufspalten, ¥y, = ¢y + g (die einlaufende Welle
kommt entlang der z-Achse),

2
_ ikz+iyIn(k(r—=z)) 1— 77 1.6.2
or(x) e < ik:(r—z)) (1.6.2)

eikr—i’y In(k(r—=z)) F(l + Z’}/)

Yor(x) k(r—2)  D(—iy)

(1.6.3)
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wobei v = —me?/r’k = —1/agk und ag der Bohr-Radius ist. Die Gamma-Funktion ist
hierbei durch

I(c) = /000 dttte! (1.6.4)

definiert, wobei ¢ eine komplexer Zahl ist. Man sieht leicht ein, dass I'(¢*) = I'(¢)* und
I'(c+ 1) = cI'(¢). Die Langreichweitigkeit des Potentials modifiziert die asymptotische
Form nachhaltig. Wir schreiben nun r — z = (1 — cos ) und erhalten somit

ikr—ivyIn(2kr)

e
wSk‘(X) = 7][‘(30111(]{:79) 3 (165)
wobei
6—i~/1n(sin29/2) 1’\(1 +Z’}/) Y s ) 0 —1—iy
= —1 = ——¢e“ [ sin” = ) 1.6.
feonlh-0) = = g T =) 2" <Sm 2) (1.6:6)
—_———

_ 20
Es ist wiederum moglich, die Wahrscheinlichkeitsstromdichte der gestreuten Wellenfunk-
tion zu berechnen. Die Radialkomponente hat fiir grosse r die Form

hk 9 hk
‘8 - — S = — ou 9 2 3 ]_.6-7
Js = s (X)T = | feou(9)] (1.6.7)
woraus sich der differentielle Wirkungsquerschnitt wie zuvor ergibt

et 1

= 1.6.8
16E2 sin* ¢ ( )

do
o= e O

Interessanterweise ist diese Form identisch mit dem klassischen Rutherford-Wirkungsquer-
schnitt. Der totale Wirkungsquerschnitt ist unendlich, da do/dQ) fiir Vorwértsstreuung
divergiert. Dies ist eine Konsequenz der Langreichweitigkeit. Selbst fiir sehr grosse Stos-
sparameter bewirkt das Coulomb-Potential noch Streuung, wenn auch mit sehr kleinen
Ablenkungswinkeln.
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2 Wechselwirkung zwischen Materie und elektroma-
gnetischer Strahlung

Das Problem der elektromagnetischen Strahlung und ihrer Wechselwirkung mit Materie
steht eigentlich am Anfang der Geschichte der Quantenmechanik, wie wir bereits im ersten
Kapitel gesehen haben. Mit den Werkzeugen der modernen Quantenmechanik kénnen wir
dieser Physik eine klare und weitergehende Formulierung geben.

2.1 Maxwell-Gleichungen und elektromagnetische Strahlung

Die klassische Beschreibung des Elektromagnetismus beruht auf den Maxwell-Gleichun-
gen. Die homogenen Maxwell-Gleichungen (in Gauss’schen Einheiten) sind

VB=0 — B=VxA (2.1.1)
10B 10A 10A

Das magnetische und elektrische Feld, B und E, lassen sich durch das Vektorpotential
A und das skalare Potential ¢ ausdriicken.

Wir arbeiten im folgenden mit der mikroskopischen Beschreibung dieses Systems, in
der alle Ladungen in der Materie explizit mitgenommen werden. Dann bendtigen wir
keine makroskopische Beschreibung der dielektrischen und magnetischen Polarisierung.
Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen haben daher die Form:

10
dmp = V-E=—-2V-A — V3¢, (2.1.3)
T, 10E 9 10 1 9?A
In der Coulomb-Eichung V- A = 0, die wir im folgenden beniitzen werden, gilt dann also
t
4rp = —V?¢ — o(r,t) = /d3X |i()ijx)\ , (2.1.5)

wobei fiir Punktladungen gilt
P = Qe —ri0) = e =Y (219

wobei @Q; die Ladung des Teilchens j bezeichnet. Da die homogene Gleichung VZ¢ = 0
mit geeigneten Randbedingungen im Unendlichen nur die triviale Losung besitzt, hingt
in der Coulomb-FEichung das skalare Potential nur von den Teilchenkoordinaten und ihren
Ladungen ab.

Es bleibt also die andere inhomogene Maxwell-Gleichung (2.1.4) zu 16sen, die sich nun
als

182 4 10
A=0A=—j—-=V¢ 1.
[ } c‘] c ot (217)
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schreiben lésst. Die rechte Seite wird hierbei durch die Ladungen der Materie bestimmt.
Falls wir uns in einem ladungsfreien Raum befinden, dann beschreibt diese Gleichung die
freie elektromagnetische Strahlung

OA =0 V-A=0 (2.1.8)

deren Losung sich als

A(r,t) \/_Z a(k, N e(k,\)e®T @l 4 gk, \)e*(k,\) e HrHeet](2.1.9)

schreiben ldsst. Hier ist e (k,\) der Polarisationsvektor zum Wellenvektor k mit In-
dex A = {1,2}. Die Coulomb-Eichung verlangt, dass die Polarisation transvers ist, d.h.
e(k,)\) -k = 0, und daher gibt es nur zwei Polarisationen. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass die e (k, A) eine Orthonormalbasis definieren,
d.h. dass gilt e*(k, ) - e (k, \y) = 6,5, Schliesslich ist die Dispersionsrelation durch
wx = clk| = ck bestimmt. Ausserdem wollen wir annehmen, dass die Potentiale peri-
odische Randbedingungen beziiglich eines kubischen Kastens der Kantenlédnge L erfiillen;
dann sind die Wellenvektoren von der Form k = %’T(nm,ny,nz). Die Moden der freie
Strahlung werden also durch (k, \) parametrisiert.

Mit diesen Konventionen kénnen wir nun das elektrische und magnetische Feld wie
folgt entwicklen

1
E(r,t) = —-
c

QA r,t 2.1.10
ot
ZC&Jk (k,)\) 6ik-r—iwkt _ a*(k,)\) e*(k,)\) 6—ik-r+iwkt}

B(r,t) =

ﬁ\ xﬁ\

?2
A( t)
Z [(zk x e (k )\)) alk, \) eikr it (2.1.11)
K\

—(z’k X e*(k,)\)) a*(k,\) e_ik'r+i“kt] :
Die Energie des Strahlungsfeldes ist schliesslich

E’+B” wi
— 3 —
Est—/drT—kz;

la(k, \)]? . (2.1.12)

e

Andererseits konnen wir aber die elektromagnetische Strahlung auch durch Photonen
beschreiben. Dabei entspricht jede Mode (k, A) einem Photon mit Energie hwy , und jedes
solche Photon kann mit der Multiplizitdt N(k, ) auftreten. Von diesem Gesichtspunkt
aus ist die Gesamtenergie dann

E=> N(k,\) hw . (2.1.13)
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Durch Vergleich mit (2.1.12) finden wir daher

Wk
2mhc?

Nk,\) = la(k, \)[* . (2.1.14)

2.2 Die Wechselwirkung mit der Materie

Die Schrodinger-Gleichung fiir Elektronen in einem elektromagnetischen Feld ist gegeben
durch

ihaw(r’t> = [L (EV— EA(r,t))2+e¢(r,t) +U(r)

ot om \ i c Y(r,t), (2.2.1)

wobei wir wiederum die minimale Kopplung (wie schon zuvor in der QMI) verwendet
haben. Unter der Eichtransformation der Elektrodynamik

A — A=A +Vx(r,t),
;o 10

unter der sich die elektromagnetischen Felder nicht verédndern, transformiert sich die Wel-
lenfunktion 1 (wie man leicht nachrechnet) wie

P(r,t) — Y (r,t) = eieX(r’t)/hC@D(r,t) . (2.2.3)

Da y eine reellwertige Funktion ist findert sich dabei die Wahrscheinlichkeitsdichte ||
nicht.

Wir separieren (2.2.1) in einen Teil, der den Hamilton-Operator des quantenmechani-
schen Systems darstellt, und den Rest, der die Kopplung mit der Strahlung beschreibt:

2

Hy = §—m+U(f), (2.2.4)
2
Hyx = —ﬁ(ﬁ~A(f)+A(f)-13)+chzAz(f)+€¢(f)a (2.2.5)

wobei wir uns hier auf ein System mit einem einzelnen Teilchen beschrinken wollen. In
der obigen Gleichungen sind ¥ und p (Differential-)Operatoren, die auf dem Raum der
Wellenfunktionen wirken, wohingegen U und A vorgegebene Funktionen dieser Operato-
ren sind. Da in der Coulomb-Eichung V- A =0, folgt p - A = A - p. Nun fiihren wir
den (paramagnetischen) Ladungsstromdichte-Operator ein

J(r)= 5 (BOr ) +6(r —£)p) | (2.2.6)
wobei hier r einen gewohnlichen Vektor bezeichnet. Entsprechend definieren wir den
Ladungsdichte-Operator durch

pr)=0(r — 7). (2.2.7)



Damit konnen wir Hg in der kompakten Form schreiben

62

Hi= [ [—§j<r>-A<r>+ A(r)zﬁ(r)+eﬁ(r)¢(r,t)]- (228)

2mc?

Nun betrachten wir die Situation, in der das Teilchen einem freien elektromagneti-
schen Strahlungsfeld ausgesetzt ist (¢ = 0). Dabei beschrinken wir uns auf die Kopplung
niedrigster (linearer) Ordnung im Strahlungsfeld

Hy=—=Y" [a(k,)\)j(—k) e (k, N e ™t gtk \) (k) -e*(k,\) eiwkt] ,
cV L3 Y
(2.2.9)
wobei LT X
jk) = /d3r e H i) =3 %e—"k'f 4 %} (2.2.10)

die (paramagnetische) Stromdichte im Impulsraum ist. Das elektromagnetische Feld indu-
ziert nun einen Ubergang des quantenmechanischen Systems von einem Zustand in einen
anderen. Die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand [0) mit Energie F, (Grundzu-
stand) zum angeregten Zustand |n) mit Energie F, in diesem oszillierenden Feld kann
mit Hilfe der Goldenen Regel berechnet werden (siche QMI). Fiir eine einzelne Mode
(k, ) finden wir,

2 62 >
Tommier = o 6(By — By — hne) 7o laCk, A [(nli (k) e 0, )0)7 . (22.11)
Dies entspricht der Absorptionsrate fiir die Mode (k, A). Im folgenden nehmen wir an, dass
die Strahlung inkohé&rent ist, d.h. dass Interferenzeffekte zwischen verschiedenen Moden
vernachlassigt werden konnen, und dass jede Mode fiir sich alleine betrachtet werden darf.
Dann ist die totale Absorptionsrate

1 2me? 9 : 2
oy = I3 ; 32 (E, — Eg — hwy)|ak, N)|* [(n|j(=k) -e(k,\)]0)]" . (2.2.12)

Fiir hinreichend grosses L kénnen wir die Summe durch ein Integral approximieren
1 dk k? dw w?
— ———d = [ ——dQ(k) . 2.2.1
55~ | e 9 = | Gpmer %) 2249)
Damit wird die Absorptionsrate fiir (k,\) im Winkelraumelement d$2(k )

2
dFO—m =

e i e N [(nff (<k) - (e N[00 . (2214
A
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wobei hwg, = F, — Ey = hw. Die Intensitat des Strahlungfeldes fiir eine gegebene Mode
(k, A) ist durch

4 2 2 2 2
Tk, \)(w) = %d&)(k) _ |a2(k ) o (k) (2.2.15)
(2mc) e (2mc)
Energie Linge

gegeben. Die Absorptionsrate héingt also linear von der Strahlungsintensitédt ab. Dies ist
natiirlich eine Folge unserer stérungstheoretischen Niherung. Nicht-lineare Uberginge
kommen durch kompliziertere Prozesse hoherer Ordnung zustande und sind in der Laser-
physik (hohe Intensitidten) wichtig.

Es ist auch der umgekehrte Prozess moglich, dass ndmlich durch das Strahlungsfeld
ein Ubergang des quantenmechanischen Systems von einem Zustand hoherer Energie zu
einem niederiger Energie ausgelost wird. Wir sprechen dann von induzierter Emission.
Die entsprechende Ubergangsrate berechnet sich in gleicher Weise wie die Absorptionsrate

e ot e N (0 (k) e (k. NmFd0(l) . (2210

an—>0 =

was offensichtlich identisch ist mit der Absorptionsrate

Ty o = dTo ., . (2.2.17)

2.2.1 Photon-Absorption

In der obigen Rechnung haben wir das Strahlungsfeld als Schauer von Teilchen (Photo-
nen) betrachtet. Wir konnen daher die Absorption als Photon-Absorption interpretieren.
Ohne uns vorerst um die Quantisierung der Strahlung zu kiimmern, kénnen wir die Ab-
sorptionrate (2.2.12) mit Hilfe von (2.1.14) ausdriicken:

4m2e? N(k, \ >
Coer = NN 508, By ) [l (1K) e (e DO . (2218)

Dabei entspricht N(k,\)/L? der Photonendichte in der entsprechenden Mode. Wir kén-
nen auch analog zur Streutheorie hier nun einen Wirkungsquerschnitt fiir die Photonen be-
rechnen. Die Stromdichte der einfallenden Photonen mit k ist jphoton = »_y N(k, N)¢/L5.
Der Absorptionsquerschnitt bei gegebener Frequenz w ist dann

,j Photon

Totn: 4re? S
Tabsic (W) = »_ ——"% = — D lnlj (=k) - e (k, \)[0)]*6(E, — Ey — hw) . (2.2.19)
n,\

n

Um dies quantitativ zu berechnen, benotigen wir natiirlich nun noch das obige Matrix-
element.
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2.3 Matrix-Element in der Dipolndherung

Wenn wir ein quantenmechanisches System mit Zentralpotential betrachten, ergeben sich
interessante Auswahlregeln. Dies ist der Fall fiir Atome. Die Ausdehnung von Atomen ist
sehr viel kleiner als die Wellenléinge der Strahlung, die absorbiert oder emittiert wird, d.h.
kay < 1, denn hwy, = hkc ~ 1Ry = €?/2aq so dass kag = €?/2hc = o/2 = 1/274 . Daher
konnen wir fiir ein Atom, das sich am Ursprung befindet, die Stromdichte anndhern durch

. P . . . . P
J@k)zEZ{Z%u+»k¢y+-~y+u+u<mj+~»§$}, (2.3.1)
wobei wir die Stromdichte fiir viele Elektronen verallgemeinert haben.

In der Dipolnéherung vernachlidssigen wir den Term mit k - £ ; in (2.3.1). Fiir das uns
interessierende Matrixelement (n|j(—k)-e(k,\)|0) benstigen wir dann nur das Matrix-

element des Impulses. Falls der Hamilton-Operator keine Potentiale enthélt, die von der
Geschwindigkeit abhédngen, gilt

2 .
A . Pj th
[F 5, Hol = [F, ﬁ] =P (2.3.2)
Daraus folgt, dass das Matrixelement
m . .
(Y _pj-e(k N[0) = >~ (nl(F;Ho — Hot ;) - e (k, 1)|0)
th
J J
m .
= Zb#%—EwmhfﬂhMM (2.3.3)

J

durch das Dipolmatrixelement (n|r |0) ausgedriickt wird. Somit erhalten wir fiir den Ab-
sorptionsquerschnitt

4Am?e?

Cc

Oabs (w) =

w}jKME:ﬂwe&,MMW5@h—Eb—m®. (2.3.4)

Fiir das zentralsymmetrische Problem parametrisieren wir die Eigenzustinde von H
durch |n,l,m), wobei [ die Darstellung der quantenmechanischen Drehgruppe SU(2)
bezeichnet und m die magnetische Quantenzahl ist. Der im Matrixelement auftreten-
de Operator r ist ein Vektoroperator, d.h. er transformiert sich in der j = 1 Darstellung
der quantenmechanischen Drehgruppe SU(2). Der Zustand f |n, [, m) transformiert sich
dann in dem Tensorproduct (7 = 1) ® [ von SU(2), was nach der Clebsch-Gordon Zerle-
gung nur die Darstellungen [+ 1 und [ enthélt. Dieses Argument ist ein spezieller Fall des
(Wigner-Eckart-Theorems), das auf einem Ubungsblatt genauer besprochen wird. Da
r unter der Paritdtstransformation P (Raumspiegelumg) ungerade ist,

PFP = —7 (2.3.5)
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gilt
<nlvll7m1‘f‘n27127m2> = _<n17l17m1|PfP‘n27127m2>

- —(—1)ll+l2<n1>ll>m1|f 12, Iy, m2) (2.3.6)

wobei wir beniitzt haben, dass die Raumspiegelung P mit den Drehimpulsoperatoren
(sowie Hj) vertauscht und daher P|l,m,n) = +|l,m,n). Durch explizite Analyse der
Kugelfunktionen findet man,dass das Vorzeichen tatsiichlich gerade (—1)' ist. Es folgt
daher, dass das Matrixelement nur dann nicht verschwinden kann, falls I, = [; £ 1. Wenn
wir die Eigenzustdnde von r beziiglich J, betrachten folgen schliesslich die Auswahlregeln

<n1,ll,m1|é’|n2,l2,m2> 7é0 = ll :lgil, mip = Mo
<n1,ll,m1|(:i—l—z'yj)|n2,l2,m2> 7é0 <~ ll :lgil, my=mo+ 1 (237)

<n1,ll,m1|(i—i?j)|n2,lg,m2)7£0 = 11212:l:1, m1:m2—1.

Die Polarisation der Strahlung bestimmt, welche Ubergiinge zum Zuge kommen. Insbe-
sondere fiihrt zirkulidr polarisierte Strahlung (e (k,\) = (1,44,0)/v/2 fiir k || 2) zur
Anderung der (magnetischen) Quantenzahl m, d.h. der Drehimpuls des Strahlungsfeldes
(Photons) wird auf das Atom {ibertragen.

2.3.1 Dipol-Summenregel

Fiir den Dipolabsorptionsquerschnitt eines Systems mit N Elektronen gilt folgende Sum-
menregel:

o] 2 2.2
/ dwogps(w) = "N, (2.3.8)
0 me
Um dies zu sehen betrachten wir den Kommutator
P e, f-e]=) [p,-e,f;-e]=—iny &;=—itN (2.3.9)
4,J ,J

aus, wobei e -e =1 und P = Zjvzl p;und ¥ = Zjvzl r ;. Mit Hilfe der Beziehung

P = ,Th[f,Ho] (2.3.10)
1

erhalten wir fiir einen beliebigen Zustand |0)
—itN = (O{P -eF -e —t -eP -e}|0)

_ zﬂ: {(01% e |n) (n[P - e[0) = (O[P - e|n) (nls e 0) } (2.3.11)

2m .
:i—h (En—E0)|(n|r-e|O>|2.
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Daraus folgt direkt die Dipolsummenregel. Da wir wiederum (2.3.2) beniitzt haben, gilt
diese Relation nur, falls keine Potentiale vorhanden sind, die von der Geschwindigkeit
abhéngen.

2.4 Quantisierung des Strahlungsfeldes

Wie wir schon frither erwéhnt haben, besteht das Strahlungsfeld aus den verschiedenen
Moden (k, ), die mit einer gewissen Zahl von Photonen, N(k,\), ‘besetzt’ sind. Einen
solchen Vielphotonenzustand schreiben wir in der Form eines Besetzungszahlzustandes

IN(k 1A\ ), Nk Ao, N(KL A, (2.4.1)

dessen Energie durch
By, = ZN ;) helk | (2.4.2)

gegeben ist. Bis anhin haben wir uns nicht darum gekiimmert, was mit dem Strahlungsfeld
bei einem Ubergang passiert, da das Strahlungsfeld nur als von aussen gegebenes Potential
auftrat. Dies dndert sich jedoch, wenn wir von Photonen sprechen, bei denen es sich auch
um quantenmechanische Teilchen handelt. Wie wir bereits in der QMI gesehen haben,
ist der Ubergang eines Atoms von einem Zustand zum anderen mit der Vernichtung oder
Erzeugung eines Photons verbunden. Dies ist die Basis von Einsteins Quantenhypothese
fiir den photoelektrischen Effekt, wie auch der Atomspektren von Bohr. Wir werden daher
die Theorie der Wechselwirkung zwischen Materie und Strahlung um das Konzept der
Photonabsorption und -emission erweitern.

2.4.1 Kanonische Quantisierung

Um das Strahlungsfeld auch quantenmechanisch zu behandeln, beginnen wir nochmals
mit der Gleichung fiir das freie Strahlungsfeld:

dessen Losung in der Coulomb-Eichung V - A = 0, durch
A(r,t) V_ Z {gcat) ek, N) e 4 gt (1) e (k,\) e ™} (2.4.4)

gegeben ist. Hier haben wir im Vergleich zu (2.1.9) g (t) = a(k,\)e ™x! geschrieben.
Jede dieser Variablen erfiillt dann die Gleichung eines harmonischen Oszillators,

d2
o T Wi = 0. (2.4.5)
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Das elektrische und magnetische Feld sind wie zuvor

E(r,t)

\/_Z_ QkA k )\) ik-r _qii’)\e*(k’)\)e—ikr} :

B(r,t) — \/%Z{qlm(t)(k xe (i) e — gy (1) (ke e, )e e ]

(2.4.6)
Mit diesen Konventionen ist nun die Energie des Strahlungsfeldes

2

1 w * *
Esp = 3r /d37" (E*+B?) = Z 47:22 [ A (D)@ (1) + G A (D A ()] (2.4.7)
kA

Wie zuvor ist die Energie eine Summe unabhéngiger Moden, fiir die wir nun neue Variablen
einfithren

1 N d i .
Qi) = \/W@k,A + Qk,)\) und Pex = %Qk)\ = 47T02wk <Qk,)\ - Qk,)\)
(2.4.8)
wodurch sich die Energie wie folgt ausdriicken lésst
1
ESF:gng’A:kz;§(Pﬁ’)\+wl2{Qi’)\) . (249)

Jede Mode besitzt eine Hamilton-Funktion, die einem eindimensionalen harmonischen
Oszillator entspricht (Qx » als Orts- und By ) als Impulsvariable). Nun wenden wir das
Korrespondenzprinzip an und betrachten die Variabeln () und P als Operatoren mit der
Kommutationsrelation

[Qun Prr] = indy oGy n - (2.4.10)

Geméss der Standardmethode fiir harmonische Oszillatoren (siehe QMI) fithren wir nun
folgende (Auf-/Absteige-)Operatoren ein,

4 _ wie Q. / i

kA QHwk 2 KA

St kak)\_ZPk)\ / 9411
L9 Nemn WHCQ Qi > (2.4.11)

die folgende Kommutationsrelationen erfiillen:

L =0. (2.4.12)

@>

(G A, dL’,N] =0 x/On 5 |Gk, Qg ] =[a L

Die Energie des Strahlungsfeldes (Hamilton-Operator des Strahlungsfeldes) ist dann
- o 1 - 1
HSF:Zﬁwk (aLAakg\—i—i) :ghwk (Nk,)\‘l'§) , (2.4.13)
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wobei N k. der Zahloperator fiir die Photonen in der Mode (k, A) ist. Wie im Fall des
harmonischen Oszillators sind die stationéren und normierten Eigenzustdnde von H gp
durch die normierten Eigenzustdnde von N i ) gegeben. Insbesondere haben wir also

N Nicq 0
al o (at
k,\ ki, |

0,0, = [Niesans ooy Ny 2.4.14
Vel Nl - )= 1Nicia ks ( )

Wie im Fall des harmoinschen Oszillators gilt auch

dk,)\|Nk1,)\1, .. .,Nk)\, .. > = \/Nk,)\|Nk1,)\17 .. .Nk)\ — 1, .. > ,

il N Niecrs ) = V/Niea + 1 Nieags - Nea+ 1,.00)

(2.4.15)

2.4.2 Feldoperatoren

In dieser Sprache kénnen wir damit auch das Vektorpotential als Operator schreiben.
Diesen bezeichnet man als Feldoperator,

1 2mhe? 1. e At i e
A(r):ﬁkzgﬂ o [ak,xe(k,)\)e + ay e (k,A)e ] ) (2.4.16)

womit wir nun den Hamilton-Operator Hyx neu schreiben kénnen. Wir beschrinken uns
auf die Kopplung des Feldes an die paramagnetische Stromdichte,

Hj = —E/d?’rj(r)-A(r) (2.4.17)

e 21h T. . ) o
= —om L R el Nana itk el ),
k.,

Diese Neuformulierung unter Einbezug der Strahlungsquantisierung ist eine Vorwegnahme
der zweiten Quantisierung, die wir spéater behandeln werden, wenn wir uns mit Vielteil-
chenproblemen beschéftigen werden.

2.4.3 Photon-Absorption und -Emission

Tatséchlich erlaubt uns die Strahlungsquantisierung neue Aspekte der Wechselwirkung
zwischen Materie und elektromagnetischer Strahlung zu diskutieren. Betrachten wir zu-
nachst den Fall der Absorption. Dies entspricht dem Ubergang zwischen zwei Zustdnden:

|O;Nk1>\1'-'Nk>\-'-> — |7’L;Nk1>\1-'-Nk>\—1'-'> (2418)
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mit fwi = &, — o > 0, d.h. ein Photon der Mode (k, \) wird absorbiert. Das Matrixele-
ment der Ubergangsrate zerfillt in zwei Teile:

e 27h

wiE

x(n]j (—k) - ek, N)[0) (Nieyx, -+ Niex = 1+ [@iea Nieyr, - Niea -+

<n§Nk1>\1"'Nk)\_l"'|ﬁ/[(|0§Nk1)\1"'Nk)\"'>:_

\~

'

—VNer
) (2.4.19)
Somit ist die Ubergangsrate
4r2e? - 9
Fomnkr = N l(n|j (=k)-e(k,\)|0)|"Nxr0(E, — Ey — hw) , (2.4.20)

identisch mit dem friitheren Resultat (2.2.18).
Analog berechnen wir die Photonemissionsrate mit dem Matrixelement

3 e |2mh
(0; Nigyag - Niea+ 1+ | Hoe[ng Nieyay -+« N -+ ) = — 2Wk

X<O|j<k)'e*(k7A>|n>SNk1A1"'NkA+1 |ak)\|Nk1>\1' “Ngy---),

J/

~~

Y et
(2.4.21)
woraus sich die Emissionsrate ergibt
4m2e? . )
Foxy = oI |<0|J (k)-e*(k,\)|n)|*(Nexx+ 1)0(E, — Ey — hw) . (2.4.22)

Im Gegensatz zur Diskussion mit dem klassischen Strahlungsfeld finden wir hier, dass
die Absorptions- und Emissionsrate unterschiedlich sind. Der Faktor Ny  + 1 ldsst sich
zerlegen in den Teil Ny , der von der Photondichte abhdngt und die induzierte Emission
beschreibt, und der ‘1’, die nicht vom Strahlungsfeld abhéngt und als spontane Emission
interpretiert wird. Dieser Aspekt war in der Behandlung mit dem klassischen Strahlungs-
feld nicht enthalten. Erst das Konzept der Photonen (ein Ubergang entspricht der Absorp-
tion oder Emission eines Photons) erlaubt es uns, iiber spontane Ubergiinge zu sprechen.
In diesem Zugang wird also die Strahlung in das quantenmechanische System miteinge-
schlossen und tritt nicht bloss als dusseres zeitabhéingiges Potential auf. Man kann die
spontane Emission auch als durch Vakuumfluktuationen (die ‘Nullpunktsstrahlung’ der
Photonen) induziert betrachten.

2.5 Absorption und Emission von Photonen nach Einstein

Schon vor der Entwicklung der modernen Version der Quantenmechanik hat Finstein im
Jahre 1917 aus der Annahme der quantisierten Absorption und Emission der Strahlung
erstaunlich viele der oben erwéhnten Zusammenhénge herleiten kénnen.
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Die mittlere Anzahl Photonen in der Mode (k, A) ist im thermischen Gleichgewicht durch

_ OO_ Ne—NhC|k|/kBT 1
Niea = ZN@EO “Nhelk|/ksT  ohok|/ksT (2.5.1)
DoN—o€ N € sl

gegeben, wobei kg der Boltzmann-Faktor ist. Die mittlere Energie ist daher

helk |

Ex » = helk |Ng ) = ok fkpT — 1 °

(2.5.2)
Die Strahlung in einem Hohlraum steht im Energieaustausch mit den Wénden, die aus
Atomen in verschiedenen Energieniveaus bestehen. Die relative Verteilung der Atom-
zusténde die durch Ubergénge der Frequenz wy = c|k | miteinander verbunden sind, wird
im Gleichgewicht durch eine Boltzmann-Verteilung bestimmt:

P, e Bn/ksT

B = BT (2.5.3)

Dabei entspricht die Energie £y dem Zustand |0) und £, dem Zustand |n), wobei hwy =
E, — Eq.

Die Absorption und induzierte Emission von Photonen kénnen durch die folgenden
Ratengleichungen beschrieben werden

d N
( k“) = —BN.,\D, (2.5.4)
dt abs ’
dN,
< k“) = +BN AP, (2.5.5)
dt ind—em ’

wobei B ein reeller positiver Koeffizient ist. Die Raten sind proportional zur mittleren
Zahl der Photonen, sowie zur Wahrscheinlichkeit ein Atom im Zustand |0) (Absorption)
beziehungsweise |n) (Emission) zu finden. Da P, < Py, gilt

d Ny d Ny
: : 0 2.5.6
( dt )abs " ( dt )ind—em 7& ’ ( )

so dass im Laufe der Zeit die Zahl der Photonen kontinuierlich abnehmen wiirde und
natiirlich auch die Verteilung der Atomzusténde nicht mehr dem Verhéltnis in (2.5.3)
entsprechen konnte. Offensichtlich benttigen wir fiir das thermische Gleichgewicht ei-
ne zusétzliche Emissionskomponente. Diese entspricht der spontanen Emission, gegeben

durch AN
( k*) = AP, (2.5.7)
dt spont—em

und ist unabhéngig von der Zahl der vorhanden Photonen. Mit dem zusétzlichen Ko-
effizienten A haben wir geniigend freie Variablen, um das thermische Gleichgewicht zu
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gewahrleisten:

dN, dNj dN,
0 — ( k,A) N ( k,)\) N ( k,A)
dt abs dt ind—em dt spont—em

(2.5.8)

= BN (P, — Py) + AP, .

Diese Gleichung wird durch

Nk)\ = Nk’)\ und A= BNk’)\ (e(E”_EO)/kBT — 1) =B (259)

gelost. so dass die Emissionsrate die Form hat,

dN,
( k’*) — AP, (N r+1) | (2.5.10)
dt total—em

was genau dem Resultat unserer fritheren Diskussion (2.4.22) entspricht. Nun wird auch
klar, wie die Einstein-Koeffizienten A und B mit dem Matrixelement der Goldenen Regel
zusammenhéngen.

2.5.1 Spontane Emissionsrate im Wasserstoff-Atom

Als Beispiel betrachten wir den spontanen Ubergang |2p) — |1s) im Wasserstoff-Atom in
der elektrischen Dipolndherung:

4m2e? : N
F217—>ls - Z Wé(EZD - Els - M)|<1S|J (k> € (k7)‘)‘2p>|2
k.,

ds? w? 472e? R .
=3 [ e Ty = B = h)i? (15 e (R V2P
A

::0.\5,5a8
(2.5.11)
Alles zusammengenommen ergibt sich
2“’%@—1362 2 8 —1 . —9
Dopois = WO-%% ~ 6 x 10°s = Zerfallszeit T~ 1077s . (2.5.12)
Wenn wir diese als Linienbreite des angeregten Zustandes betrachten, dann ergibt sich
rl’

~4x107%, (2.5.13)
8210 — E1s

d.h. die Verbreiterung der Absorptionslinie durch spontane Zerfélle ist dusserst klein.
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2.6 Lichtstreuung

Schliesslich wollen wir noch untersuchen, wie elektromagnetische Strahlung durch gela-
dene Teilchen gestreut wird, wobei wir hier auch die Teilchennatur der Strahlung mit-
beriicksichtigen wollen. Das bedeutet, dass wir uns fiir Prozesse interessieren, bei denen
ein Ubergang zwischen einem Anfangs- und einem Endzustand der folgenden Form statt-
findet:

0; Nic oy, Ny = 0) - = i Niga — 1L, Ny = 1) (2.6.1)
Aus dem Hamilton-Operator (2.2.8) lesen wir ab, dass solche Prozesse in erster Ordnung

moglich sind, und zwar vermoge der Terme

~ 62

Hy

/ﬁ%ﬁ@)A@ﬁ. (2.6.2)

2mc?

Ausserdem gibt es in zweiter Ordnung (via Zwischenzusténde) den Term

F[H:—Z/d?’rj(r)-A(r)%—e/d?’re,é(r)gzg(r) (2.6.3)
N> In> . In>
= -7 K.\,
- 7 KA g
TN ’ 4
. |m> Iy
\\k,}\a L ’ \\\
. koA KOs
\ AR ’
10> : 10> 10>
1 11

Abbildung 4: Feynman-Diagramme der beiden Prozesse.

2.6.1 Der erste Ordnung Beitrag

Wir betrachten zunéchst den Beitrag von H ;. Das Matrixelement, dass wir berechnen
miissen, ist
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M = (n;Nix — 1, Ny = 1 H 1|05 Nie , Nier v = 0)

e? R N
[ a5 @)10) (Niea = L N = 1A (1P Nieo, N =0)

©2me? < _

g

2mhc? : /
VN se (kA -e*(k/, N)elk=kDr
L3vww! ’
(2.6.4)

wobei w = c|k | und w’ = c|k| bezeichnet, und wir (2.4.16) verwendet haben. Ausgedriickt
durch den klassischen Elektronenradius

=2

62

ro=—5 =28x10""cm (2.6.5)
mc

ergibt sich damit fiir das Matrixelement

2mhe?

L3V ww'

mit py als Fouriertransformierte von p (r). Die Ubergangsrate ergibt sich aus der Gol-
denen Regel

M; =1 VN pr |0 e (kL A) e (k7 N) (2.6.6)

27 hro 2 N
L3 ww'
xle(k,A) e (k' V) |nl gl . (26.7)

27
Domme =/ xy = —0(Eo + ho — Ey — h') (

Wenn wir nun die Streuung der Photonen in einen gewissen Raumwinkel d€,. um k' be-
trachten und mit der Stromdichte der einfallenden Photonen normieren, j,, = c¢Nk »/ L3,
dann finden wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

dO’ w/ * / !/ ~
o, = g le(k ) e 1 X Il prar ) (2.6.8)

Wir nehmen nun an, dass die Photonenergie sehr viel grosser ist als die Bindungsenergie
der Elektronen zu den Atomen. Dann diirfen wir die Elektronen als frei betrachten. Fiir
ein einzelnes Elektron ergibt sich

(n] pr—x']0) = 5k+q0,k’+qn ) (2.6.9)

wobei der Impuls des Elektrons von aq, in hq,, iibergeht. Der differentielle Wirkungs-
querschnitt ist dann

dO'q 09n

W' §
o :r%;\e(k,k).e (K", )2 O st - (2.6.10)
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Wenn wir iiber alle q,, (Elektron-Endzustand) summieren, ergibt sich fiir die Photonen-

streuung
do

Ay
als die Wahrscheinlichkeit, bei festem Einfallswellenvektor k ein gestreutes Photon im
Raumwinkel d€y- um k' zu finden. Dies ist die sogenannte Thomson-Streuung, die dem
nicht-relativistischen Grenzfall der Compton-Streuung entspricht. Offensichtlich ist die
Streuung am stéarksten, wenn sich die Polarisation nicht dndert. Es muss jedoch beachtet

werden, dass die Polarisation immer senkrecht auf der Propagationsrichtung der Photonen
steht.

ro |e(k M) -e*(k’, N))? (2.6.11)

2.6.2 Zweite Ordnung

Nun wenden wir uns den Termen zu, die Streuung in zweiter Ordnung, via einem Zwischen-
zustand, ergeben. Anstelle des Hamilton-Operators H ;7 verwenden wir jedoch eine mo-
difizierte Form: Wir schreiben den Hamilton-Operator um, indem wir folgende Eichtrans-
formation vornehmen.

X t)=-r-Ar.t) = A, t)—A'r,t)==> r,VA,r,1).

m
2.6.12)
1 8A (
= o= t)=-r-—- =1 -B(r,1)
Aus (2.2.8) ergibt sich dann
M = —/d% oV Au(et) —€/d37°r E(r,0)p(r), (2.6.13)
v
wobei
A 10 ;
B = —C5A( 2.6.14
(r,?) T 1) (2.6.14)
_ { Z / ak)\e k )\ ik - r—zwkt_'_ ak)\e (k,)\)e_ik'r—i-iwkt) .
k

In (2.6.13) ist der erste der beiden Terme um « kleiner als der zweite, auf den wir uns
nun beschrinken werden. Wir betrachten das Matrixelement fiir den Ubergang zwischen
den Zustdnden |0) und |n), wobei wir iiber einen Zwischenzustand |m) gehen. Dies ergibt
ein Matrixelement zweiter Ordnung in H T
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M _Z ;N A= 1L,Ny s 3 =11 H 11|m;Nic x—1,Ny 7 3r=0)(m;Nie x—1,Ny.s /=0 H 11|0;Nic x, Ny 1 5 =0)
O—n m g0t+hw—em—+in

(i Nk A= LNy s =11 H 17|m;Nic 3, Ny s \r=1)(m;Nie x,Nyes xr =1 H 17|0;Nie x, Ny 1 5 =0)
+2om

eo—hw' —em~+in )
(2.6.15)
wobei wir zwei mogliche Formen der Zwischenzustédnde haben, wie in der obigen Figur
illustriert wurde (n = 04). Entweder wird zunéchst ein Photon in der Mode (k, A) absor-
biert und dann eines der Mode (k’, \') emittiert, oder es wird zuerst das letztere emittiert
und dann das erstere absorbiert.
Mit der Niherung e * ~ 1 erhalten wir

27he> 12 (n|f - e*(k’, X)|m)(m|R -e(k,\)|0)
Mow = o (Nipwe)'? Y| ’ :
0 L3 (Mic ) Z €0+ hw — &, + 1

? -e(k R -e*(k’ N
g0 — ' — €, + 11
wobei R =Y ; T ;. Die Goldene Regel fiihrt dann auf
2m / 2
Lo )=/ x) = 75(50 + hw — & — ') [Moon|” - (2.6.17)

Falls wir I' durch den Strom der Photonen in der Mode (k,\), Ny ac/L?, dividieren,
erhalten wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt:

doo_n etwpw’

ko/ B C4

3 (n|R -e*(k',N)|m)(m|R -e(k,\)]0)
— g0+ hw —eny +1n
2

(2.6.18)

(IR ek, \)jm) (m| R -e*(k',X>|o>}

g0 — hw' — €, + 11

Diese Form der Streuung wird Raman-Streuung genannt und ist ein wichtiges Verfahren
der Spektroskopie in der Festkorperphysik. Hier konnen Ubergéinge beobachtet werden,
die in der einfachen Photonabsorption/-emission verboten sind. Beachte, dass die beiden
Zustande |0) und |n) die gleiche Paritiat haben, wihrend die Zwischenzusténde die andere
Paritdt aufweisen. Daher gibt es keinen direkten Dipoliibergang zwischen |0) und |n).
Ferner sind Resonanzen in der Raman-Streuung méglich, wenn hw' = &, — €9 oder wenn
hw =~ g,, — €g-

Man bezeichnet

> (0 Stokes-Streuung
hw — hw' = &, — g (2.6.19)
< 0 Anti-Stokes-Streuung
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Stokes

m
Y = v
b A 2 ¢
— o-u>0 ¢ e
X 2§ i
£ e =
m ) <

elastisch

T AN

0o-0 <0 ——

0 rot
Anti—-Stokes

Abbildung 5: Wihrend wir im Atom Ubergéinge zwischen verschiedenen Energieniveaus
untersuchen kénnen, sind in Festkorpern die Gitterschwingungen (Phononen) wesentlich.
Ein Raman-Streuprozess ergibt eine Stokes-Linie (Anti-Stokes-Linie), wenn ein Phonon
erzeugt (absorbiert) wird.

y

blau

e

Zum Abschluss mochten wir noch den Grenzfall elastischer Streuung untersuchen, d.h.
w =w'und g,, = g9 wihrend ¢,, —g¢ > hw. Unter dieser Bedingung ergibt der differentielle
Wirkungsquerschnitt (2.6.18):

4
do €

oy Y

€0~ Em

n|R -e*(k, NM)m)(m|R -e(k,\)0
Z{” (k' \)[m)(m| R -e(k,\)[0)

m

. . I 2
L {nIR ek, Nm)(m|R -e*(k ,)\)\O>H (26.20)
€0 —E&m
d.h. wir erhalten elastische Streuung der Photonen, die proportional zur vierten Potenz der
Frequenz ist. Dies ist die sogenannte Rayleigh-Streuung, die Lord Rayleigh klassisch
hergeleitet hatte. Die elastische Photon-Streuung ist also ultraviolett-dominiert. Damit
verstehen wir, wieso der Himmel blau erscheint (blaues Licht wird maximal gestreut) und
die Sonne am Abend rot erscheint (rot wird am wenigsten an der direkten Passage durch
die Atmosphére gehindert).
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3 Identische Teilchen

Bisher haben wir uns meist mit quantenmechanischen Systemen beschéftigt, die nur aus
einem Teilchen oder aus unterscheidbaren Teilchen bestehen. In der Natur gibt es je-
doch Systeme mit vielen Teilchen. Falls es sich um identische Teilchen handelt, treten
interessante neue Probleme auf, die wir in der klassischen Mechanik nicht kennen. Zwei
Teilchen heissen identisch, wenn sie keine messbar unterschiedlichen Eigenschaften haben.
Waihrend in der klassischen Physik identische Teilchen immer unterscheidbar bleiben, da
wir im Prinzip die Trajektorie jedes Teilchens verfolgen kénnen, ist ein solches Verfah-
ren in der Quantenmechanik nicht moglich. Wenn die Wellenfunktion zweier identischer
quantenmechanischer Teilchen (Wellenpakete) tiberlappen, dann ist es nicht moglich, ihre
‘Trajektorien’ zu unterscheiden. Dies hat weitreichende Folgen, wie wir bald sehen werden.

3.1 Zustiande und Observable von identischen Teilchen

Wir betrachten N identische Teilchen (z.B. N Elektronen, oder N m-Mesonen). Der Ha-
miltonoperator

H=H(1,2,...,N) (3.1.1)
ist symmetrisch in den Variablen 1,2,..., N. Hier bezeichnet 1 = x;, o; Orts- und Spin-
freiheitsgrad fiir Teilchen 1 und entsprechend fiir die iibrigen Teilchen. Ebenso schreiben
wir die Wellenfunktion in der Form

w=1(1,2,...,N) . (3.1.2)

Der Permutationsoperator P;; welcher i < j miteinander vertauscht, hat auf eine
beliebige N-Teilchen-Wellenfunktion die Wirkung

Pyb(1, .. iseegye S NY=0(1,. .. 4o iy N) . (3.1.3)

Da P% = 1 hat P;; die Eigenwerte +1. Wegen der Symmetrie des Hamilton-Operators gilt
fiir jedes Element P der Permutationsgruppe Sy

PH=HP. (3.1.4)

Die Permutationsgruppe Sy hat N! Elemente; jede Permutation kann als Produkt von
Transpositionen F;; dargestellt werden. Tatséchlich wird die gesamte Permutationsgruppe
von den Transpositionen o; = P, ;41 erzeugt. In der Tat ist Sy die durch die oy, i =
1,..., N — 1 erzeugte Gruppe modulo der Relationen

0;0,410; = 04100441 , 1= 1, ey N —2 (315)
0,05 = 0;0;, |Z —]| Z 2 (316)

Wir nennen ein Element von Sy gerade, falls es sich als Produkt einer geraden Zahl von
Transpositionen schreiben ldsst; andernfalls heisst es ungerade. [Die einzige Relation, die
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die Anzahl der Transpositionen verdndert, ist (3.1.7); da sie die Anzahl der Transpositio-
nen um zwei verdndert, macht die Definition von ‘gerade’ und ‘ungerade’ Sinn.]

Auf dem Hilbertraum der Wellenfunktionen ist jede Permutation durch einen unitéren
Operator dargestellt. Dies folgt einfach daraus, dass

(oY) = (Po|PY) , (3.1.8)

da das Skalarprodukt (Integral im R3") unabhingig von der Reihenfolge der Integrale ist.
Daher folgt dann, dass

(@lPy) = (P¢|P~ Py)
(Pl¢ly) = (Poly) , (3.1.9)

was daher impliziert, dass
ph=p1, (3.1.10)

also, dass P unitér ist.

Identische Teilchen werden durch jeden physikalischen Prozess gleichartig beeinflusst.
Daher miissen die zugehorigen Operatoren S symmetrisch sein, d.h. sie erfiillen fiir jedes
PesS N

[P.S]=0. (3.1.11)

Der Erwartungswert eines symmetrischen Operators S in einem Zustand ¢ erfiillt immer

(V[S|) = (Pp|S|Py) (3.1.12)

wobei P eine beliebige Permutation ist, da wir die linke Seite als

(PYIS|Py) = (¢|P'SPly) = (| PTPS|y) = (¥]S|v) (3.1.13)

schreiben konnen. Sei ¢ ein Eigenvektor von S mit Eigenwert s. Dann ist auch Pt ein
Eigenvektor von S mit Eigenwert s, denn

SPy = PSi) = Psih = sPi . (3.1.14)

Es folgt daher, dass v und P dquivalente Zustinde des Zustandsraums beschreiben. Es
ist dann natiirlich zu verlangen, dass sich diese Zusténde nur um eine Phase unterscheiden
(da ja Zustdnde, die sich um eine Phase unterscheiden in demselben ‘Strahl’ liegen, und
daher dquivalent sind); wir verlangen also

Py =U(P)Y, lUP)|=1. (3.1.15)
Da die Permutationen eine Gruppe bilden, gilt dann weiterhin

PPy = PU(P)Y =U(R)U(P)Y
U(P1P2)Y
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woraus folgt, dass
UP)U(Py) =U(PLP,) . (3.1.16)

Dies bedeutet, dass die Phasen U(P) eine 1-dimensionale Darstellung der Permutations-
gruppe bilden. Die Permutationsgruppe hat genau zwei 1-dimensionale Darstellungen: die
triviale Darstellung

Up(P)=1, fir alle P (3.1.17)

und die Darstellung
+1 falls P gerade ist

—1 falls P ungerade ist. (3.1.18)

U_(P)= {
Die zugehorigen Wellenfunktionen sind dann entweder total symmetrisch, also erfiillen
Py =1, Bosonen (Uy) (3.1.19)
oder sind anti-symmetrisch, d.h. erfiillen
Py = -, Fermionen(U_) . (3.1.20)

Die Teilchen, deren Wellenfunktionen (3.1.19) erfiillen nennt man Bosonen; jene die
(3.1.20) erfiillen Fermionen. Im Rahmen der lokalen Quantenfeldtheorie kann man zei-
gen, dass Bosonen ganz-zahligen Spin haben, Fermionen hingegen halb-zahligen Spin
(Spin-Statistik Theorem).

Da der Hamiltonoperator, der die Zeitentwicklung beschreibt, ein physikalische Ope-
rator ist und daher mit den Permutationen vertauscht, sind diese Symmetrieeigenschaften
zeitlich konstant.

Im obigen haben wir angenommen, dass die Wirkung von P durch eine Phase darge-
stellt ist, also dass wir eine 1-dimensionale Darstellung der Permutationsgruppe haben.
Man konnte sich auch vorstellen, dass es Teilchen gibt, deren Wellenfunktionen sich in
einer hoher-dimensionalen Darstellung der Permutationsgruppe transformieren. Solche
Teilchen nennt man ‘Parateilchen’, und die zugehorige Statistik wird ‘Parastatistik’ ge-
nannt. Es gibt bis anhin keine experimentelle Evidenz fiir solche Teilchen. Weiter unten
werden wir jedoch sehen, dass es in zwei Dimensionen Teilchen mit ‘exotischer Statistik’
gibt — siehe Kapitel 3.5.

3.1.1 Zusammengesetzte Systeme

Quantenmechanische Systeme wie Atome, die aus mehreren elementareren Teilchen zu-
sammengesetzt sind, verhalten sich als ganzes genommen auch entweder wie Fermionen
oder wie Bosonen. Dabei gilt die Regel, dass ein solches zusammengesetztes Teilchen ein
Fermion ist, falls es eine ungerade Zahl von Fermionen enthélt; sonst ist es ein Boson.
Die Zahl der enthaltenen Bosonen spielt dabei keine Rolle. Dies folgt zum Beispiel aus
dem Spin-Statistik Theorem: geméss der Clebsch-Gordon Reihe transformiert sich das
Tensorprodukt einer geraden Anzahl von halb-ganzen Spins und einer beliebigen Anzahl
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ganz-zahliger Spins, in einer Darstellung, deren Gesamtspin ganz-zahlig ist. Falls eine un-
gerade Anzahl halb-ganzer Spins im Tensorprodukt auftauchen so ist auch der Gesamtspin
halb-ganz.

Zum Beispiel ist das Wasserstoff-Atom, aus einem Elektron und einem Proton (also
zwei Fermionen) bestehend, ein Boson. Das Deuteron, das noch ein zusitzliches (fermio-
nisches) Neutron enthélt, ist hingegen ein Fermion. Genauso lassen sich fermionische und
bosonische Helium-Atome unterscheiden, wobei die ersteren einen Kern aus zwei Proto-
nen und einem Neutron besitzen (*He), wihrenddem die letzteren noch ein zusitzliches
Neutron enthalten (‘He). Zusammen mit den beiden Elektronen ergibt dies ein Fermion
beziehungsweise Boson. Dies hat weitreichende Folgen fiir die Quanteneigenschaften der
beiden Helium-Isotope: wenn sie in grosser Zahl vorkommen, bilden sie sehr unterschied-
liche Quantenfliissigkeiten.

Als Beispiel dafiir betrachten wir das System zweier Wasserstoff-Atome, deren gemein-
same Wellenfunktion ¢(rq, R1;r9, Ry), wobei r; und R; die Koordinate des Elektrons
beziehungsweise Protons des i-ten Atoms ist (inkl. Spins). Nun gilt fiir die Vertauschung
der Teilchen (beachte, dass es nur Sinn macht, identische Teilchen zu vertauschen):

Y(ri,Rire,Ro) = —(ro, Ri;r,Ry) = —¢(r,Ro;ro, Ry) = +9(rg, Roy;r R y)

(3.1.21)
d.h. wenn wir die beiden Atome als ganzes vertauschen, dann verhalten sie sich wie Bo-
sonen. Jedoch bleibt der fermionische Charakter der Elektronen und Protonen erhalten.

3.2 Symmetrisierung und Anti-Symmetrisierung

Sei v eine nicht notwendigerweise symmetrische oder anti-symmetrische Wellenfunktion.
Dann kann man die Wellenfunktion immer symmetrisieren, bzw. anti-symmetrisieren.
Dazu definieren wir

Z Py, @ba:\/% > (=1FIpy (3.2.1)
* PeSn

' PeSN

wobei |P| = 0 fiir gerade Permutationen, und |P| = 1 fiir ungerade Permutationen. Man
kann dann leicht sehen, dass 1, symmetrisch ist,

Qv = \/—ZQ w—r Y Py=y,, (32.2)

' PeSn PeSn

wobei () eine beliebige Permutation ist. Entsprechend gilt

Qg = DPIQPy = (-1) Dy = (=1)@ly,  (3.2.3)

P T

und 1), ist daher total anti-symmetrisch. Zum Beispiel gilt im Fall zweier Teilchen (N = 2)
1
v = 5(v.2)+v21)
1
,lvba = 5 <¢(1> 2) - 'l/)(2> 1)) :
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Die Anti-Symmetrisierung betrifft die gesamte Wellenfunktion von Fermionen, also sowohl
die rdumliche Wellenfunktion als auch den Spinanteil. Um dies zu illustrieren betrachten
wir zwei Fermionen mit Spin 1/2, zum Beispiel zwei Elektronen. Wir schreiben die ge-
samte Wellenfunktion als ¥(1,2) = ¥ (rq,s1;r9,82) = f(ri,r2) x(s1,s2), wobei s; und
sy die Spin-Vektoren sind, die die Werte | T) oder | |) annehmen koénnen. Beziiglich des
Gesamtspins transformiert sich das Gesamtsystem dann entweder in der Singulett (S = 0)
oder der Triplett (S = 1) Darstellung. Die entsprechenden Zustéinde sind:

Singlett:

Xo(s1,82) = %[(Tl) — (1] mit 2(0(82, 51) = —Xo(51, 822 (3.2.4)
antisym‘r,netrisch
Triplett:
()
X1(51,52) = %[(Tl) + (1)) mit X1(82,81) = +x1(81, 52)4. (3.2.5)
(L) symm‘étrisch

Die Gesamtwellenfunktion muss natiirlich antisymmetrisch unter der Vertauschung der
beiden Elektronen sein. Daraus folgt, dass

f(rq,re) =+f(ro,ry) Spin-Singulett
(3.2.6)
f(ri,ro) = —f(ro,ry) Spin-Triplett.

Diese Figenschaft hat eine wichtige Konsequenz fiir Fermionen. Wenn die beiden Elektro-
nen den ‘gleichen’ Spin besitzen, sind sie zwangsldufig im Spin-Triplettzustand und sind
folglich vollig identisch (selbst durch ihren Spin nicht unterscheidbar). Daher besitzen sie
eine antisymmetrische orbitale Wellenfunktion mit

(r,s;r,s)=0. (3.2.7)

Dies impliziert insbesondere, dass sich zwei identische Fermionen (Elektronen) nicht am
gleichen Ort befinden koénnen. (Bosonen haben in dieser Beziehung kein Problem.) Dies
ist das Pauli-Ausschliessungsprinzip, welches allgemein formuliert aussagt, dass keine zwei
(identischen) Fermionen sich im gleichen Zustand befinden koénnen. Dieses fundamentale
Prinzip bildet die Grundlage fiir das Verstdndnis der elektronischen Struktur der Atome
sowie der kondensierten Materie.
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3.3 Wellenfunktion nicht-wechselwirkender identischer Teilchen

Wir betrachten nun ein System von N identischen Teilchen in einem Potential V', die
nicht untereinander wechselwirken. Der Hamiltonoperator ist dann von der Form

N
H=Y H;, H= 2p”+V() (3.3.1)

Die Zusténde jedes Teilchens bilden einen separaten Hilbertraum, und der Zustandsraum
des Gesamtsystems ist das Tensorprodukt der einzelnen Hilbertrdume. Jeder Zustand
des N-Teilchensystems lédsst sich daher als Linearkombination von Produktzustinden
schreiben. Insbesondere ist dies fiir die stationdren Zustidnde (die Losungen der zeit-
unabhéngigen Schrodingergleichung) der Fall. Sei ¢, € H; ein Eigenzustand von H

Hjib, = Byt (3.3.2)

dann ist die Produktwellenfunktion

U(l,...,N) =0, (r1,81) - Vuy (T n,58) (3.3.3)

eine Figenfunktion von H ist mit der Energie

= (ﬁ: EM) v (3.3.4)

Diese Wellenfunktion W(1,..., N) hat im allgemeinen weder fiir bosonische noch fiir fer-
mionische Teilchen die erforderlichen Symmetrie-Eigenschaften. Wie in Kapitel 3.2 kénnen
wir sie aber symmetrisieren oder anti-symmetrisieren. Im gegenwiértigen Fall fiihrt das zu

Vp(l,...,N) \/— Y (T pa)s sp) Yy (F P9y, SPOV) (3.3.5)
PeSn
im bosonischen Fall. Fiir Fermionen findet man
Ue(l,...,N Z ‘PHDM (r py, SP@)) * + Vun (T p(NYs SP(NY) - (3.3.6)
PESN

Diese Funktion kann auch als Determinante (Slater-Determinante) geschrieben werden:

X U (1) - Wy (N)
\IIF(l,...,N):ﬁDet %;(1) %N;(N) . (3.3.7)

Die Struktur der fermionischen Produktfunktion ¥y bedingt, dass W = 0 falls sich
mehr als ein Teilchen im selben Zustand befindet, also falls p1; = py, fiir j # k. [In diesem
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Fall sind zwei Zeilen der Slater-Determinante gleich, und daher verschwindet Wp. Der
Zustandsindex p; beinhaltet hier natiirlich auch den Spin-Freiheitsgrad.] Falls Wp # 0
dann gilt
(Vp|Up) =1 (3.3.8)
vorausgesetzt, dass die 1, orthonormiert sind. Im bosonischen Fall ist die Normierung
von Vg hingegen
(Up|¥p) =mnyu!--ny,!, (3.3.9)

wobei n,,; die Anzahl der Teilchen im Zustand p; bezeichnet.

3.3.1 Grundzustand fiir Bosonen und Fermionen

Im Falle der Bosonen kann ein Zustand mit beliebig vielen Teilchen besetzt sein. In-
folgedessen erhalten wir den Grundzustand, wenn alle Teilchen den Einteilchenzustand
niedrigster Energie annehmen

Upo(l,...,N) =1g(1)---1h(N) , E=NE,. (3.3.10)

Dies ist unabhéngig vom Spin der Bosonen (S =10,1,2,...).

Im Fall von Fermionen ist die Situation anders, da nicht alle Teilchen denselben Zu-
stand annehmen konnen. Betrachte zum Beispiel den Fall von Spin 1/2 Teilchen, wobei
wir annehmen wollen, dass der Hamiltonoperator nicht explizit vom Spin abhéngt, so dass
die beiden Zusténde | T) und | |) dieselbe Energie besitzen. Im Grundzustand des Systems
werden nun sukzessive die Zusténde von der kleinsten Energie an mit je zwei Fermionen
(| T) und | |)) gefiillt. Dies ergibt die Energie

( NJ2
2 Z E; N gerade
j=1
E = (3.3.11)
(N-1)/2
2 Z E; + E% N ungerade.
\ J=1

Wihrend fiir gerade N der Grundzustand nicht entartet ist, ist die Entartung zweifach fiir
ungerade NV, da das letzte Fermion beide Spins annehmen kann. Wir sprechen von einem
Singulett beziehungsweise Duplett. Ein bekanntes Beispiel, das wir spéater eingehender
betrachten werden, ist das Gas freier Elektronen, das sogenannte Fermigas, das ein gutes
Modell fiir einfache Metalle darstellt.

3.4 Streuung identischer Teilchen

Wir betrachten zwei wechselwirkende Teilchen mit unterschiedlichem Impuls, die durch
gegenseitige Streuung um einen gewissen Winkel # aus ihren Bahnen abgelenkt werden.
Da ihre Wellenfunktionen wahrend des Streuprozesses iiberlappen, kénnen wir ihre Tra-
jektorien nicht mehr unterscheiden. Wir kénnen uns daher zwei mogliche ‘Trajektorien’
vorstellen.
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n—0

Abbildung 6: Zwei mogliche ‘Trajektorien” ununterscheidbarer Teilchen.

3.4.1 Identische Bosonen ohne Spin

Im Fall von zwei Bosonen konnen wir die Wellenfunktion als
By, 1) = P T1Fr)/hy(r) (3.4.1)

schreiben, wobei p den Schwerpunktsimpuls und r = r; — r, die Relativkoordinate
bezeichnet. Fiir Bosonen muss die Gesamtwellenfunktion ¢ gerade unter der Vertauschung
der beiden Teilchen sein, und daher gilt ¢(r) = +¢(—r).

Die Wellenfunktion ¢ (r) beschreibt den Streuvorgang im Schwerpunktsystem. Die
einlaufende Welle ist daher (fiir ein geeignetes k) von der Form

Yein(r) = €7 75T (3.4.2)
und die auslaufende Welle ist von der Form

eikr

Yans () = — [f1(0) + fr(m = 0)] . (3.4.3)

r

Hierbei bezeichnet # den Winkel relativ zur Einlaufrichtung; wegen der Rotationssymme-
trie des Problems héangt die Streuamplitude f(k,k’) in diesem Fall nur von k£ = |k| und 6
ab. Die relative Phase der beiden Terme (proportional zu r und —r ) wurde hierbei durch
Bedingung ¢ (r) = +¢(—r) festgelegt!

Der differentielle Wirkungsquerschnitt (die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen um
den Winkel 6 aus seiner Bahn abgelenkt wird) ist gegeben durch

do

ds?
d.h. wir erhalten einen Interferenzterm zwischen den beiden moglichen Trajektorien. Be-
achte, dass fiir den Winkel 6 = 7/2,

= |fu(0) + film = O = [feO) + fulm = O + 2Re | i O)film = 0)| . (3.44)

do

|, = WP (3.4.5)
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der Interferenzeffekt zu einem Faktor 4 fithrt; wéren die Teilchen unterscheidbar gewesen,
hétte man lediglich einen Faktor 2 erwartet!

Wir kénnen die Streuamplitude auch in der Partialwellenzerlegung darstellen:

0) = iil@l + 1)P(cos ) fi . (3.4.6)

=0

Aus der Eigenschaft Pj(cos(m — 0)) = P(—cosf) = (—=1)'P(cos®) ergibt sich, dass nur
gerade [ zu der Summe

frs(0) = f1(0) + felm —0) =2 > i'(2l+ 1) P(cos ) f, (3.4.7)

[ gerade

beitragen.

3.4.2 Identische Spin 1/2 Fermionen

Fiir den Fall von zwei Spin 1/2 Fermionen koénnen wir analog zu (3.4.1) die Gesamtwel-
lenfunktion als

(1,2) = P D Mp(r) (51, 55) (3.4.8)

schreiben, wobei x(s1, s2) die Spinkonfiguration angibt. Wir wollen annehmen, dass der
Spin der beiden Elektronen keinen Einfluss auf das Streuverhalten hat.

Fiir den Fall der Spinsingulett-Konfiguration muss (wie wir oben gesehen haben)
Y(r) = +¢(—r) gerade sein und das Interferenzverhalten ist wie im Fall der spin-losen
Bosonen. Fiir den Fall der Triplett-Konfiguration, ist die Situation jedoch anders, da dann

(r) = —t(—r) ungerade sein muss. Dann ergibt sich fiir das asymptotische Verhalten
» - 6ikr
dr) =™ — e 4 [£il0) — filr — )] — (3.4.9)
= fkaw)
und folglich
do 2 2 2 x
a0 | fra(@)]" = |f(O)]" + | fr(m — 0)]7 = 2Re | fz(0) fu(m — 6)| . (3.4.10)
Im Gegensatz zum symmetrischen Fall erhalten wir hier fiir 90°-Streuung nun
do
— =0. 4.11
S|, 0 3 )

Fiir die Partialwellenzerlegung finden wir aus der obigen Diskussion sofort, dass nur die
ungeraden [ zu f,(0) beitragen

fra0) =2 > (204 1)P(cos) f; . (3.4.12)

[ ungerade
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Falls wir unpolarisierte Fermionen aneinander streuen, dann sind die (gestreuten) Teil-
chen mit der Wahrscheinlichkeit 3/4 im Triplett- und mit der Wahrscheinlichkeit 1/4 im
Singulett-Zustand. Der gesamte differentielle Wirkungsquerschnitt ist dann also

do _3do
ds 4 d9

JLdo
1 dQ

= O P+ (=0 ~Re | [£(0)fi(x~0)] .
(3.4.13)

unpolarisiert Triplett Singulett

Andererseits konnen wir auch die Situation analysieren, wo die beiden Fermionen durch
ihren Spin unterscheidbar sind. Betrachten wir zum Beispiel die Situation, wo das eine
Fermion den klar bestimmten Spin | T) besitzt, das andere hingegen den klar bestimmten
Spin | |) hat. Da wir annehmen, dass die Streuung keinen Einfluss auf die Spins hat
(und auch von ihnen auch nicht beeinflusst wird) kénnen wir dann zwischen den beiden
Konfigurationen in Figure 6 unterscheiden — siehe Figure 7

1 T

Y
A
-

T !

Abbildung 7: Zwei mogliche ‘Trajektorien’ durch ihren Spin unterscheidbarer Teilchen.

Wir wiirden daher erwarten, dass keine quantenmechanischen Interferenzeffekte auf-
treten sollen. Der Ausgangszustand ist eine Uberlagerung des Singulett- und Triplett-

Zustandes
1) = %{%(\ 1 -1m) + (110 +) m)l S B4

~~

XS(S:(],SZZO) Xt(szl,szzo)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt, ein Teilchen (unabhéngig von seinem Spin) beim
Winkel 0 zu beobachten, ist daher

1o
2 dS)

Jldo
2 dQ)

=[O + | fu(m = )], (3.4.15)

Triplett Singulett

was in der Tat dem differentiellen Wirkungsquerschnitt unterscheidbarer Teilchen ent-
spricht!
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3.5 Zopfgruppenstatistik und Anyonen

In niedrigeren Raumdimensionen gibt es auch noch andere Arten von ‘Statistik’. Der
Grund dafiir ist topologische Natur und kann relativ einfach verstanden werden.

Die obige Behandlung eines Systems ununterscheidbarer Teilchen bestand darin, dass
wir die Teilchen zundchst durchnumerierten (und damit unterschieden!), und dass wir
dann in einem zweiten Schritt verlangt haben, dass die Resultate unter der Umbennenung
der Teilchen invariant sein miissen. Konzeptionell ist das ein wenig unbefriedigend, da
der Raum der numerierten Teilchen keine physikalische Bedeutung besitzt. Es ist daher
natiirlicher, sofort mit dem ‘richtigen’ (klassischen) Konfigurationsraum zu arbeiten.

Betrachten wir also N ununterscheidbare Teilchen, die sich im R? bewegen. Wir neh-
men an, dass die Teilchen punktférmig sind und nicht zwei Teilchen am selben Ort sein
kénnen; dann werden die moglichen Konfigurationen durch N disjunkte Punkte im R”
beschrieben. Mathematisch ist dieser Konfigurationsraum daher der Quotientenraum

Mpy = (R"Y = A) /Sy, (3.5.1)
wobei A die Menge
A= {(x1,...,xn) € (R”)" : x; = x; fiir mindestens ein Paar i # j} (3.5.2)

der Koinzidenzen beschreibt. Die Permutationsgruppe Sy wirkt in der offensichtlichen
Weise auf den N-Tupeln von Vektoren im R”. Da diese Wirkung keine Fixpunkte besitzt
(die Fixpunkte liegen gerade in A) ist M eine (glatte) Mannigfaltigkeit. Sie beschreibt den
klassischen Konfigurationsraum, auf dem nun die quantenmechanischen Wellenfunktionen
definiert werden.

Wir betrachten eine quantenmechanische Wellenfunktion W(z), die eine stationére
Losung der Schrodingergleichung zu vorgegebener Energie E beschreibt. Die quanten-
mechanische Wellenfunktion W(z) fiir 2 € M beschreibt die Wahrscheinlichkeit |¥(z)|?
mit der die klassische Konfiguration z auftritt. Wie wir schon in der QMI gesehen haben,
beschreibt daher die Wellenfunktion ¥(z) und ¢“¥(z), wobei o € R nicht von z abhéingt,
denselben physikalischen Zustand. Wenn wir die Phase von W(z) an einem Punkt z, € M
fest gewihlt haben, legt die Bedingung, die zeit-unabhéngige Schrodingergleichung zu
vorgegebener Energie E zu losen, die Phase von W(z) an jedem anderen Punkt 2z € M
in einer kleinen (sternférmigen) Umgebung von z € M eindeutig fest. Zum Beispiel legt
im Fall, dass der Konfigurationsraum einfach M = R/ ist, die Wahl der Phase von W¥(z)
jene von W(z) fiir alle z € R/ eindeutig fest.

Im allgemeinen Fall tritt jedoch eine Subtelitdt auf, falls der Konfigurationsraum
nicht einfach zusammenhingend ist. [Eine Mannigfaltigkeit M heisst einfach zu-
sammenhingend, falls jede geschlossene Kurve in M sich in M zu einem Punkt zusam-
menziehen lisst. Zum Beispiel ist der Raum R/ einfach zusammenhéingend.] Dann kann
es namlich passieren, dass die Phase von W(zy) nicht eindeutig bestimmt werden kann:
die Wahl von W(zy) legt die Phasenwahl fiir U(z) in einer kleinen (sternférmigen) Umge-
bung um zy eindeutig fest. Sukzessive konnen wir daher die Phase von W(z) in eindeutiger
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Weise fiir alle z € M definieren, aber es ist nicht garantiert, dass wir nach Durchlaufen ei-
nes geschlossenen (nicht zusammenziehbaren) Weges wieder zu dem Ausgangswert W(zg)
zuriickkommen.

Man kann das wie folgt formalisieren. Wir definieren die (erste) Homotopiegruppe von
M als die Menge der geschlossenen orientierten Kurven in M, die bei 2z, beginnen und
enden. Wir identifizieren zwei solche Kurven, wenn wir sie innerhalb von M ineinander de-
formieren kénnen (man sagt dazu, dass sie ‘homotop’ zu einander sind). Aquivalenzklassen
von Kurven kénnen kombiniert werden, und diese Operation definiert die Gruppenopera-
tion. [Das Einselement ist die triviale Kurve; die inverse einer Kurve ist die Kurve mit der
entgegengesetzten Orientierung.| Die resultierende Gruppe wird iiblicherweise mit 7 (M)
bezeichnet.

Jedes (nicht-triviale) Element v in m; (M) beschreibt also einen nicht-zusammenzieh-
baren Weg in M. Entlang jedes solchen Weges kénnen wir die Phase von W(z) eindeutig
bestimmen; nach Durchlaufen von v ist dann die Phase im allgemeinen

U(z) —— U(7)¥(z) , (3.5.3)

wobei U(7y) eine Phase ist. Da homotope Wege notwendigerweise zu derselben Phase
fithren, definiert U() in der Tat eine Darstellung der Homotopiegruppe,

U:m(M)—=UQ). (3.5.4)

Diese Darstellung charakterisert die ‘Statistik’” der Wellenfunktion.

Mit diesen Vorbemerkungen sind wir nun in der Lage, die verschiedenen Md&glichkeiten
der ‘Statistik’ zu verstehen. In D > 3 ist die Homotopiegruppe des obigen Konfigurati-
onsraums

m (Mp.x) = Sy (3.5.5)

gerade die Permutationsgruppe. Die Statistik des Vielteilchensystems wird also durch eine
1-dimensionale Darstellung der Permutationsgruppe Sy bestimmt. Wir wir schon oben
erwahnt haben, gibt es genau zwei indquivalente 1-dimensionale Darstellungen von Sy,
namlich die triviale und die anti-symmetrische Darstellung. Erstere tritt fiir Bosonen und
letztere fiir Fermionen auf.

In D = 2 ist die Situation jedoch interessanter: dort findet man

m <MD:2,N> = By, (3.5.6)

wobei By die Zopfgruppe ist. Das Auftreten der Zopfgruppe kann man sich leicht ver-
anschaulichen, wenn man das Durchlaufen der Wege in der Zeit auf der z-Achse auftriagt.
Algebraisch wird die Zopfgruppe By durch die Generatoren 7;, i = 1,..., N — 1 erzeugt,
wobei die Relationen durch

TiTiv1Ti = Ti+1TiTi+1 1 = 1,...,N—2

TiTj = TjTZ‘, ‘Z—j|22
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gegeben sind. Diese Relationen stimmen genau mit jenen der Permutationsgruppe (3.1.5)
und (3.1.6) iiberein, es fehlt jedoch das Analogon von (3.1.7). Diese Relation war ver-
antwortlich dafiir, dass die Permutationsgruppe nur zwei 1-dimensionale Darstellungen
besitzt, die dadurch ausgezeichnet sind, dass

o;— +1. (3.5.9)

Da diese Relation fiir die Zopfgruppe By nicht existiert, gibt es in der Tat allgemeinere
1-dimensionale Darstellungen: es ist offensichtlich, dass

Ti b e (3.5.10)

fiir jedes a eine Darstellung der Zopfgruppe By definiert. In zwei Dimensionen gibt es
also nicht nur Bosonen (a = 0) und Fermionen (o = ), sondern auch Teilchen mit ‘frak-
tioneller Statistik’, (o € (0, 7)). Diese Teilchen werden ‘Anyonen’ genannt. Anyonen sind
im fraktionellen Quanten-Halleffekt, in dem die relevante Physik in einer 2-dimensionalen
Ebene stattfindet, tatsdchlich beobachtet worden (Tsui, Stormer, Laughlin Nobelpreis
1998).
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4 Zweite Quantisierung

In diesem Kapitel wollen wir einen Formalismus einfiithren, der es uns erlaubt die Viel-
teilchenzustdnde fiir Bosonen und Fermionen in einer rechnerisch bequemen Art dar-
zustellen. Wir hatten bereits in Kapitel 2 die Zustdnde des Strahlungsfeldes als Viel-
Photonenzustédnde in Form von Besetzungszahlzustinden fiir die einzelnen Moden ein-
gefithrt. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erwiesen sich dabei als elegante
Werkzeuge zur Manipulation dieser Zustdnde. Hier wollen wir diese Methode fiir andere
Teilchen verallgemeinern. Man nennt diesen Formalismus etwas abwegig ‘Zweite Quan-
tisierung’. Er hat jedoch nichts mit einer neuen Quantisierung zutun, sondern erlaubt
lediglich eine bequeme Behandlung von Vielteilchensystemen, ohne die komplizierten und
etwas unpraktischen Vielteilchen-Wellenfunktionen des vorhergehenden Kapitels verwen-
den zu miissen.

4.1 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Wir beginnen zunéchst mit der Analyse fiir den Fall von Bosonen ohne Spin.

4.1.1 Bosonen ohne Spin

Wir betrachten ein Verteilchensystem nicht-wechselwirkender Bosonen, deren Einteilchen-
zusténde durch [¢),) beschrieben werden, wobei die |¢,) eine vollstiandige orthonormierte
Basis des Einteilchenraums bilden. Ein Zustand mit n, dieser Bosonen wird, wie im letz-
ten Kapitel gezeigt, durch eine symmetrische Produktwellenfunktion (Produktzustand)
beschrieben, den wir mit |n,) bezeichen. Wir definieren nun die Operatoren a, und aL
mit den Eigenschaften:

Vernichtungsoperator:  a,|n,) = /n,|n, — 1) ,
Erzeugungsoperator: aL|nu> =n,+1|n,+1).
Die adjungierten Operatoren erfiillen dann
(nulal, = /. (n, — 1] und (nula, = /n, + 1(n, +1] . (4.1.2)

Mit diesen Operatoren dndern wir die Zahl der Bosonen in einem Zustand. Wir fiihren
nun das ‘Vakuum’ |0) als den Zustand ohne Teilchen ein; dieser Zustand ist dadurch
ausgezeichnet, dass

(4.1.1)

a 0y =0  bzw.  (0af,=0. (4.1.3)
Man zeigt leicht, dass diese Operatoren die Vertauschungsregeln
[CLH,CLH] = [CLL,CLL] =0 ’ [aﬂvaL] =1 (414)

erfiillen. Die ersten beiden Gleichungen sind offensichtlich; die dritte Gleichung folgt direkt
aus

[a“,aL]|n“> = a“al\nu)—aLau\nu> (4.1.5)

=+ lan, +1) - \/n_uaun“ = 1) =[n+1) = n]ny) = [n) -
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Der Zustand |n,,) ldsst sich dann auch als
(al)™

n,.) = W

schreiben. Schliesslich definieren wir den Teilchenzahloperator durch

10) (4.1.6)

n, = aLaM mit nplnu) = nung) - (4.1.7)
Wie im Fall des harmonischen Oszillators rechnet man leicht nach, dass

(N, a,] = —a, , [nu,aL] aL . (4.1.8)

Die Operatoren a, und aL erniedrigen und erhchen daher den Eigenwert des Teilchen-
zahloperators um eins.

Es ist relativ offensichtlich, wie dieser Formalismus auf Zustdnde mit anderen Anregungen
erweitert werden kann: wir charakterisieren den Zustand einfach durch seine Besetzungs-
zahlen. Der allgemeine Zustand ist von der Form |nq,ng,...,n;,...); er beschreibt den
total symmetrischen Produktzustand in dem n; der Bosonen im Zustand [¢)) sind, ny im
Zustand [i1), usw. Zum Beispiel entspricht dem Zustand |ny, ns) die Produktwellenfunk-
tion

Z ¢1(r P(1) ) 7vbl(r P(n1) ) 1D2<I' P(ni1+41) ) ¢2(r P(”H—nz)) . (419)

PESn, +ny

Die allgemeine Formulierung ist folglich
ai|n1,...,ni,...> :\/n_i|n1,...,ni—1,...)
a}\nl....,ni,...) :vni+1|n1,...,ni+1,...>

(4.1.10)
(nl,...,ni,...|a3:\/n_Z-(nl,...,ni—l,...\
(nyy..oyngy.ag=~+mi+1{(ng, ... ,n; +1,.. .|
mit den Vertauschungsregeln
[ai,a}] = 0ij » la;, a;] = [aj,aj] 0. (4.1.11)

Die Zustidnde konnen aus dem Vakuum erzeugt werden geméss
IO N 1 L (11
Y Y 79 /_nll /—n1'

wobei das Vakuum |0) der Zustand ist, in dem alle Besetzungszahlen verschwinden. Der
so erzeugte Zustandsraum wird Fockraum genannt. Auf diesem Raum gibt es den allge-
meinen Teilchenzahl-Operator

:ZﬁZ:Zajal mit N|n1, <an> |n1, >

(4.1.13)

] 0) (4.1.12)

Seine Eigenwerte bestimmen die Gesamtzahl der vorhandenen Teilchen.
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4.1.2 Fermionen mit Spin 1/2

Im fermionischen Fall kann wegen des Pauli-Prinzips jeder Zustand (inklusive Spin-Quan-
tenzahl) nur durch ein Fermion besetzt werden. Die Besetzungszahlen n,, die die Be-
setzung des Einteilchenzustands |u) beschreiben, kénnen daher nur die Werte n, = 0,1
annehmen. Der Zustand, in dem kein Teilchen vorhanden ist, ist der Vakuumzustand; er
wird wiederum durch |[0) = |0,0,...) bezeichnet.

Wie im bosonischen Fall ist es niitzlich Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu
definieren, die die entsprechende Teilchenzahl um eins erhdhen bzw. erniedrigen. Wie
zuvor werden diese Operatoren mit aL und a, bezeichnet. Im fermionischen Fall sind sie
durch die Relationen

al) =10) . af0)=0, ajfy=0. afjo)=]|) (4.1.14)

charakterisiert. Man rechnet leicht nach, dass diese Operatoren die folgenden Antikom-
mutationsrelationen erfiillen

{ay,a,} = {aL,aL} =0, und {au,al} =1. (4.1.15)
Hierbei ist
{A,B}=AB+BA (4.1.16)
der Antikommutator. Die ersten beiden Relationen in (4.1.15) bedeuten lediglich, dass
auau:aLaLzo , (4.1.17)

was natiirlich direkt aus (4.1.14) (bzw. dem Pauli-Prinzip) folgt. Die letzte Identitét von
(4.1.15) folgt aus

{awaLHO) = auaL|O> = 10)

{awaLHl) = aLau|1> = 1) .
(4.1.18)

Der Teilchenzahloperator ist wiederum durch
h, =al a, (4.1.19)

definiert.

Das Problem wird jedoch ein wenig subtiler, wenn wir mehr als einen Einteilchenzu-
stand betrachten. Zur Illustration analysieren wir zunéchst den Fall zweier fermionischer
Zusténde 1 und 2. Dann gilt

ab0,0) =10,1) a}|1,0) =|1,1) abl0,1) =0 ah|1,1) =0

a2|0,0) =0 a2|1,0) =0 a2|0,1) = |0,0> a2|1,1) = |1,0>
4.1.20
all0,0) =11,0) a{|1,0)=0  a}|0,1) =—[1,1) al|l,1)=0 ( )

a1|070>:0 &1|1,0>:|0,0> &1|O,1>:0 &1|1,1>:—|O,1> .
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Die dabei auftretenden Vorzeichen sind eine Folge der Antisymmetrie der fermionischen
Wellenfunktionen. Wir definieren

[n1,n2) = (ab)"(al)™[0) | (4.1.21)

wobei ny,ny € {0,1}. Die Reihenfolge der Operatoren ist in dieser Gleichung wichtig,
denn die Operatoren erfiillen die folgenden Antikommutationsrelationen

{a;,a;} = {al, a}} =0 und {a;, a} = 0;j - (4.1.22)
Man rechnet leicht nach, dass damit die Relationen (4.1.20) richtig reproduziert werden.
Insbesondere gilt zum Beispiel a{a% = —agai, was fiir das Vorzeichen in der dritten Zeile
von (4.1.20) verantwortlich ist. (Dieses Vorzeichen ist natiirlich gerade eine Folge davon,
dass die fermionischen Wellenfunktion ¥ total antisymmetrisch in den Variablen 1,..., N

ist — siehe (3.3.7).)
Es ist nun relativ offensichtlich, wie dieser Formalismus auf beliebig viele Zusténde
erweitert werden kann. Dazu definieren wir

Iy, no, . ooomgy .y = (@)™ (@)™ (@)™ [0)  mit a]0) =0, (4.1.23)

2

wobei die Operatoren die obigen Antivertauschungsregeln (4.1.22) erfiillen. Der gesamte
Teilchenzahloperator ist nun gegeben durch N =3 7; =3, a}aj.

Im folgenden beniitzen wir die Konvention, dass der Spinindex explizit aufgefiihrt wird
(und nicht in dem Zustandsindex p implizit enthalten ist, der lediglich den rdumlichen
Anteil des Zustandes charakterisiert). Wir definieren also die Operatoren a!, bzw. a;, die
ein Boson oder Fermion mit Spin s im rdumlichen Einteilchenzustand [¢;) erzeugen bzw.
vernichten. Die relevanten Vertauschungsregeln sind dann einfach

isy s Qjsy|e = [agsl, a}SQ]i =0, und [aisl,a;s2]i = 0;j 05y - (4.1.24)

Hierbei definiert
[A,Bly =AB+BA (4.1.25)

in uniformer Weise Kommutatoren (—) und Antikommutatoren (4). In (4.1.24) gilt der
‘+7 Index fiir Fermionen, und der ‘-’ Index fiir Bosonen.

4.2 Feldoperatoren

Wir bezeichnen die Wellenfunktion, die zu dem Einteilchenzustand 1; gehort durch ;(x).
Nach Annahme definieren die Wellenfunktionen v;(x) eine vollstandige Orthonormalbasis
des entsprechenden L2-Raumes. Daher gilt insbesondere, dass

/ B (%) 1y (x) = 65 (4.2.1)
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Sein nun f(x) eine beliebiges Element des relevanten L*-Raumes. Wegen der Vollstindig-
keit der v;(x) konnen wir f(x) nach den 1;(x) entwickeln, d.h. es gilt

f(x) = Z cithi(x) (4.2.2)
wobei, wegen der Orthonormalitét (4.2.1), ¢; durch

¢ — / Py 61 (y) F(¥) (423)

gegeben ist. Es gilt daher
£00 = [y 3) 03 i) (42.4)

Da diese Relation fiir beliebiges f(x) gilt, folgt daraus, dass

Z Vi (y) ¥i(x) = 6¥(x —y) . (4.2.5)

Nach diesen Vorbemerkungen koénnen wir nun die Feldoperatoren definieren. Unter
den Feldoperatoren versteht man die operator-wertigen Funktionen, die durch

) =Y e, Wi =Y i, (4.2.6)

definiert sind. Die physikalische Interpretation von Wi(x) ist, dass es das Teilchen im Spin-
zustand s (dessen Einteilchenzustdnde durch 1); beschrieben werden) am Ort x erzeugt.
Entsprechend vernichtet Wy(x) ein Teilchen im Spinzustand s am Ort x. Die Feldopera-
toren erfiillen die Vertauschungsregeln

[\1181 (X)> \I]sz(y)]:l: = [\11;[1 (X)> \I]lz(}’)]j: =0. (427)

Diese Vertauschungsregeln folgen direkt aus jenen der zugehorigen a, und aL Operatoren;
die 9, (x) sind ja Funktionen und vertauschen untereinander.

Die einzige interessante Vertauschungsregel betrifft daher jene von W, (x) mit W! (y),
fiir die wir berechnen

[\Ds1 (X)> \I]lg (Y)]:I: = Z %(X) @D;(y) [ais1> a;SQ]:I:
= Osis Z Vi(x) Y5 (y) 0i

= ass D Wi(X) U] (y) = 0y, 0P (x —y) | (4.2.8)
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wobei wir in der letzten Zeile (4.2.5) angewendet haben.

In dieser Sprache ist es nun einfach, Vielteilchenzustédnde zu behandeln. In der Orts-
raumbasis werden diese durch sukzessive Wirkung der Feldoperatoren erzeugt. Zum Bei-

spiel beschreibt

1
IX 1,815+ ;X pny Sp) = o Ul (x,)- - Wl (x1)]0) (4.2.9)

den n-Teilchenzustand, wo die n Teilchen durch (x;,s;) parametrisiert sind. Wegen der
Vertauschungsrelationen der Feldoperatoren gilt sofort, dass

|X1,81;X9,82; .. +;Xpn, Sp) = £[Xo,82;X1,81;.--;Xn, Sn) - (4.2.10)

Auf einen n-Teilchenzustand angewendet erzeugt der Feldoperator W' einen (n + 1)-
Teilchenzustand

Ul(x) %1, 805X, 80) = VR L[x0, 8150 5K, 800X, 8) (4.2.11)

Entsprechend ist die Wirkung eines Vernichtungsoperators geméss der obigen Vertau-
schungsregeln

Ue(x) |x1,81;..;Xn, Sn)

= 0, ) <= W, () 0 ()0

(0% = X0)ds, £ W1 (x0)W,(x) | W], (x00) -+ W, (x1)[0)

= |:6(X _Xn)éssnXlasl;---;xn—lasn—l>
j:(S(X - Xn—l)(sssnfl |X1> St -5 Xn—2, Sn—2; Xn, Sn> +
co b (D) (X — X 1) Oasy [X 2,827 X, S0) | (4.2.12)
wobel fiir Bosonen ‘+’ und fiir Fermionen ‘—’ auftritt.

Das Skalarprodukt zweier Vielteilchenzustéinden (wir lassen im folgenden die Spinin-
dizes weg) berechnet sich zu

5nm
) PeSy

Falls ¢ eine Wellenfunktion im n-Teilchenraum beschreibt, dann ist der zugehorige Zu-
stand

lpy = /d3x1...d3xn¢(x1,...,xn)|X1,...,xn> (4.2.14)
1
= g Z(j:)|P‘ /d3X1'-'d3xn¢(XP(1)a---,XP(n))|X1a--'>xn>,
" PeS,
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wobei fiir Bosonen ‘+’; und fiir Fermionen ‘—’ gilt. Hier haben wir die Symmetrie der
Mehrteilchenzusténde (4.2.10) beniitzt; zu dem resultierenden Zustand triagt also auto-
matisch nur der richtig symmetrisierte Teil der Wellenfunktion ¢ bei. Formal konnen wir
diesen symmetrisierten Anteil daher als

(X1, ., Xn|@) = % > (@B o(x py, - X p() (4.2.15)

" PES,

schreiben.

4.2.1 Fockraum

Fiir jedes quantenmechanische System mit fixierter Teilchenzahl definieren wir den Hil-
bertraum H,,, der einen vollstindigen Vektorraum aller Zusténde mit n-Bosonen oder
n-Fermionen darstellt. Die Feldoperatoren verbinden Hilbertrdume mit verschiedener Teil-
chenzahlen.

Ul(x): Hy — Hps und Ui(x):Hy— Hpo - (4.2.16)

Entsprechend benétigen wir einen erweiterten Raum, den man Fockraum nennt:
F=PH. . (4.2.17)
n=0

Der Raum Hy besteht nur aus dem Vakuum, |0) mit (0|0) = 1. Ein beliebiger Vektor
der Fockraums kann Komponenten in verschiedenen H,, besitzen; iiblicherweise nimmt
man jedoch an, dass nur endlich viele Vektoren 1, € H,, nicht-trivial sind. Ein typischer
Vektor ist also von der Form

) = {[Y0)o, [¥1)1, |¥2)2, [¥3)3, .. |[¥n)n, O0,...} (4.2.18)

wobei [1;); € H;. Die Norm solcher Vektoren ist

o0

(VW) = (Wb (4.2.19)

n=0

mit dem jeweiligen Skalarprodukt fiir jeden Hilbertraum H,,. Wegen der obigen Annahme
ist diese Summe immer endlich und konvergiert daher.

4.3 Observablen in der 2. Quantisierung

Wir kénnen auch Observable, die durch selbst-adjungierte Operatoren beschrieben wer-
den, durch die Feldoperatoren ausdriicken. Als erstes Beispiel betrachten wir den Teil-
chenzahldichteoperator.
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4.3.1 Teilchenzahldichte

Der Teilchendichteoperator im n-Teilchenraum des Fockraums ist definiert durch
H(x) =D 6D (x—%) . (4.3.1)
i=1

Um zu verstehen, wie dieser Operator wirkt, betrachten wir zwei Zusténde |¢) und |y) im
n-Teilchenraum von der Form (4.2.14). Der Erwartungswert des Teilchendichteoperator
p(x) ist dann

(x|p(x)]|p) = /dx1~-~dxn<x\x1,..., (x1,. .. X,JZé X —X;)|®)

= /dxl---dan(S(g)(x—xi)(x|x1,...,xn) (X1, ..., Xp|0)

i=1

= n/dxl s dX o1 (XX, X1, X) (X X1, X[0) , (4.3.2)

wobei wir in der ersten Zeile eine Partition der Identiét eingesetzt haben. In der letzte

Zeile haben wir beniitzt, dass wir die Teilchen-Koordinaten fiir jeden Summanden so

umbennen kénnen, dass die Variable x; in der J-Funktion gerade x,, ist. Das gibt daher
n identische Terme, da sich die allfdlligen fermionischen Vorzeichen gerade weghaben.

Wir behaupten nun, dass in der Sprache der Feldoperatoren der Operator p(x) gerade

durch
p(x) = \I/T(X) U(x) (4.3.3)

gegeben ist. [Wir unterdriicken hier die Spinindizes.] Um dies zu beweisen, berechnen wir
einfach wiederum nach Einsetzen einer Partition der Identitét (beachte, dass der Zustand

\D(X)|¢ € Hn—l)
(X (%) U(x)|g) = /dxl"'dxn—1<X‘\I]T(X)‘X17---vxn—1> (X1, X1 [W(x)[9)

= n/dx1~-~dxn_1<x|xl,...xn_1,x> (X1, ..., Xp_1,X|0) ,

wobei wir (4.2.11) beniitzt haben (sowie die entsprechende adjungierte Relation).
Der Gesamtzahl-Operator ist dann

N = / d*x p(x) = / Px Ul (x) U(x) . (4.3.4)

Wenn wir die Definition der Feldoperatoren einsetzen wird das

N o= Z / dx; (X)al 1 (x) g,
= Saloy [ #xvitou = ala 19
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was mit der fiitheren Definition (siehe den Paragraph nach (4.1.23)) iibereinstimmt.

4.3.2 Weitere Operatoren

Ein weiterer wichtiger Operator ist der Operator der kinetischen Energie, der in Er-
zeugungs- und Vernichtungsoperatoren die natiirliche Form

- Z / dBx al 7 (x) (-%W) 0i(x) a; (4.3.6)

hat. Nach partieller Integration (wir nehmen an, dass die Randterme im Unendlichen
nicht beitragen) liasst sich das als

T o hz d3 Tv * V. .
= %; xa, Vi; (x) %(X)a]

h? 5 ;

= 5 d’x VU (x) VI (x) (4.3.7)
schreiben. Formal sieht dieser Ausdruck aus wie der Erwartungswert der kinetischen Ener-
gie einer Einteilchenwellenfunktion W +— ;. Diese Analogie ist aber nur formaler Natur,
da v; eine komplexwertige Funktion ist, ¥ hingegen aber eine operator-wertige Funkti-
on definiert. Die formale Korrespondenz ist jedoch der Grund dafiir, warum man diese
Beschreibung ‘2. Quantisierung’ nennt: man kann formal die richtige Beschreibung der
Observablen erhalten, indem man die Einteilchenwellenfunktionen durch Feldoperatoren
ersetzt!
Die potentielle Energie H pot 15t in gleicher Weise

H por = /d3x Ux)¥(x)¥(x) = /d3x Ux)p(x) . (4.3.8)

Entsprechend koénnen auch die anderen Einteilchen-Operatoren in zweiter Quantisierung
dargestellt werden. Zum Beispiel ist die Teilchenstromdichte
A h

J (%)

oder die Spindichte, z.B. fiir Spin 1/2 Fermionen

§ (x) = g S Wl (x) G Ty (%), (4.3.10)

= (qﬁ(x) VU(x) - VIi(x) \y(x)) (4.3.9)

wobel 7, die Pauli-Matrizen sind.

Fiir das folgende ist es auch wichtig, Mehrteilchen-Operatoren zu definieren, zum
Beispiel den Operator, der die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen beschreibt. Falls
diese Wechselwirkung durch ein Potential beschrieben ist, gilt

o =5 3 [ [ @Y U0 W0 V- 1) Va0, (4311)

51,52
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wobei der Faktor 1/2 das Problem der Doppelzahlung korrigiert. Dieser Operator vernich-
tet zuerst und erzeugt dann wieder zwei Teilchen an den Stellen x und y; der Wechsel-
wirkungsterm V(x — y) tragt dann nur bei, falls bei x und y tatséchlich Teilchen sitzen.

4.3.3 Feldgleichungen

Die Feldoperatoren konnen natiirlich auch in der Heisenberg-Darstellung diskutiert wer-
den. Dann haben sie ein explizite Zeitabhéngigkeit vermoge der Transformationsgleichung

U(x,t) = ey (x) e HIN (4.3.12)

wobei W(x) der (bis anhin betrachtete) Feldoperator in Schrodingerbild ist. Die Zeitent-
wicklung wird dann durch die fiir das Heisenberg-Bild iibliche Gleichung

ih%llf(x,t) = —[H,U(x,t)] = — TV H W(x)e Hi/n (4.3.13)

beschrieben.

Wir berechnen zunéichst den Kommutator mit dem kinetischen Energieoperator 7 (im
folgenden unterdriicken wir die Spinindizes, auf die der Hamiltonoperator nach Annahme
nicht wirkt)

T = [ @y [TV V), v
= [y g (V80— y) - (VO(D) = V) (13,09

Der Kommutator mit dem Zweiteilchen-Wechselwirkungsterm ist andererseits
) 1 -
[H o, ¥(x)] = 5/0[3}’1 /dSY2 _\DT(Yl)\I’T(Y2)V(Y1 —Y2)‘I’(Y2)‘I’(Y1),‘I’(X)}
1 -
= 5 [ [ @y W) Wi, 0] Vv - v v ¥

= 5 [ @ [ @y [5590 —20 ¥ (5) = 695 - x) W)
xV(y1 —y2) Y(y2) Y(y1)
=~ [ Ey Ve V- ) 1) U (4.3.15)

wobei wir beniitzt haben, dass V(x) = V(—x), was insbesondere aus der Rotationssym-
metrie des Potentials folgt. Formal kann man das dann als Bewegungsgleichung schreiben

ih%‘lf(x,t) = —%W\D(x,t) +/d3y\IfT(y,t) Vix —y)¥(y,t) ¥(x,t). (43.16)

Es ist im allgemeinen nicht einfach, diese Gleichung zu l6sen. Es gibt jedoch einige
Néherungsmethoden, die wir zum Teil im nédchsten Kapitel betrachten werden, oder die
zum Repertoire der Quantenfeldtheorie gehéren und iiber diese Vorlesung hinausgehen.
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4.3.4 Freie Felder

Im folgenden werden wir uns hauptséchlich mit dem Fall beschéftigen, bei dem die Wel-
lenfunktionen 1;(x) ebene Wellen sind, die durch k « i parametrisiert werden

1 ik-x
Yr(x) = VoAl (4.3.17)

Wir haben hierbei angenommen, dass das System in einen Kasten mit Kantenldnge L
eingeschlossen ist, so dass das Volumen V gerade V = L3? ist. Weiterhin verlangen wir
periodische Randbedingungen, was dazu fiihrt, dass die erlaubten Wellenzahlvektoren zu

2

k = T(nmny,nz) Ny, Ny, Ny € L (4.3.18)

eingeschrankt sind. In diesem Fall sind die Feldoperatoren explizit durch
1 .
Uy(x) = — Y e* %,  Ul(x — ) ekxgl (4.3.19)

gegeben, wobei aLS und ay s der Erzeugungs- beziehungsweise Vernichtungsoperator fiir
ein Teilchen im Zustand mit Wellenvektor k und Spinindex s ist.

—

K,s

T<+c7,s

k /IS V4
Abbildung 8: Graphische Darstellung der Zwei-Teilchen Wechselwirkung.

In diesem Fall vereinfachen sich manche der obigen Formeln. Zum Beispiel ist der Operator
der kinetischen Energie nun einfach

h2k?
= Z —al ay, (4.3.20)

Die obigen Zweiteilchenwechselwirkung wird

- 1
Hyw = 5 Z Z aLlJrqSl aLQ_qSQ Vg kysy Ok sy s (4.3.21)

kikoq s152
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wobel

1 )
V(x) =1 > Vaelrx (4.3.22)
q
Hierbei haben wir beniitzt, dass
, / 1
/ d3xezx(k1+Q—k1) = V(Skll,kl-i'q (4323)
1%

ist und entsprechend fiir das y-Integral.

Die Formulierung mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren kann auch
bildlich verstanden werden, ndmlich als die Vernichtung zweier Teilchen mit Wellenvek-
toren k; und ko und die Erzeugung neuer Teilchen k; + q und ko — q, wobei ein
Impulsiibertrag von q stattgefunden hat.
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5 Korrelationsfunktionen und Anwendungen

In diesem Kapitel wollen wir den Formalismus der zweiten Quantisierung auf eine Reihe
von einfachen Problemen anwenden. Zunéchst betrachten wir ein Gas nicht-wechselwir-
kender Spin—% Fermionen.

5.1 Korrelationsfunktionen fiir Fermionen

Wir betrachten ein Gas von N freien Fermionen mit spin S = 1/2. Der Grundzustand
ist gegeben durch die Besetzung der niedrigsten Einteilchenenergiezustinde mit je zwei
Fermionen (T und |). Die Einteilchenenergien sind durch Ey = h2k 2 /2m gegeben. Daraus
folgt fiir den Grundzustand:

@)= ] al.l0), (5.1.1)

|k|<kF,s

wobei die vorgegebene gesamte Teilchenzahl gleich

N = Z(‘I’d ks |Po) = ans (5.1.2)
k,s t k,s
a’ksakS
ist, mit
_ 1 K[ <kp
A kz
k. A
ky
K,

Abbildung 9: Die Fermi-Kugel.

Dies definiert die Fermi-Wellenzahl kr, denn

2V o2V Ar
N = s = —— Pkl=—"—=>="}3 kp = [37%n]Y/3 5.1.4
> o= Gy |, CHEEA

|[<kr

wobei n die mittleren Teilchendichte ist, n = N/V. Die Dichte der Fermionen ist konstant
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im Raum,

(ol p(x)|@g) = Y (Dol Tl(x) Ty(x)|Do)
= LTS R (ol [ 0)

s kiko

= V Z (I>0|aksak5|<1>0 Z?’Lks = . (515)

Die einfachste Anregung eines entarteten Elektronengases erhélt man, indem man ein
Elektron aus der Fermi-Kugel herausnimmt und in einen Zustand ausserhalb der Fermi-
Kugel bringt. Man sagt dann auch, dass man ein Teilchen-Loch-Paar erzeugt, denn der
zugehorige Zustand ist

‘(I)> = a;rqsl ak282|q)0> ) (516)

wobei |ky| < kp und |k;| > kp. Das im Zustand |k, s;) fehlende Elektron wirkt sich wie
ein positiv geladenes Teilchen (Loch) aus.
5.1.1 Einteilchen Korrelationsfunktion

Wir untersuchen nun die Amplitude dafiir, dass wir am Ort y dem System ein Teil-
chen mit Spin s entnehmen und es bei x wieder einfiigen kénnen. Dies wird durch die
Korrelationsfunktion

Gulx =) = (@0 W) W[y )|®0) = Sg.(x —¥) (5.1.7)

beschrieben. Wir berechnen

Gs X —y - —zkl x+ik oy dla Ok s 16} / =)
( ) Vklzlgz (Dol 5010} = k<t (27)
nk185k1,k2
1 kp +1 ]
= —/ dk k2/ d cos @ eFlx—ylcost
(27T)2 -1
kg _
_ : / dk ksin(klx —y|) = 3nsinx 3xcos:c
21 |x -y 2 x r—kplx—y|
Man sieht leicht ein, dass
lim G (r) = g . lim Gy(r)=0. (5.1.8)

—y ) entspricht gerade dem Uberlapp der bei-

A

Die Einteilchen-Korrelationsfunktion g,(x
den (normierten) Zusténde

\/gllfs(x)@o) und \/gllls(y)@o)- (5.1.9)

67



5.1.2 Paarkorrelationsfunktion

Die Paarkorrelationsfunktion definieren wir durch

n

(5) gevx =) = (@olWL( )WLy ) Wy ), 06) o) (5.1.10)

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dem System zwei Teilchen entnehmen zu koénnen, eines
am Ort x mit Spin s und das andere bei y mit Spin ¢’

n

<§>QQSSI(X —y) =) HBu(N = 2)[ W (y ) Us(x)| o) [* (5.1.11)

wobei die Summe iiber alle um 2 Teilchen reduzierten Zustiande lduft. Diese Identitét folgt
direkt aus der Definition durch Einsetzen der Eins.

Im Impulsraum (Besetzungzahlraum) ldsst sich die Korrelationsfunktion wiederum
einfach ausrechnen

n\ 2 1 ik —K o)X —i(q—q )
<§> gss/(x — y) = — Z e Z(kl k2) X6 Z(ql QZ) y <(D0|aL18aj118/ anS’ ak23‘®0> .
kik2,91,92

(5.1.12)
Beachte, dass der Erwartungswert auf der rechten Seite nur dann nicht verschwindet, wenn
wir jedes Teilchen, das wir vernichten, auch wieder erzeugen. Betrachten wir zunéchst den
Fall s # ', dann ergibt sich sofort, dass k1 = ks und q; = q,, und wir erhalten

(g)Qgssf(x ~y)= %Z(@O\ﬁksﬁqy\fbo) = (g)Q , (5.1.13)
k.,q

d.h. gs¢(x —y) =1 ist unabhingig vom Abstand. Fermionen mit ungleichem Spin (un-
terscheidbar) sind vollig unkorreliert.

Anders ist die Situation fiir den Fall s = ', denn dann findet man

<q)0‘air{13a1118 anS ak25‘®0> = 5k1k2 5q1QQ<(I)O|a11;13aj]18GQQS ak23|q)0>

+0k1a; Oq .1 (Polaf, @l aq,s e, Po)

= <6k1k2 6‘11‘12 - 5k1Q2 5Q1k2> <(I>0|a';[<13 Ak s a':[qls a’q15|(1>0>
= <5k1k25q1q2 _5k1q2 5q1k2> nklanls . (5114)

Damit folgt

<g>2gss(x_y) = % kz (1= e e &=y py g, = <g>2 l—g.(x—y)?, (5.1.15)

und daher
9(sinx — x cos x)*

gss(x —y)=1- 5 (5.1.16)
xr r=kp|x -y |
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0 | Ker

0 T 2T 3mn 41T

Abbildung 10: Die Funktion g,.

Es entsteht ein sogenanntes Austauschloch fiir Fermionen des gleichen Spins — eine
Manifestation des Pauli-Prinzips. Die gesamte Wahrscheinlichkeit ein anderes Fermion im
Abstand r eines gegebenen Fermions zu finden, ist

o(c) = 3[orn(r) + gue)] (5117

Die totale Dichtereduktion um ein Fermion ist daher

w [ o)1) = =5 [ g = -2 [@r 53 memeet

k .k’

2
— __ans =1, (5.1.18)
nV -

d.h. das Austauschloch beinhaltet gerade ein einzelnes Fermion. Somit nimmt jedes Fer-
mion im Raum ein gewisses Volumen (je nach Dichte n) fiir sich in Anspruch. Der Radius,
den ein Fermion einnimmt, ist definiert als

3 d 97\ /% me?
= ——— g = — = —_— s 5119
" " < 1 ) 12k (5.1.19)

wobei 7y den dimensionslosen Radius, der in Einheiten des Bohr-Radius ag gemessen wird,
bezeichnet.

5.2 Grundzustandsenergie des Elektronengases

Wir fiihren nun eine einfache Abschédtzung der Grundzustandsenergie eines geladenen
Elektronengases durch. Jedes Elektron besitzt die Ladung —e. Um Divergenzen in der
Energie zu vermeiden, fithren wir eine uniforme, positive Ladungsdichte en als Hintergrund
(ein ausgeschmiertes Ionengitter) ein, so dass das gesamte System ladungsneutral ist.
Dieses System ist unter dem Namen ‘Jellium-Modell’ bekannt.
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Die Naherung, die wir hier anwenden, wird Hartree-Fock-Methode genannt. Der
Hamilton-Operator ist gegeben durch

H =T+ Hipn+ Hww (5.2.1)

wobei T die kinetische Energie beschreibt, H ion die durch das Tonengitter produzierte
potentielle Energie — wir beriicksichtigen nur das Coulomb Potential eines Ions, also
V(r)=e?/|r| — und H ., die Wechselwirkung beschreibt (siehe (4.3.21). Die Niiherung
besteht nun darin, dass wir die Energie durch den Erwartungswert mit dem Grundzustand
des freien Elektrongases |®g) abschétzen, also

Eur = (9o| H|Dy) . (5.2.2)

Wir kénnen also die drei Terme separat behandeln. Fiir die kinetische Energie finden wir

. h2k 2 2V h2k 2
Ein = (®|T[®0)=> ——n / 4’k
ks |k |<kp

om T (27)8 2m
3 h2k 3
e — ey N—E e N in » 523
5 2m Gt (5:2:3)

wobei Er = h?k%/2m die Fermi-Energie bezeichnet.
Der Wechselwirkungsterm produziert

Bww = (®o| Hww|®p)
= %/d?vx d*y V(x _y)Z<q)0“;[]l(x)\1]1’(y)\I]s’(Y)\I]s(X)‘(I)O)

/

ss
2

— %/d‘gx Py Vix —y) Z nz gss (X —y) . (5.2.4)

ss’

Da
gss’(x - Y) = (1 - 585’) + 588/ <]- - gs(x - Y)2> =1- 585’ gs(x - y)2 (525)

kann man den letzten Term aufteilen in den Hartree-Term und den Fock-Term

n? n? 2
ZZQSS’(X_Y) - ZZ _Zéss’GS(X_y) : (526)

ss’
g

Hartree F(;Z:k
Der erste Term ist der direkte oder Hartree-Term
\% W
EHartree — 5”2‘/0 — N% mit VE) = /dgr V(I‘) s (527)
und der zweite ist der Austausch- oder Fock-Term:
1
EFock = —5 /d3X d3y XS:GS(X - Y)2 V(X - y)
In sin kp|r | —]{ZF|I'|COS]€F|I":|2
= —N=— [ & V(r { = Neoy 5.2.8
i (r) (e ])? (5:2:8)
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Dieser zweite Term ergibt eine Korrektur fiir die Wechselwirkungsenergie, die dadurch
zustande kommt, dass die Fermionen vermeiden sich gegenseitig zu nahe zu kommen.
Dadurch wird die Coulomb-Energie erniedrigt. Fiir das Coulomb-Potential V (r) = e?/|r],
ergibt sich die Austauschwechselwirkung zu

9rne [  (sinx — xcosz)? 3e?
= d = 2 5.2.9
‘ k2, /0 . x® ar " ( )
Die Energie pro Elektron ist also
E %
< = Sn+ % Ten . (5.2.10)

Fiir das (langreichweitige) Coulomb-Potential divergiert V5. Um diese unphysikalische Di-
vergenz zu beheben beriicksichtigen wir nun zusétzlich die Wechselwirkung der Elektronen
mit dem uniformen positiven Hintergrund und erhalten den zusétzlichen Beitrag

Eion = —n/d3x Py V(x —y ) (Po| p|®o) = —NnVj . (5.2.11)
Ausserdem hat der Ionen-Hintergrund noch eine elektrostatische Selbstenergie
2
v
Eion = % /d3X Py V(x —y)= N% , (5.2.12)

womit sich der direkte Term mit den Hintergrundsbeitragen gerade weghebt. Insbesondere
entfernt dies daher gerade die Divergenz proportional zu V.
Wir koénnen auch den Fermi Wellenvektor durch den Atomradius ausdriicken; dazu beob-
achten wir, dass gemiéss (5.1.4)

k‘% . 3 3 To

32 Amrrd dwadrd’ ao

(5.2.13)

wobei ay = mh—; der Bohr’sche Radius ist. Hierbei ist ry der Radius einer Kugel, deren
Volumen gleich dem Volumen pro Teilchen ist; rg ist also ein Mass fiir die Grosse des
Atoms. Die resultierende Energie pro Elektron ist dann

n 221  0.916 R
—7 = €kin €ex = |—5 —
N k 72 rs 4

wobei wir den Radius r, in Einheiten von Rydberg (Ry = €?/2ag) ausgedriickt haben.
Unsere Nédherung ist verniinftig fiir r; von der Grossenordnung 1. Die minimale Energie
ergibt sich fiir ry = 4.83, ein Wert der sich gut mit Alkali-Metallen wie Na mit r, = 3.96
oder K mit r, = 4.86 vergleichen lisst. Korrelationseffekte, wie etwa die Abschirmung
des Coulomb-Potentials durch Elektronen-Umverteilung (Korrekturen zu |®g)) ergeben
weitere Terme

(5.2.14)

E 221 0916
Ry a 72 Ty

+0.062 Inry — 0.096+ - - . (5.2.15)

WV
Korrelationskorrektur

Die Berechnung dieser Korrekturen geht jedoch iiber die Zielsetzung dieser Vorlesung
hinaus.

71



5.2.1 Wigner-Kristall

Im Jahre 1934 hat Eugene Wigner den Vorschlag gemacht, dass fiir sehr kleine Elektro-
nendichten r; — oo die Elektronen ein Gitter (Wigner-Kristall) bilden wiirden. Dies
kommt dadurch zustande, dass die kinetische Energie schneller abnimmt als die Coulomb-
Energie, wenn rg gross wird. Wenn schliesslich die Coulomb-Energie dominiert, strebt das
Elektronengas eine statische regelméssige Ladungsverteilung an. Es ist allerdings sehr viel
komplizierter die Energie dieses kristallinen Zustandes abzuschétzen.

Der Wigner-Kristall ist bisher in dreidimensionalen Systemen nicht beobachtet worden.
In zweidimensionalen Systemen findet jedoch die Kristallisation der Elektronen statt. Ein
Beispiel sind Elektronen auf einer Helium-Oberfliche, wo sie ein Dreiecksgitter bilden
(C.C. Grimes & G. Adams 1979) mit r, ~ 10

5.3 Korrelationsfunktionen fiir Bosonen

Das Verhalten von Bosonen ist deutlich anders. Betrachten wir einen Zustand von N
freien Bosonen ohne Spin. In der Besetzungszahlbasis ist ein Zustand von der Form

D) = [ncy, Ty, - ) = -+ (af, )™ (af )"0 [0) (5.3.1)
wobei ny; = 0,1,2,... die Besetzungszahl bezeichnet. Der Erwartungswert der Teilchen-
dichte ist dann

(@0 (x)T( = Z ek X (Plal ay,|D) = - an =n, (5.3.2)
kKo N———
M1 Ok ke o

und ist daher von x unabhéngig.
Um den Unterschied zu fermionischen Systemen zu verstehen, ist es instruktiv, die
Paarkorrelationsfunktion zu bestimmen. Diese ist wie zuvor durch
ng(x —y) = (@[U(x)V(y) (y)¥(x)®)
1
= = Z e~ i(k1—k2)x—i(q;—qs) <(I)|ak1 Il aq, CLk2|(I)>
kik2,q;,q;

definiert. Bei der Berechnung des Erwartungswertes miissen wir wiederum darauf achten,
dass Teilchen, die vernichtet werden, auch wieder erzeugt werden miissen. Damit kommen
nur folgende Kombinationen von Wellenvektoren in Frage: (k; = ko,q; = q,) und
(k1 = d4,9; = ko), was nicht ausschliesst, dass alle Wellenvektoren gleich sind. Daher
finden wir

(laf,al aq, aic,|P)
= (1 = dx.q,) [5k1k2 Oq,as 1 Okia, 5q1kz] ﬁ‘PIGLGEI Qq, ak1|<1>2

= nkl”‘l1

‘|’5k1q1 5k1k2 5(311(12 <(I>|a;r<1a;r<1ak1 ak1|q)>4 )

= ny, (N, — 1)
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woraus folgt, dass

n’g(x —y) = 72 Z(l — Okq) (1 + e‘i(k_‘”'(x_y)) Nk Ny + an (nx — 1)]
K

k,q

2

Z e~k x=y)

k

= % annq —Zni —an +
| k.a k k

(5.3.3)
Nun betrachten wir zwei Falle:

Fall (I): Alle Bosonen belegen den gleichen Zustand mit kg, d.h. ny = Ndy,. Dann
finden wir sofort

N(N —1)

1
n*g(x —y)=2n* - -N(N+1) = 2 ,

= (5.3.4)

d.h. es liegt keine Korrelation vor. Die Wahrscheinlichkeit das erste Teilchen bei x zu

finden ist N/V, so dass die Wahrscheinlichkeit fiir das zweite Teilchen noch (N — 1)/V
betrégt.

Fall (II): Die Bosonen-Verteilung wird durch eine Gaus’sche Verteilung beschrieben

3
_ me—(k—ko)z/b2 ‘ (5.3.5)

Daraus folgt

Bk
—1 '(X—

~o(7)

ng(x —y) =n2+‘/

(

(5.3.6)

1

_ a2 (1 —b?(x—y)2/2) ol2)
n ( +e + %
wobei wir beniitzt haben, dass
/dgk e—ik~(x—}')nk _ (27‘(‘)372,/ d’k e—ik~(x—}')6—(k—ko)2/b2
(2m)? (by/m)? ) (2m)?

= pe VY Agmikolx-y) (5.3.7)

Wir sehen, dass die Wahrscheinlichkeit zwei Bosonen am selben Ort zu finden zweimal
so gross ist als die beiden sehr weit voneinander anzutreffen. Damit ist klar, dass im
Gegensatz zu Fermionen Bosonen die Tendenz haben, sich zusammenzuballen.
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, 9

Abbildung 11: Die bosonische Paar-Korrelationsfunktion g.

5.3.1 Hanbury-Brown und Twiss-Experiment

Photonen sind Bosonen, so dass man das Konzept der Paarkorrelation mit ihnen testen
kann. Betrachte eine Anlage der folgenden Form:

Wlbspiegel
Quelle . \ . @

\ Detektor

Detektor

Abbildung 12: Hanbury-Brown und Twiss-Experiment.

wo ein Lichtstrahl aus einer inkohdrenten Quelle an einem halbreflektierenden Spiegel
in zwei Strahlen aufgespaltet wird, die dann in zwei verschiedenen Detektoren 1 und
2 nachgewiesen werden. Man betrachtet nun die zeitliche Korrelation der detektierten
Photonen in den beiden Detektoren

Li(t)(t+7) = g(cT) (5.3.8)

wobei iiber die Zeit t gemittelt wird und c7 die rdumliche Distanz der Photonen vor dem
Spiegel angibt (c: Lichtgeschwindigkeit). Das Resultat dieser Messung kann innerhalb
der klassischen Elektrodynamik diskutiert werden. Betrachten wir zwei Moden gleicher
Polarisation, die aus der Quelle kommen: ae®™ ™ und Be’"*. An den beiden Detektoren
wird eine Superposition der beiden beobachtet, deren Intensitéit gegeben ist durch

I; = lae™™i + Be™ ™3 = |a|? + |82 + 2Re {3 ek} ; (5.3.9)

— 0 fiir inkohéirente Strahlung
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wobei j = 1,2 mit r; der Position des jeweiligen Detektors. Die Korrelation der beiden
Signale ist jedoch

T = ]!+ 18"+ aBf? (14 ehiroraehleamm g mikiimraeieary 4 1)
= L1, +2|aB|?cos[(k —k')(r; —r5)], (5.3.10)

woraus klar wird, dass die Korrelation maximal wird, wenn ry = ry (¢7 = |1y — 1o, d.h.
wenn die Distanz der Photonen, die im Zeitabstand 7 aus der Quelle emittiert werden,
gerade gleich cr ist). Wenn wir wiederum annehmen, dass die Verteilungsfunktion der
Wellenvektoren Gauss’sche Form hat, dann ergibt sich die gleiche Korrelationsfunktion
wie in (5.3.6). Damit wird gezeigt, dass die Photonen tatséchlich bosonisches Verhalten
zeigen. Andererseits wird auch klar, dass diese bosonischen Eigenschaften im klassischen
Superpositionsverhalten der elektromagnetischen Strahlung enthalten sind.
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6 Atome und das Periodensystem

Die stationdren Zustéinde des Wasserstoffs und wasserstoff-dhnlicher Atome kénnen exakt
bestimmt werden. Dies ist nicht mehr moglich, wenn wir Atome mit mehr als einem
Elektron betrachten. Wir werden in diesem Kapitel die Struktur dieser komplizierteren
Atome betrachten und einige Ndherungen zu deren Beschreibung einfiihren.

Der Hamilton-Operator fiir Atome hat die Form

wobei Ze die Ladung des Kerns beschreibt. Fiir neutrale Atome ist N = Z. Die Haupt-
schwierigkeit, eine Losung des stationdren Problems zu finden, liegt in der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung, d.h. im letzten Term. Sonst wiirden einfach Produktzustédnde
des wasserstoff-dhnlichen Atoms, die wir dann gemiiss des Pauli-Prinzips mit Elektronen
besetzen konnen, das Spektrum und die Struktur des Atoms bestimmen.

Wir werden im folgenden zwei Naherungsverfahren vorstellen, mit denen Atome ver-
niinftig beschrieben werden koénnen.

6.1 Thomas-Fermi-Niherung

Die Thomas-Fermi Methode ist eine quasi-klassische Behandlung des Grundzustands ei-
nes Atoms. Wir bezeichnen mit p(x) die Wahrscheinlichkeitsdichte der Elektronen im
Grundzustand. Dabei nehmen wir an, dass p kugelsymmetrisch ist, p(x) = p(r). Im Fall
eines neutralen Atoms erfiillt es die Normalisierungsbedingung

47 /000 drrip(r) =27 . (6.1.1)

Die Z Elektronen erzeugen eine Wolke negativer Ladung mit einer durchschnittlichen
Dichte von —ep(r). Zusétzlich gibt es den Atomkern im Ursprung mit Ladung Ze. Die-
se Ladungen erzeugen ein (gemitteltes) elektrostatisches Potential ®(r), das durch die
Poisson Gleichung

— | —r
r \ dr?

beschrieben ist. Zustétzlich haben wir die Randbedingung, dass

2
AP ! < d ) O = 4mep (6.1.2)

Z
o(r) — 25, fiirr — 0. (6.1.3)
T
Im Limes Z > 1 produziert der Kern das stirkste elektrische Feld (verglichen mit jenem
der anderen Elektronen). Dann kénnen wir das Problem in der ‘Einteilchenapproximation’
behandeln, d.h. die elektrostatischen Wechselwirkungen werden dadurch beschrieben, dass
jedes Elektron das gemittelte Potential ® sieht.
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Der Grundzustand des Atoms ist dann also der Zustand in dem die Z Elektronen die
Z niedrigsten Quantenzustidnde eines Teilchens im effektiven Potential ® einnehmen. Die
Dichte p ist dann die Summe der Wahrscheinlichkeiten [1)|? der Z niedrigsten Zustéinde.
Dies bedeutet, dass es eine funktionale Beziehung zwischen p(r) und ®(r) gibt. Um diese
Relation zu bestimmen, machen wir nun die folgende quasi-klassische Approximation.

Man stellt sich vor, dass im klassischen Limes die Anzahl der stationéiren Zusténde
mit Energie im Bereich (€, e + de) proportional zu dem Volumen ist, das die entspre-
chenden Zustédnde im Phasenraum des klassischen Problems einnehmen. Der relevante
Proportionalititsfaktor ist einfach h? = (2wh)?, wobei d die Anzahl der Dimensionen ist.
Wir bezeichnen mit Er die Fermi-Energie der Elektronen (die wir uns nun als Fermigas
vorstellen). Dann ist die Dichte der Elektronen

2 fals E=2Z —ed(r) < E
n(x,p) =14 @mF 4 2 — €2(r) < Ep (6.1.4)
0 falls £ = 2 — e®(r) > Ep .

Der Faktor 2 im obigen Proportionalitdatsfaktor beriicksichtigt, dass Elektronen Spin

2
27h)3
1/2 haben und daher dass jeder ‘rdumliche’ Zuétarid (der duch die Phasenraumvariablen
charakterisiert wird) zweimal besetzt werden kann. Fiir grosse Z ist Er ~ 0.

Nun wollen wir aus (6.1.4) die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(r) erhalten. Dazu neh-
men wir einfach an, dass dies dadurch beschrieben ist, dass wir zu vorgegebenem x die

Dichte n(x,p) iiber alle p integrieren, also
2 3

2

E= ;’—m — ed(r) (6.1.6)

ist die Bedingung an p einfach |p| < v2me®. Daher erhalten wir (fiir ®(r) > 0)

p(r)zﬂf\/m

o | dpp? = T <2me®(r)>3/ © (6.1.7)

3(27h)

Diese Gleichung kann nun in die Poisson Gleichung (6.1.2) eingestetzt werden, was zu
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir @ fiithrt. Zusammen mit der Normierungs-
(6.1.1) und Randbedingung (6.1.3) bestimmt diese Gleichung dann & eindeutig.

Um diese Rechnung explizit auszufiihren fithren wir neue Variablen ein

713y r®(r)
€T = ) X = )
b Ze

1 »2 /37\?? a /37\??

(6.1.8)
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Dann ist p, ausgedriickt durch die dimensionslosen Gréssen x und x, einfach

z (K>3/2 falls x(r) > 0

p(x) =19 4nb® \z (6.1.10)
0 falls x(r) < 0.
Die fundamentale Differentialgleichung fiir x ist dann die Gleichung
pe —1/2 . 3/2
Ix _ [ X falls xy > 0 (6.1.11)
dz? 0 falls x <0,

wobei wir die Randbedinung x(0) = 1 haben. Die numerische Losung ergibt

1-16z —0
x(z) ~ (6.1.12)

144 73 1 — 00

Aus dieser Formel fiir x(z), bzw. ®(r), kénnen wir mit (6.1.7) die Wahrscheinlichkeits-
verteilung p(r) der Elektronen erhalten. Daraus wiederum kann man den Atom-Radius
abschétzen. Dazu definieren wir R(«) als den Radius, innerhalb dessen der (1 — «)’te Teil
der Gesamtladung konzentriert ist, d.h.

(1—a)Z =4r /OR(Q) drr? p(r) . (6.1.13)

Falls wir a« = 1/Z setzen (das bestimmt den Radius innerhalb dessen alle bis auf ein
Elektron sich aufhalten) findet man ungefiahr

R=R(1/Z) = const Z~ Y3 qy . (6.1.14)
Die Thomas-Fermi-Niherung sagt also voraus, dass der Atomradius wie Z~/? skaliert.
Mit ansteigendem Z liegt also der Grossteil der Elektronen immer ndher am Kern.

6.2 Hartree-Niherung

Eine andere Ndherungsmethode ist die Hartree-Naherung, bei der wir das Problem durch
Einteilchen-Wellenfunktionen beschreiben (die jedoch von den anderen Teilchen abhén-
gen). Wir bezeichnen die Einteilchen-Wellenfunktionen mit «;, und ihre Energie mit F;.
Die Elektronendichte, die wir vorher betrachtet haben, ist dann

besetzt

p(x) = Z (%) - (6.2.1)

Die Einteilchen-Wellenfunktionen miissen also die folgende Schrédinger-Gleichung erfiillen

(' + Vi) ) vitx) = Bt (622
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wobel das effektive Potential durch

ZZ 2
=2 [y
r x —y|

besetzt

> )P (6.2.3)

JF#i

gegeben ist. Dieses System von Differentialgleichungen (6.2.2) muss nun gelost werden
und die Losungen wieder in (6.2.3) eingesetzt werden, bis iterativ eine selbstkonsistente
Losung gefunden wird, d.h. das effektive Potential wird durch Wellenfunktionen erzeugt,
die Losungen der Gleichungen (6.2.2) sind. In der Hartree-Ndherung hat die Gesamtwel-
lenfunktion daher die einfache Produktform

U(1,...,N) = (1) ¢n(N) (6.2.4)

wobei alle Einteilchenwellenfunktion orthogonal zueinander sind und den N tiefsten Ener-
giewerten entsprechen, inklusive der Entartung fiir die beiden Spins (ohne Spin-Bahn-
Kopplung). Damit haben wir zum Teil das Pauli-Prinzip beriicksichtigt, dass keine zwei
Elektronen im gleichen Zustand sein konnen. Wir haben jedoch hier nicht die total an-
tisymmetrische Gesamtwellenfunktion benutzt, wie es fiir Elektronen eigentlich verlangt
wird. Damit fehlt natiirlich hier die Korrelation durch den Fermionen-Austausch.

6.3 Hartree-Fock-Niherung

Im néchsten Schritt wollen wir nun die Fermionen-Austausch-Eigenschaften in unsere
Rechnung einschliessen. Das bedeutet, dass wir nicht nur eine einfache Produktform der
Vielelektronen-Wellenfunktion betrachten, sondern eine Slater-Determinante wie in Ka-
pitel 3 eingefiihrt,

(1) - (W)
U(1,2,...,N)=—| : : (6.3.1)

Un(D) - YN (N)
wobei 1);(j) eine Einteilchenwellenfunktion bezeichnet fiir den Zustand mit Index i, und j

summarische fiir die Koordinaten (x j, s;) steht. Die Analyse lidsst sich am besten in der
zweit-quantisierten Formulierung beschreiben. Dann ist

o . 1 .
H=> al (i|T|j)a; + > al (i|U]j)a; + 5 > (@ jVIkm) al alay ay, | (6.3.2)
i,j i,j ijkm
wobel ) 702
_p° __zc
=5 U wk (6.3.3)

die kinetische Energie eines Elektrons sowie die auf das Elektron wirkende Kernanziehung

beschreiben, und

62

C x—y]

(6.3.4)
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die Coulomb-Abstossung zweier Elektronen beschreibt. Fiir den Zustand von N Elektro-
nen machen wir den Ansatz

¢) =al---aly|0) (6.3.5)

wobei |0) den Vakuumzustand ohne Elektronen bezeichnet, und alT Erzeugungsoperatoren
fiir den Zustand [i) = |¢);, s;) mit s; = &5 sind. Dabei seien die Zusténde |i) zueinander
orthogonal; die v; bezeichnen die noch zu bestimmenden Einteilchenwellenfunktionen.
Zunéchst berechnen wir den Erwartungswert von H im Zustand 1, (¢|H|v). Fir die
Einteilchenbeitrage finden wir sofort

WITW) = SGITU) (Wlal sl = (T
@IU1) = S GIUL) (el ) = S G0N

Fiir den Zweiteilchenbeitrag findet man andererseits

(¢af a ap ap|) = Sl (Y]al, a} ar am|) + 6iwbim (Vlal al, a an|v)
<6zm6]k - 5ik6jm)@(mv k € {17 R N}) .
Der erste Faktor besagt, dass sich die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren kompen-
sieren miissen; der zweite Faktor verlangt, dass die beiden Operatoren a,, and a; in der

Menge der im Zustand (6.3.5) tatséchlich auftretenden aq,...,ay vorkommen miissen.
Somit lautet der gesamte Erwartungswert von H

(wIH) = Z/d?’ {-HREIE 2

+3 Z/d3 [y v =yl eoPIu )P (6.6)

2]1

__Zaslsj/cﬁ [y Vi =y )05 ) e )

i,0=1

Nun wenden wir das sogenannte Ritz’sche Variationsprinzip an, das einfach besagt, dass
der Grundzustand |¢)) gerade dadurch charakterisiert ist, dass der Erwartungswert von H
in [¢)) minimiert wird. Die Variationsableitung nach ¢j(x) fithrt dann zu den Gleichun-
gen (um die Normierungsbedingung richtig zu implementieren haben wir den Lagrange

Multiplikatorterm
N

P ([ extoeor-1)
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eingefiihrt)

- - -

+;/d3y Vix —y) @D:(Y)wi(Y)@DJ(X)—5si,sj?/)§k(y)¢,-(x)¢j(y)

~~

Hartree F(Srck
(6.3.7)

Die resultierende Gleichung ist die Hartree-Fock Gleichung. Sie ist eine nichtlineare
Integro-Differentialgleichung und kann nur numerisch gelost werden. Dabei muss diese
Gleichung auch wieder selbstkonsistent fiir alle Einteilchen-Wellenfunktionen gelst wer-
den (wie bei der Hartree-Néherung). Der Eigenwert ¢; entspricht néherungsweise der
Energie des Teilchens j, um es aus dem Atom zu entfernen; dies wird Koopmans Theo-
rem genannt. Offensichtlich erhélt der Lagrange-Multiplikator hier die Bedeutung der
Einteilchenenergie. Wir bemerken, dass wir die Hartree-Ndherung durch Weglassen des
Austauschterms (Fock) erhalten.

Die Gleichung (6.3.7) beinhaltet zwar die fermionische Korrelation zwischen Elektro-
nen mit gleichem Spin, aber nicht zwischen Elektronen mit verschiedenem Spin. Korre-
lationskorrekturen miissen durch andere Nadherungsmethoden, z.B. storungstheoretisch,
gefunden werden.

E = EO + Eo—o—Coul + EAustausch + EKorrolation . (638>
~—~— N——— N—— N——
Einteilchen Hartree Fock andere Methoden

Mit der Hartree-Fock-Néherung konnen wir nun die Energien eines leichten Atoms mit
der Genauigkeit von der Grossenordnung leV berechnen. Fiir viele Eigenschaften ist dies
jedoch nicht ausreichend. Hier einige Beispiele fiir die Energie (in Ry) in der Hartree-
Fock-Nahrung:

Atom E HF E exakt

He —5.724 | —5.808

Be | —29.146 | —29.334

Ne —257.1 | —257.86

6.4 Das Periodensystem

Die Energien ¢; kénnen wegen der Rotationssymmetrie des Atoms, wie im Falle des
Wasserstoff-Atoms, durch die Quantenzahlen n, [ und m ausgedriickt werden. Die Prisenz
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anderer Elektronen fithrt natiirlich zur Deformation des Kern-Coulomb-Potentials, so dass
die grosse Entartung der Energieniveaus des Wasserstoffspektrums teilweise aufgehoben
wird. Die verbleibende Entartung (in der nicht-relativistischen Né&herung) ist durch den
Drehimpuls und die beiden Spinzusténde des Elektrons gegeben: 2 x (2 +1) fiir die Ener-
gie €; = &,,;. Somit ergibt sich fiir jedes e, eine sogenannte Schale, die mit Elektronen (je
einem pro Zustand |n, [, m,s)) gefiillt werden kann:

s-Schale (I =0) | 2 Elektronen
p-Schale (I = 1) | 6 Elektronen
d-Schale (I =2) | 10 Elektronen

f-Schale (I = 3) | 14 Elektronen

Elemente Ladungszahl Z | zu fiillende Schalen: n,(
H - He 1-2 1s
Li - Be 3-4 2s
B - Ne 5-10 2p

Na - Mg 11-12 38
Al - Ar 13- 18 3p
K- Ca 19 - 20 4s
Sc - Zn 21 - 30 3d
Ga - Kr 31 - 36 4p
Rb - Sr 37 - 38 s
Y - Cd 39 - 48 4d
In - Xe 49 - 54 5p
Cs - Ba 55 - 56 6s
La- Lu 57 - T1 5d 4f
Hf - Hg 72 - 80 5d
T1 - Rn 81 - 86 6 p
Fr - Ra 87 -88 7s
Ac - Lr 89 - 103 6d 5f
Rf - Rg 104 - 111 6d 7s

Uun,Uuu,Uub 110 - 112 6d 7s ?
Uuq,Uuh,Uuo 114,116,118 7

Das Erhohen der Kernladung Ze bewirkt die sukzessive Fiillung dieser Schalen. Wie die
Sequenz der Quantenzahlen n und [ geordnet nach ihren Energien ¢,, aussieht, kann nicht
durch einfache Argumention, sondern nur durch komplizierte Rechnung oder Experimente
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bestimmt werden. Es gilt ndherungweise

€1s < €25 < Egp < €35 < E3p T €45 < €3¢ < Eyp < E55

< Eyq < Epp < Eps T Eqf < Epq < Egp < E7s < E5f < Epg < E7p -
(6.4.1)
Damit ldsst sich das Periodensystem der Elemente beinahe zusammenstellen. Die Auffiil-
lung der Energieschalen gestaltet sich wie in der obigen Tabelle.
Wir nennen Elemente mit teilweise gefiillten s-Schalen Alkali-Metalle, mit teilweise ge-
filllten 3d- 4d- oder 5d-Schalen Ubergangsmetalle und mit teilweise gefiillten 4f- oder
5f-Schalen Seltene Erden (siche Abbildung 13).

Periodensystem der Elemente

Gruppe 1 2 3 4 5 6 v 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
I 1 mr v VI VII VI
Periode Schale

1

Lanthanoide

Actinoide

Abbildung 13: Periodensystem, siche Wikipedia http://de.wikipedia.org/wiki/Perioden-
system.

6.4.1 Chemische Eigenschaften

Die chemischen FEigenschaften werden von den dussersten Elektronen bestimmt. Elemente
mit denselben Konfigurationen der dussersten Schale sitzen in der gleichen Spalte der
Periodentabelle und haben dieselben chemischen Eigenschaften. Dabei verhalten sich die
unterschiedlichen Schalen unterschiedlich:

Teilweise gefiillte s- und p-Schalen sind &usserst wichtig fiir chemische Bindungen,
da sich diese Orbitale weit ausdehnen. Inshesondere sind Elemente die nur ein s-Elektron
besitzen besonders reaktiv (H und die Alkali-Metalle Li - Fr). Grosse Reaktivitét finden
wir auch fiir Elemente, die ihre p-Schale bis auf ein Elektron aufgefiillt haben (Halogene
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F - At). Vollstdndig gefiillte s- und p-Schale finden wir fiir die Edelgase He, Ne, A, Kr,
Xe und Rn. Diese gehen keine chemischen Bindungen ein.

Teilweise gefiillte d-Schalen der Ubergangsmetalle sind chemisch nicht so relevant,
da sie nahe beim Kern liegen. Sie fithren jedoch zu magnetischen Eigenschaften, wie etwa
dem Ferromagnetismus von Fe, Ni und Co oder zu Antiferromagnetismus in Cr.

Teilweise gefiillte f-Schalen werden bei den seltenen Erden realisiert (Lanthanide und
Actinide). Diese sind so nahe am Kern gebunden, dass sie chemisch eine sehr unterge-
ordnete Rolle spielen. Sie kénnen jedoch lokalisierte magnetische Momente erzeugen und
sind verantwortlich fiir Magnetismus in vielen Festkorpern.

6.5 Hund’sche Regeln

Fiir Elektronen mit teilweise gefiillten p-, d- oder f-Schalen stellt sich die Frage, wie sich die
Elektronen dieser Schalen im Grundzustand anordnen. Diese Frage kann am einfachsten
am Beispiel des Kohlenstoff-Atoms (1s* 2s* 2p*) mit zwei 2p-Elektronen illustriert werden.
Die Elektronen in der p-Schale haben 6 Zustdnde zur Verfiigung:

|Pa)
wh={ ) e (|])- (651)

p-)

Die beiden Elektronen kénnen unter 15 verschiedenen Konfigurationen ‘auswéhlen’ (5 -
6/2!). Die Energie der Zustdnde wird durch den Hamilton-Operator

H=H,+ H.+ H,, (6.5.2)

mit

Hy = Z {;’; + v<xi>} (6.5.3)

bestimmt, wobei V' (x;) das effektive Potential in der Hartree-Naherung beschreibt, mit
entarteten Einteilchenzustéinden in der p-Schale. Die weiteren Terme spalten diese Entar-
tung auf. Fiir kleine Z kann man die Spin-Bahn Kopplung H,, zunéchst ignorieren, und
nur den Korrelationsterm H, mitnehmen

1 e Ze?
HC_?;\XZ-—XH _;<W+V(Xi>) . 054

Um die Multipletts zu beschreiben, die sich nach der Aufspaltung der Entartung erge-
ben, kombinieren wir nun den orbitalen Drehimpuls und den Spin der beiden p-Elektronen
durch Addition. Im ersten Schritt finden wir fiir den orbitalen Drehimpuls der beiden
Elektronen

D1 @Dy =Dy® Dy @ Dy, (6.5.5)

d.h. Drehimpulse L von 0 bis 2 treten auf. Fiir den Spin erhalten wir

D, @D, =Dy @Dy , (6.5.6)
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was natiirlich der Spin-Singulett- und Spin-Triplett-Konfiguration entspricht. Ferner las-
sen sich nun Drehimpuls L und Spin S wiederum in einen Gesamtdrehimpuls J zusam-
menziehen. Unter Verwendung der Tatsache, dass die Wellenfunktion der beiden Elek-
tronen unter Vertauschung antisymmetrisch sein muss, kénnen wir nun die folgenden
L-S-Multipletts erzeugen:

orbitaler Drehimpuls | Spin Gesamtdrehimpuls 254, Entartung
L=2(s) S =0 (a-s) J =2 D, 5
Lzl(a—s) S:]_(S) J:0,1,2 3P0,3P1,3P2 9
L=0(s) S =0 (as) J=0 S0 1

Beachte, dass die Vertauschungssymmetrie der orbitalen Wellenfunktionen von der Paritét
bestimmt wird (symmetrisch fiir gerade L und antisymmetrisch fiir ungerade L), und fiir
den Spin ist das Singulett (Triplett) die antisymmetrische (symmetrische) Konfiguration.
Natiirlich ist die Gesamtzahl der in diese Multipletts aufgespaltenen Zustéinde wiederum
15, da wir sie nur in einer anderen Basis aufgeschrieben haben. Schliesslich verwenden wir
fiir die L-S-Multipletts die Notation

250, (6.5.7)

d.h. die Multiplizitdt des Spin (25 + 1), den orbitalen L sowie den Gesamtdrehimpuls J.
Der orbitale Drehimpuls wird durch die Grossbuchstaben S, P, D, F,G, H, I, ... fir L =
0,1,2,3,4,5,6, ... bezeichnet.

Fiir das C-Atom ergibt sich daraus die folgende Aufspaltung:

[=0 S=0 'S .

s 187257207 1=2 80 p

[=1 S=1 ‘°, P B
LS—-Multipletts

Abbildung 14: Aufspaltung der Energieniveaux im C-Atom.

Es zeigt sich, dass das L = S = 1-Multiplett die niedrigste Energie hat. Eine weitere
Aufspaltung der Multipletts ergibt sich, wenn wir die Spin-Bahn-Kopplung einschalten.
Dann verlieren L und S ihre unabhéngige Bedeutung, und nur .J bleibt eine gute Quan-
tenzahl. Die Spin-Bahn Wechselwirkung ist

A
ZaLZwSizAL S =S+ ) - LL+1) - S(S+1)], (6.5.8)

7
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=0 $=0 'S,

g 152252 2p? C_l=2.50 D,
~0.TeV
3
L=1 S=1 1 -001ev 3P0
I P
- 3P2

LS-Mulfipletts Feinstruktur

Abbildung 15: Feinstruktur-Aufspaltung der Energieniveaux im C-Atom.

wobei A von L und S abhéngt. Man findet, dass A in unserem Fall positiv ist und daher
J = 0 dem tiefsten Energiezustand entspricht. Die Multiplett-Aufspaltung erfolgt daher
in der Form:

Die tiefste Konfiguration fiir das Kohlenstoff-Atom ist ®Py. Die Aufspaltung durch Spin-
Bahn-Kopplung nennt man Feinstruktur.

Wenn wir zu schweren Atomen iibergehen (Z > 80), dann sind beide Korrekturen
nicht mehr klein und eine storungsméssige Betrachtungsweise ist nicht mehr angebracht.
Die Spin-Bahn-Kopplung ist nun dominierend, so dass wir als Ausgangspunkt die Ein-
teilchenzustédnde in ihrer Gesamtdrehimpuls-Basis betrachten miissen, J; = L; + S ;. Der
Korrelationsterm gibt dann eine Kopplung fiir die J ; und definiert den Gesamtdrehimpuls
J des Atoms (jj-Kopplung).

Summarisch kann man die tatséchliche Konfiguration teilweise gefiillter Schalen durch
die sogenannten Hund’schen Regeln beschreiben. Diese lassen sich wie folgt zusammen-
fassen:

1. Das L-S-Multiplett mit dem grossten Spin S hat die kleinste Energie.

2. Falls mehrere L mit dem gleichen S moglich sind, hat das grosste L die niedrigste
Energie.

3. Die Spin-Bahn-Kopplung ergibt folgenden Gesamtdrehimpuls: J = |L — S| fiir halb
und weniger als halb gefiillte Schalen, und J = L + S fiir mehr als halb gefiillte
Schalen.
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7 Quantenstatistik

All physikalischen Systeme unterliegen den Gesetzen der Quantenmechanik. Quantenme-
chanische Effekte haben daher auch einen Einfluss auf die statistische Physik; dies soll im
folgenden erklért werden.

7.1 Die Postulate der Quantenstatistik

Zu jeder Zeit t kann man die Wellenfunktion W eines isolierten quantenmechanischen
Systems als lineare Superposition seiner stationdren Wellenfunktionen schreiben,

U=> c,h, . (7.1.1)

Hierbei bezeichnen wir mit 1, ein vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen
des Hamiltonoperators, und ¢, sind (von der Zeit abhéngige) komplexe Zahlen. Die Grosse
|c,|? beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System im Zustand ), befindet.

In der statistischen Physik beschéftigt man sich immer mit Systemen, die mit ih-
rer Umgebung wechselwirken. Wir kénnen daher nur das kombinierte System (bei dem
wir die Umgebung mit in die Betrachtung einschliessen) als isoliert ansehen. Die Wellen-
funktion des Gesamtsystems wird dann von den Koordinaten des betrachteten Systems,
aber auch von den Koordinaten der Umgebung abhéngen. Falls die v, ein vollstindiges
Orthonormalbasis fiir unser System definieren, dann kann der Zustandsvektor ¥ des Ge-
samtsystems immer noch formal wie in (1.3.11) geschrieben werden; die Koeffizienten ¢,
sind dann aber keine komplexe Zahlen, sondern beschreiben (zeit-abhéngige) Wellenfunk-
tionen der Umgebungsvariablen.

Sei nun O ein Operator, der einer Observablen unseres Systems entspricht. Dann ist
der Erwartungswert von O in dem Zustand ¥ durch

A{Y|ONW) X mlCns Cm) (©n] Olthi)
(0) = T S enc) (7.1.2)

gegeben. Hierbeit haben wir beniitzt, dass (¢, |1,,) = dum. Weiterhin beschreibt (¢, ¢;,)
das Skalarprodukt der nten und mten Wellenfunktion der Umgebung; diese Grosse ist in
der Regel zeit-abhéngig. Der Nenner ist hingegen zeit-unabhéngig, da der Hamiltonope-
rator des Gesamtsystems selbst-adjungiert ist.

Eine typische Messung findet nicht instantan statt, sondern misst einen iiber die Zeit
gemittelten Wert. Die tatsédchlich messbare Grosse ist daher

e (PIO]®) D (Cns ) (Un|Olthm)
(0) = Wy SRT : (7.1.3)

wobei (¢,, ¢,) den Mittelwert von (c,, ¢,) liber ein Zeitintervall beschreibt. Das Zeitinter-
vall ist dabei so gewihlt, dass es kurz relativ zu der Zeitskala ist, auf die sich der Wert
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von O merklich dndert; es ist hingegen deutlich lénger als ein typische molekulare Zeit
(zum Beispiel die Zeit zwischen zwei Zusammenstossen der mikroskopischen Teilchen).
Im Nenner ist diese Mittelung iiberfliissig, da (nach dem, was wir oben gesagt haben)
> o {cn, ¢n) zeitlich konstant ist.

Die Postulate der Quantenstatistik betreffen die Koeffizienten (c,,c,,) falls O eine
makroskopische Obersvable eines makroskopischen Systems im thermischen Gleichgewicht
ist. Wir wollen weiterhin annehmen, dass dieses makroskopische System nur schwach mit
seiner Umgebung wechselwirkt, so dass seine Energie ungefahr konstant ist. Das System
bestehe aus N Teilchen, die sich in einem Volumen V' befindent. Die Energie des Systems
liege zwischen E und E + A, wobei A < E. Der Hamiltonoperator des Systems sei H,
und das vollstdndige Orthonormalsystem hat Energiecigenwerte

Dann sind die beiden Postulate der Quantenstatistik:

(1) Gleichwahrscheinlichkeit: Das gemittelte innere Produkt von ¢, ist

— | 1 fals E<E, <E+A
{enlen) = { 0 andernfalls. (7.1.5)
(2) Zufallsphasen: Falls n # m dann gilt
(cnlem) =0 (m #mn) . (7.1.6)
Diese Postulate implizieren, dass wir die Wellenfunktion des Systems effektiv als
U => bty (7.1.7)
ansehen koénnen, wobei
s J 1 falsE<E,<E+A
[bnl” = { 0 andernfalls. (7.1.8)

und wobei die Phasen von b, Zufallszahlen sind. Auf diese Weise wird der Einfluss der
Umgebung in einer gemittelten Weise in Betracht gezogen. Der (zeit—gemittelt_e) Erwar-
tungswert — im folgenden lassen wir fiir die makroskopischen Grossen den Uberstrich

weg — ist dann )
> [0n]* (¥ | Olthn)
0) === )
R S NE

Man sollte betonen, dass die Voraussetzung dafiir, dass (7.1.7) und (7.1.8) gelten, ist,
dass das System tatsédchlich mit der Umgebung wechselwirkt. Falls dies nicht der Fall ist,
ist das Postulat der Zufallsphasen nicht richtig. Dieses Postulat driickt namlich aus, dass
es keine Interferenzen zwischen den verschiedenen Zustédnden 1, gibt.

(7.1.9)
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Das Postulat impliziert daher, dass der Zustand des Systems im Gleichgewicht durch
eine inkoh&rente Superposition von Eigenzustdnden beschrieben werden kann. Man kann
sich jeden moglich Zustand 1, (mit F < E,, < E+A) als einen moglichen Reprasentanten
des Systems vorstellen. Da diese Repréasentanten nicht miteinander interferieren, kann man
diese verschiedenen Zustidnde separat betrachten. Dies ist die quantenmechanische Verall-
gemeinerung des Gibb’schen Ensembles. Im obigen haben wir speziell das mikrokanonische
Ensemble betrachtet.

Wie wir im folgenden sehen werden, beschreiben diese Postulate erfolgreich quanten-
mechanische Systeme, die in Wechselwirkung mit ihrer Umgebung stehen. Im Prinzip
sollte es jedoch moglich sein, sie aus einer mikroskopischen quantenmechanischen Be-
schreibung abzuleiten; das ist bislang noch nicht befriedigend gelungen.

7.2 Dichtematrix

Wie wir gerade gesehen haben wird ein Ensemble durch eine inkohérente Superposition
von Zusténden beschrieben. Fiir die physikalisch messbaren Grossen (siehe z.B. (7.1.9))
sind dabei aber nur die |b,|? relevant; es sollte daher moglich sein, das Ensemble so zu
beschreiben, dass die Zufallsphasen niemals auftauchen. Das ist das, was die sogenannte
‘Dichtematrix’ leistet.

Jeder Operator ist eindeutig durch seine Matrixelemente beziiglich irgendeines voll-
standigen Satzes von orthonormierten Zustdnden beschrieben. Zum Beispiel kénnen die
Matrixelemente beziiglich irgendeines anderen Satzes von Zustdnden dann durch die
iiblichen Transformationsregeln bestimmt werden. Wir definieren die Dichtematrix durch
ihre Matrixelement beziiglich 1, als

Beziiglich dieser Basis ist also p eine diagonale Matrix, aber natiirlich hingt diese Ei-
genschaft von der gewé#hlten Basis ab. Wie wir gerade erkldart haben, definieren diese
Gleichungen daher einen Operator, den wir den Dichteoperator p nennen. Ausgedriickt
durch die Dichtmatrix kénnen wir nun (7.1.9) als

<O> _ Zn<¢n|0p‘wn> _ Sp (Op)
> nnlp [¥n) Sp (p)

schreiben. Hierbei bezeichnet Sp A die Spur des Operators A, also die Summe aller dia-
gonaler Matrixelemente von A beziiglich einer Orthonormalbasis. Eine wichtige (und ele-
mentare) Eigenschaft der Spur, die aus der Linearen Algebra bekannt ist, ist

Sp (AB) = Sp (BA) . (7.2.3)

(7.2.2)

Insbesondere folgt daraus, dass die Spur nicht von der Wahl der Basis (beziiglich derer
die Matrixelement berechnet wurden) abhéngt: sei Sp A die Spur in einer Basis, und
bezeichne mit S die die invertierbare Abbildung, die den Ubergang zu einer anderen
Basis beschreibt. In der neuen Basis ist dann die Spur

Sp (SAS™) =Sp (AS'S)=Sp (4) . (7.2.4)
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Es folgt also, dass die Spur nicht von der gewéhlten Basis abhéngt.

Die Einfiihrung der Dichtematrix ist zunéchst nur eine bequeme Notation; sie hat keine
direkte physikalische Bedeutung. Der Vorteil der Beschreibung durch die Dichtematrix
liegt hauptséchlich darin, dass man mit ihrer Hilfe die Messgrossen (7.2.2) in einer Weise
schreiben kann, die manifesterweise nicht von der Basiswahl abhéngt. Die Dichtematrix
enthélt alle Information {iber das Ensemble. Sie ist zeit-unabhéngig, falls sie mit dem
Hamiltonoperator vertauscht, da (wie man leicht nachrechnet)

_Op
zha =[H,p] . (7.2.5)

Formal kénnen wir den Dichteoperator p durch Projektoren definieren, ndmlich als

p= 3 b bl (] (726

In der Tat rechnet man leicht nach, dass dieser Operator die richtigen Matrixelement
besitzt,

P = (Clplthm) = > (Wl tn) (o (Wil om) = 01 b1l Ot = G [Bal* . (7.:2.7)
l

l

Wir kénnen auch den Mittelungsprozess (der den Effekt der Umgebung beschrieben hat)
direkt in der Sprache der Dichtematrix formulieren. Dazu beobachten wir, dass der Er-
wartungswert eines Operators O beziiglich irgendeiner Wellenfunktion ¥ immer als

(PIOWW) _ 2 BrmOmn _ Sp (RO)

= = 7.2.8
WN) SR () s

geschrieben werden kann, wobei ¥ von der Form (7.1.1) ist, und
Rum = (ealem) = (Ym|R|tn) (7.2.9)

wobei die letzte Gleichung den Operator R (wie oben) definiert. [Hierbei bezeichnet O,,,, =
(n|O|thy,) das Matrixelement von O.] Im allgemeinen héngt R von der Zeit ab, aber
Sp (R) ist immer zeit-unabhéngig, da

b (R) =~ p ([H.R]) =

dt (Sp (HR)—Sp (R H)) =0, (7.2.10)

1

h
wobei wir wiederum die Bewegungsgleichung im Heisenbergbild beniitzt haben. Der Dich-
teoperator ist dann einfach das Zeitmittel von R,

p=R. (7.2.11)
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7.3 Die Ensembles der Quantenstatistik

Bisher haben wir das mikrokanonische Ensemble behandelt. Beziiglich einer FEigenba-
sis des Hamiltonoperators hat dann die Dichtematrix diagonale Form

Prn = Omn |bn]? (7.3.1)

wobei

(7.3.2)

b2 = 1 falls F < E, < E+ A
e 0 andernfalls.

Hierbei sind die F, die Eigenwerte des Hamiltonoperators in der Eigenbasis 1,. Der
Dichteoperator ist daher einfach

p= > ) Wl (7.3.3)

E<En<E+A

Die Spur von p ist dann einfach gleich

Spp=> pun=T(E), (7.3.4)

wobei I'(E) die Anzahl der Zusténde ist, deren Energie zwischen E und F + A liegt.
Fiir makroskopische Systeme ist das Spektrum { E,, } fast ein Kontinuum. Falls A < E
konnen wir daher

I'(E) =w(E) A (7.3.5)

schreiben, wobei w(E) die Dichte der Zusténde bei Energie £ beschreibt. Der Zusammen-
hang zur Thermodynamik wird wie in der klassischen statistischen Physik durch

S(E,V)=klogT'(F) (7.3.6)

hergestellt, wobei k die Boltzmann Konstante ist.

7.3.1 Das kanonische Ensemble

Falls das Ensemble im thermischen Gleichgewicht mit einem griosseren System steht, ist
es angemessen, statt dem mikrokanonischen Ensemble, das kanonische Ensemble zu
betrachten. Dieses kann, wie in der klassischen statistischen Physik, aus dem mikrokano-
nischen Ensemble des kombinierten Systems berechnet werden. Man zeigt leicht, dass die
Dichtematrix im kanonischen System gerade durch

Pmn = Omn e_ﬁEn (737)
gegeben ist, wobei
1



mit T der Temperatur. Dieses Resultat besagt einfach: bei Temperatur 71" ist die relative
Wahrscheinlichkeit, dass das System in einem Zustand mit Energie F, ist, gerade e=#Fr
— der Boltzmann-Faktor. Die Zustandssumme ist

Qn(V,T)=Spp=> e/, (7.3.9)

Hierbei lauft die Summe auf der rechten Seite {iber alle Zustédnde, d.h. Multiplizitdten im
Energiespektrum werden beriicksichtigt. Der Zusammenhang dieser Zustandssumme mit
den Grossen der Thermodynamik ist wie in der klassischen statistischen Physik; insbe-
sondere ist also

logQn(V,T)=—-BAV,T) , (7.3.10)

wobei A(V,T) die Helmholtz freie Energie ist.

Wie zuvor konnen wir den Dichteoperator auch durch Projektoren ausdriicken

P = Z ) e Pt (tn| = et Z |tn) (¥nl , (7.3.11)

wobei H der Hamiltonoperator ist. Da die Summe ) |v¢,) (¥n] = 1 gerade der Iden-
titatsoperator ist, folgt daher
p=eH (7.3.12)

Die Zustandssumme kann daher als
Qn(V,T)=Sp e PH (7.3.13)

geschrieben werden, wobei die Spur nun iiber alle N-Teilchen Zustédnde genommen wird.
Der mittlere Wert einer Observablen O im kanonischen Ensemble ist schliesslich

_Sp (07)

(0) = On(V.T) (7.3.14)

7.3.2 Das grosskanonische Ensemble

Im grosskanonischen Ensemble ist die Teilchenzahl nicht mehr vorgegeben, dafiir das
chemische Potential. Der Dichteoperator ist dann einfach

p = e PH=EN) (7.3.15)

wobei H der Hamiltonoperator in der zweiten Quantisierung bezeichnet, und N der Zahl-
operator ist. Die grosskanonische Zustandssumme ist dann einfach

L(z,V,T) =Spp=Spe /=N (7.3.16)

Der Zusammenhang dieser Zustandssumme mit den Gréssen der Thermodynamik ist wie
in der klassischen statistischen Physik.
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7.4 Ideale Gase: das mikrokanonische Ensemble

Das einfachste System, das wir betrachten konnen, besteht aus /N nicht-wechselwirkenden
identischen Teilchen. In diesem Fall ist der Hamiltonoperator einfach

, (7.4.1)

wobei p; der Impuls des iten Teilchens ist. Weiterhin wollen wir annehmen, dass der Ha-
miltonoperator von der Position und dem Spin der Teilchen unabhéngig ist. Im folgenden
wollen wir den Fall betrachten, bei dem es sich bei den Teilchen um Bosonen oder um
Fermionen handelt; wie wir oben erkléart haben, sind die Zustéande identischer Bosonen im-
mer total symmetrisch, wihrend jene identischer Fermionen immer total anti-symmetrisch
sind. Es ist ausserdem mathematisch interessant, den Fall des sogenannten Boltzmann
Systems zu behandeln; bei dem Boltzmann System werden keine Symmetrie- bzw. Anti-
symmetriebedingungen an die Zustdnde des N-Teilchensystems gestellt. Das Boltzmann
System ist ein mathematisches Konstrukt, und es gibt bis anhin kein physikalisches Sy-
stem, das Boltzmann Statistik zeigt.

Wir wollen im folgenden das mikrokanonische Ensemble in den drei Féllen analysieren.
Um alle unnétigen Komplikationen zu vermeiden, wollen wir annehmen, dass die Teilchen
keinen Spin haben. Da die Teilchen nicht wechselwirken, sind die Energiecigenwerte des
N-Teilchensystems einfach Summen der Einteilchenenergien

2
p
E, =—. 7.4.2
P 2m ( )
Wir wollen annehmen, dass das System in einem Kasten der Kantenldnge L eingeschlossen
ist, und dass wir periodische Randbedingungen haben; dann sind die moglichen Impulse

quantisiert

p=-—m, m = (my,me,my), m; €Z. (7.4.3)

Das Volumen des Kastens ist V' = L3. Im Limes, in dem V — oo nehmen dann die
moglichen Werte von p ein Kontinuum an. Die Summe iiber p kann dann durch das

Integral
v 3
y - GEnE dp (7.4.4)
P

ersetzt werden.

Ein beliebiger Vielteilchenzustand kann durch seine Besetzungszahlen {n, } charakte-
risiert werden, wobei ny, die Anzahl der Teilchen beschreibt, deren Impuls gerade p ist.
Die gesamte Energie und Teilchenzahl ist dann einfach

E=Y npyE,, N=) n,. (7.4.5)
P P
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Fiir spinlose Bosonen bestimmen diese Zahlen den Zustand eindeutig; dabei kann n, =
0, 1 fiir Fermionen, wohingegen fiir Bosonen np, = 0,1, 2, .... Fiir ein Boltzmann Gas kann
np auch jede nicht-negative ganze Zahl sein; in diesem Fall spezifiziert aber die Angabe
von ny, den Zustand noch nicht eindeutig, da die Wellenfunktion nicht vollig symmetrisiert
oder antisymmetrisiert ist.

Im mikrokanonischen Ensemble tragen zu I'(E) jene Zusténde bei, deren Gesamtener-
gie zwischen F und F + A liegt. Im Limes V' — oo bilden die méglichen Einteilchenener-
gieen ein Kontinuum. Wir teilen das Spektrum von (7.4.2) in Gruppen von Eigenwerten,
die g1, ¢, ... Eigenwerte enthalten. Jede solche Gruppe bildet eine ‘Zelle’ und hat eine
mittlere Energie F;. Die Besetzungszahl der iten Zelle nennen wir n;; n, ist gleich der
Summe der Besetzungszahlen n,, wobei wir nur jene p beriicksichtigen, die in der iten
Gruppe liegen. Fiir hinreichend grosses V' ist jedes g; sehr gross, aber der genaue Wert ist
fiir das Weitere unwichtig. Nun definieren wir

W{n;} = Anzahl der Zustdnde mit Besetzungszahlen {n;}. (7.4.6)

Dann gilt
T(E)=> W{n}, (7.4.7)
{ni}

wobei die Summe sich {iber jene Besetzungszahlen erstreckt, fiir die
E=Y mE, N=> n. (7.4.8)

Um W{n;} fiir Fermionen und Bosonen zu bestimmen, geniigt es die Anzahl w; zu be-
stimmen, mit der n; Teilchen auf die ite Zelle (die g; Energieeigenwerte hat) verteilt
werden konnen; da das vertauschen von Teilchen aus verschiedenen Zellen nicht zu neuen
Zustéanden fiihrt gilt also in diesem Fall

W{n;} = H w; Bosonen oder Fermionen. (7.4.9)

Fiir ein Boltzmann Gas gilt das jedoch nicht, und wir miissen direkt alle N Teilchen
gemeinsam betrachten.

Bose Statistik: Fiir Bosonen kann jeder Einteilchenzustand mit beliebig vielen Teilchen
besetzt werden. Falls die ite Zelle g; Zusténde besitzt, dann gibt es

g — i+ g —1)!
w; = nitgi—17Y _ M (7.4.10)
n; n;! (gi — 1)!

mogliche Arten, die Teilchen zu verteilen. Um dies zu sehen, beobachten wir, dass diese

Anzahl gerade

w = Koeflizient von 2" in ﬁ (7.4.11)
—x
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ist. In der Tat gilt ja

1 (o]
=> (7.4.12)

der Term mit 2! beschreibt die Konfiguration, wo [ Teilchen in dem entsprechenden Zu-
stand sind. Wenn wir das Produkt iiber g solche Terme nehmen, bekommen wir insgesamt
die Erzeugendefunktion des obigen Problems. Der uns interessierende Term ist dann der
Koeffizient von ™. Um dies nun tatséchlich auszurechnen beobachten wir

1 1 dt 1 1 &
— = . 7.4.13
(1—2)9 (¢g—D)des7'1—2 (g—1)! dag! ;x ( )
Der Koeffizient von ™ kommt also von
1 ot n+g—1Y\ ,

Daher gilt

Wing =T =T % (Bose). (7.4.15)

Fermi Statistik: Fiir Fermionen ist die Anzahl der Teilchen in jedem der g; Zusténde ent-
weder 0 oder 1. Daher ist w; gleich der Anzahl, mit der man aus g; Kérben n; heraussucht,

also gleich
gi gi!
;= =5 7.4.16
v ( T ) ni! (gi —ni)! ( )

Entsprechend haben wir also

W{n;} = H w; = H ni!(ggii!' (Fermi). (7.4.17)

i — ;)

Boltzmann Statistik: Die N Teilchen werden zunéchst in Zellen eingeteilt, wobei die
1te Zelle n; Teilchen hat; es gibt

N!
verschiedene Arten, das zu tun. Innerhalb der iten Zelle gibt es g; verschiedene Zusténde;
es gibt also g;" verschiedene Zustédnde, und insgesamt daher

g
NI H i (7.4.18)

Da wir die N Teilchen nicht unterscheiden kénnen, miissen wir schliesslich noch durch N'!
dividieren, und erhalten damit

9"
win} =] L (7.4.19)
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Diese Formel legt einfach fest, was man genau unter ‘Boltzmann Statistik’ versteht; es
gibt jedoch kein physikalisches System, das diese Statistik aufweist und diese Definition
ist nur von mathematischer Bedeutung.

7.4.1 Entropie

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir nun die Entropie der idealen Gase berechnen.
Die Entropie ist durch
S =klogl'(E) (7.4.20)

definiert, wobei I'(E) wie oben erklirt (siehe (7.4.7) und (7.4.8)) definiert ist. Leider ist
diese Rechnung relativ kompliziert. Wir machen daher den Ansatz, dass I'(E) sehr gut
durch W{n;} approximiert wird, wobei {n;} der Satz der Besetzungszahlen ist, der W{n;}
unter der Nebenbedingung (7.4.8) maximiert. In dieser Ndherung ist die Entropie einfach

S = klog W{n;} . (7.4.21)

Um {n;} zu finden, maximieren wir W{n,} unter der Nebenbedingung (7.4.8). Wir be-
rechnen diese Grosse zunichst fiir den Boltzmann Fall.

Wir maximieren log W{n;} unter der Nebenbedingungen (7.4.8) indem wir die Variati-
onsrechnung fiir

=logW{n;} — Z nE; — 1 Z n; (7.4.22)

durchfithren, wobei # und p Lagrange’sche Multiplikatoren sind. Unter Beniitzung der
Stirling’sche Formel logn! ~ nlogn — n erhalten wir

H = anloggl Zlognﬂ—ﬂan y ,uZm (7.4.23)
anl()ggz an lognz_l /gznz 7 Mznz

Wir kénnen nun die n; als unabhéngige Variablen auffassen, und finden damit

Q

logg; —logn; — BE; — =10, (7.4.24)

also
n; = g; z e Pb (Boltzmann), (7.4.25)

wobei z und [ durch die Nebenbedingungen (7.4.8) festgelegt sind.
Im Bose Fall ist die Rechnung fast identisch: nun gilt statt (7.4.23)

H o= Y (log(n+ g0~ 1!~ logni! ~log(g; — 1)!) — ORI

)

Z(nz +gi — 1)log(n; +g; — 1) — an logn; — Z(gz —1)log(g; — 1)
_BZnZEZ —Mzni :

Q
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Damit finden wir nach Ableiten nach n; die Verteilung

_ _ —BE; _ 9i
ng = (ni+gi—1)ze PR — ;= 1eAE _ 1 (Bose). (7.4.26)

Schliesslich gilt im Fermion Fall

H = 3 (log g —logni! —log(gi —no)t) = 83 miBi = uy

=~ Zgi log g; — an logn; — Z(gi —n;) log(gi — n;)
_6ZHZEZ —Mzni .

Damit finden wir nach Ableiten nach n; die Verteilung

_ BE; _ 9i — 1

n = (g; — i) ze” — = T (Fermion). (7.4.27)

Fiir die wahrscheinlichste Verteilung der urspriinglichen Zusténde finden wir also

1
——————  (Bose bzw. Fermion)
—1,8Ep
A, =4 2 ¢ Fl (7.4.28)
ze Pbp (Boltzmann).

wobei die Parameter z und (8 durch die Nebenbedingungen

 ipEp=E, > =N (7.4.29)
p p

fixiert sind. Die erste Gleichung fithrt auf g =
Fugizitét.

%, und die zweite identifiziert p mit der

Schliesslich berechnen wir die Entropie, indem wir die wahrscheinlichste Verteilung in
(7.4.21) einsetzen. Unter Beniitzung von Stirling’s Formel erhalten wir dann

p

> [T_lz‘ log (1 + ,—‘%) + gilog (1 + %)] (Bose)
5 logW{ni} = { 22; |nilog (£ —1) —gilog (1 -5 )| (Fermi) (7.4.30)
: e (2 =1) —ortos (15|
\ >y log (%) (Boltzmann),
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wobei wir konstante Terme relativ zu g¢; vernachlédssigt haben (da alle g; gross sind).
Explizites Einsetzen von n; fiithrt dann zu

Z 9i [fiﬁﬁgi log(1 — ze‘ﬁEi)] (Bose)

S
k - Z gi [zﬁ€eﬁﬁizl + log(1 + Ze_ﬁEi)} (Fermi) (7.4.31)
[ 222 9ie” 7P (BE; — log 2) (Boltzmann).

7.5 Ideale Gase: das kanonische und grosskanonische Ensemble

Die Zustandssumme fiir ideale Gase ist
On(V,T) =) e PPl (7.5.1)
{np}

wobei

E{np}=> Epny . (7.5.2)
p
und die Besetzungszahlen durch die Nebenbedingung

> np=N (7.5.3)

eingeschriankt sind. Fiir ein Bose oder Boltzmann Gas sind die Besetzungszahlen n, =
0,1,2,..., wohingegen wir fiir ein Fermigas lediglich n, = 0,1 haben. Die Anzahl der
Zusténde, die zu einer vorgegebenen Besetzungszahl gehoren sind (wie schon zuvor dis-
kutiert)

1 (Bose oder Fermi)

ot} = H % (Boltzmann). (754

Fiir das Boltzmann Gas kann man die Zustandssumme Qx(V,T') direkt berechnen und
man findet

v (mkT\"?

N ( 27h? )

Im Bose und Fermi Fall kann man die Zustandssumme nicht so einfach berechnen; statt-
dessen ist die grosskanonische Zustandssumme

1
— log Qn = log (7.5.5)

N

[e.9]

LEV.T) = izNQNw,T):Z T N s e,

N=0 S np=N

= Z Z H ze PE0 )P (7.5.6)

N=0 > np=
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wobei z die Fugizitit bezeichnet. Nun beobachtet man, dass diese Doppelsumme gerade
dazu dquivalent ist, jedes np individuell aufzusummieren. Daher erhilt man also

Lz V.T)=]] [Z(ze_ﬁEP)”

P n

(7.5.7)

Im Bose-Fall erhélt man einfach eine geometrische Reihe, wohingegen fiir Fermionen nur
n = 0 und n = 1 beitragen; damit findet man leicht

1
H =T (Bose)
LV, =4 " (7.5.8)
H(l + ze PPr)  (Fermi)

P

Die Zustandsgleichungen sind daher
— Z log(1 — ze 7F%)  (Bose)
PV P

Z log(1 + ze P52)  (Fermi),

p

wobei man die Fugizitdat z durch die Gleichung

P
N = z% log L(2,V,T) = (7.5.10)

bestimmt. Die durchschnittliche Besetzungszahl ist

N pSmpE, L 0
(np) = Z:z Z Np € = 395, log £

L= Ynp=N
(7.5.11)
—BEp
= 1:{2267_@ (Bose bzw. Fermi), (7.5.12)
ze Pbp

was natiirlich mit (7.4.28) iibereinstimmt. Ausserdem erkennen wir, dass (7.5.10) gerade
N=> (np) (7.5.13)
P

bedeutet. Diese Resultate stimmen natiirlich mit jenen, die aus der Analyse des mikroka-
nonischen Ensembles gewonnen wurden, iiberein.
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7.6 Das ideale Bose Gas und Bose-Einstein Kondensation

Wir betrachten jetzt den Limes V' — oo, in dem wir die Summe iiber p durch ein Inte-
gral ersetzen. Da N eine positive Zahl ist, muss die Fugizitiat z in (7.5.10) positiv sein.
Weiterhin beobachten wir, dass alle Summanden in der Summe in (7.5.10) (und (7.5.9))
fiir 0 < z < 1 endlich sind, dass aber fiir z — 1 der Term mit p = 0 in beiden Féllen
divergiert. Der Beitrag, der von p = 0 kommt, kann daher so gross sein wie die gesamte
Summe; wir miissen diesen Term daher separat betrachten. Also erhalten wir

P Am o 62 1
= don? 1 1—ze 2m | — —log(l — 6.1
T e /0 pp° log ( ze” z ) 7 log(1—2) (7.6.1)
und
N AT o 1 1 z
— = dpp* ————— + — 7.6.2
v (27m)3/0 U™ R VA s (762)
1 1 =z
= ﬁgg/g(z) TV (7.6.3)
Hierbei ist
27h?
\ = 6.4
mkT (7.64)
die thermische Wellenldnge und die Funktion g,(z) ist durch die Potenzreihe
) = Z Z_n (7.6.5)

definiert. Die Funktion g3/, ist stetig, positiv, monoton anwachsend und beschrénkt fiir
0 < z < 1. Fiir kleine z hat sie die Potenzreihenentwicklung

22 23

93/2(Z> :Z‘FW—'—W—F'” . (766)

Bei z = 1 divergiert die Ableitung von gs/»(2), aber

[e.9]

g3y2(1 Z i/ =¢ ( ) —2.612.. (7.6.7)

wobei ((s) die Riemannsche Zetafunktion ist. Es folgt daher, dass fiir 0 < z <1
Da (ng) = = schreiben wir nun (7.6.2) als

el AN ga(a) (769
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Es folgt daher, dass ,

@ >0 falls )\TN > g3/2(1) . (7.6.10)
Falls das der Fall ist, ist also die Besetzungszahldichte des Zustandes mit p = 0 endlich,
d.h. ein endlicher Teil aller Teilchen befinden sich in diesem Zustand. Dieses Phénomen
wird Bose-Einstein Kondensation genannt. Die Bedingung (7.6.10) definiert eine Unter-
menge des thermodynamischen P —V —T Raumes eines idealen Bose Gases; es beschreibt
die Region, in der Bose-Einstein Kondensation stattgefunden hat. Fiir ein vorgegebenes
Volumen definiert diese Ungleichung eine kritische Temperatur 7, durch

A} = vgsa(1) (7.6.11)
also o
Th

kT, = . 7.6.12

(0552 (D) (7.6.12)

Bei dieser Temperatur ist die thermische Wellenlénge von derselben Grossenordnung wie
der durschnittliche Teilchenabstand.

In den 90er Jahren des letzten Jahrhunderts ist es gelungen, Bose-Einstein Konden-
sation direkt experimentell nachzuweisen; dafiir wurde der Nobelpreis 2001 an Cornell,
Wieman (Boulder) und Ketterle (MIT) vergeben.
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8 Pfadintegral Beschreibung

Zum Abschluss der Vorlesung wollen wir noch eine ein wenig andere Formulierung der
Quantenmechanik beschreiben, jene durch die sogenannten Pfadintegrale.

8.1 Der Phasenraum und die kanonische Quantisierung

Wir kénnen ein klassisches System im Phasenraum beschreiben, wo die Koordinaten die
verallgemeinerten Ortskoordinaten ¢' und Impulskoordinaten p; sind. Die Observablen
des Systems konnen durch Funktionen auf dem Phasenraum beschrieben werden. Dieser
Funktionenraum hat eine Poissonstruktur, die durch die Poissonklammern

gegeben ist. Insbesondere gilt

{d',p;} =9 . (8.1.2)
Die Zeitentwicklung wird im Phasenraum durch die Differentialgleichung
. OF
F={F H}+— (8.1.3)
ot
beschreiben, wobei H die Hamiltonfunktion ist. Zum Beispiel ist also
. , 0H OH
i— Lt HY =  =Api, H} = ——— . 8.1.4
¢ ={q . H} o0 D {pi, H} o7 (8.1.4)

In der kanonischen Quantisierung ersetzen wir nun die klassische Observable F' durch
den hermiteschen Operator F', wobei die Poissonklammer gerade durch den Kommutator
ersetzt wird

[F,G] = in{F,G} . (8.1.5)
Insbesondere erhalten wir also die Zeitentwicklung
d . i o OF
—FP=-H,F|+ — . 1.
I = P+ — (8.1.6)

Das ist gerade die Zeitentwicklungsformel im Heisenberg Bild (siehe QMI).

In vielen Situationen interessiert uns die Zeitentwicklung von Erwartungswerten, also
(¥|O(t)]1) (wir lassen von nun an die Hiite wieder weg!). Diese kénnen wir natiirlich
ebenso gut im Schrédingerbild berechnen, also durch

(WIO@)|¢) = (bs(B)[Olhs(t)) (8.1.7)

wobei |14(t)) der Zustand im Schrodingerbild ist. Seine Zeitentwicklung wird durch die
Schrodingergleichung beschrieben

_d
in (1)) = HJwu(t) (318)
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Falls der Hamiltonoperator nicht von der Zeit abhéngt, ist die Losung dieser Differential-
gleichung einfach

(1)) = e M4 (0)) . (8.1.9)

In der Koordinatenbeschreibung (Wellenmechanik) gilt also

ult, @) = {ghbs(t)) = / daoale™""q0) (qoltrs(0)) = / dao K (.4, 40) $4(0, q0) -

(8.1.10)
wobei wir die Vollstédndigkeitsrelation

1= /dQO|QO> (qol (8.1.11)
beniitzt haben und als Integralkern den Zeitentwicklungskern

K(t,q,q0) = (gle”™""|qo) (8.1.12)

eingefithrt haben. Diese Grosse wird in der Pfadintegralbeschreibung der Quantenmecha-
nik eine wichtige Rolle spielen. Sie beschreibt gerade die Wahrscheinlichkeitsamplitude
fiir das Teilchen von gy zur Zeit 0 nach ¢ zur Zeit ¢t zu propagieren.

Der Zeitentwicklungskern erfiillt die (zeit-abhéngige) Schrodingergleichung

_d
zh%K(t, q,q) = HK(t,q,q) , (8.1.13)
wobei H auf g wirkt. Weiterhin ist er durch seine Anfangsbedingung
lim K (2,9, 40) = 6(q — q0) (8.1.14)
charakterisiert. Fiir ein freies Teilchen in einer Dimension mit Hamiltonoperator
1 n d?
Hy= —p*=——— 8.1.15
0= omP 2m dax? ( )

ist die durch (8.1.13) und (8.1.14) eindeutig bestimmte Losung einfach

m )5 exp (imw> . (8.1.16)

2miht 2t

Kolt,4,a0) = {ale ™™/ go) = (

[Zum Beispiel kann man das durch Einsetzen einer vollstindigen Impulsbasis berechnen;
dann findet man namlich

—i 1 —1
(ale™ M) = o [ e lale) ple™ ™ )

1

_ dp e—iap/h o =itp? /2mh ipgo/h

2Th

1 (g~ ) it m(q—q)\’
~ om P (Zm ont / e =5 \P T ’

was nach Ausfiithren des Gausschen Integrals gerade die obige Antwort ergibt.]
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8.2 Feynman-Kac Formel

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun die Pfadintegraldarstellung des Zeitentwick-
lungsintegralkerns beschreiben. Im Kontext der Quantenmechanik wurde diese Darstel-
lung von Richard Feynman entwickelt; die zu Grunde liegende Formel war schon zuvor
im Kontext der statistischen Physik von Marc Kac gefunden worden.

Der Ausgangspunkt ist die sogenannte Produktformel von Trotter. In ihrer einfachsten
Form (in der sie bereits von Lie bewiesen wurde), sagt sie, dass

eMF = lim (eAmeP/m)" (8.2.1)
Zum Beweis definieren wir
A+ B A B
S, = exp [u] , T, = exp [—} exp [—} . (8.2.2)
n n n
Dann berechnen wir
|t — (e Py = |sn T (8.2.3)

Da die Norm eines Produktes immer kleiner (oder gleich) der Produkte der Normen ist
gilt (nach Anwenden der Dreiecksungleichung, | X + Y| < |X| +|Y])

| exp(X)] < exp(|X]) . (8.2.4)
Nochmaliges Anwenden der Dreiecksungleichung fiithrt dann zu
1S, | < elAIHIBD/n = g1/m |75 < e(AIFIBD/n = g1/ (8.2.5)
Einsetzen in (8.2.3) (nach Anwenden der Dreiecksungleichung) ergibt dann
IS =T < nal*= D" |S, =T, . (8.2.6)
Schliesslich folgt aus der Baker-Campbell-Hausdorff Formel, dass
[4, B]

2n?

Sp— T, =—

+0((n™?), (8.2.7)

und die obige Produktformel folgt.

In der obigen Analyse haben wir angenommen, dass die Operatoren A und B be-
schriankt sind; fiir unbeschréinkte selbst-adjungierte Operatoren (so wie sie typischerweise
in der Quantenmechanik auftreten) gilt

e—it(A+B) _ hm (e—itA/n e—itB/n)n (828)

wobei der Limes in der sogenannten starken Topologie gilt, d.h. auf allen Zusténden im
Schnitt der Definitionsbereiche von A und B.
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Mit diesen Vorbemerkungen sind wir nun in der Position, die Pfadintegraldarstellung
abzuleiten. Wir nehmen nun an, dass der Hamiltonoperator von der Form

H = Hy+V(q) (8.2.9)

ist, wobei Hy der Hamiltonoperator des freien Teilchens ist, und V' (¢) das Potential be-
schreibt. Dann setzen wir die Produktformel (8.2.1) (mit A = Hy/h und B = V/h) in die
Formel fiir den Zeitentwicklungskern ein

K(t,q,q0) = (gle”™"qo)
— Iim <q\ (e—itHo/hne—itV/hn)”|q0>

j=n—1
= hm dg -+~ dgn— H <C_Ij+1|€_itHO/hn€_itv/hn|Qj>, (8.2.10)
j=0

wobei ¢ = ¢, und wir nach jeder Anwendung des Exponentials eine Zerlegung der Eins,

~ [0 10) @ 8211
eingesetzt haben. Da das Potential in der Ortsdarstellung diagonal wirkt, gilt nun
<Qj+1 |€—itH0/fme—itV/hn|qj> _ e—itV(qj)/hn <Qj+1‘€_itHo/hn|q]‘> ) (8212)

Nun konnen wir den Zeitentwicklungskern des freien Teilchens (8.1.16) einsetzen und
erhalten mit ¢/n = e

1 . 2
—1 n_—i n mn 2 1€ m gj+1 — qj
(g lem/memVII ;) = (2m'mt) Y [E (5 < o ]> N v(qj)>] - (8.213)

Damit erhalten wir fiir den gesamten Zeitentwicklungskern die Feynman-Kac Formel

K(t,q,q) = Ji_{{)lo/dql e dgn—q (27rlﬁe>% [ZE nzi < (qﬁl : )2 B V(qj)>]

(8.2.14)

Abbildung 16: Interpretation als Pfadintegral.
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8.2.1 Die Interpretation als Pfadintegral

Das interessante an dieser Formel ist, dass sie eine Interpretation als Pfadintegral zulésst.
Um das zu verstehen, stellen wir uns vor, dass die Punkte ¢ = qo, q1, ..., ¢, durch gerade
Linien miteinander verbunden sind, so dass wir eine stiickweise lineare Funktion erhalten
(siche Abbildung 16). Wir teilen das Zeitinterval ¢ in n Teilintervalle der Lénge € = t/n
und identifizieren g = q(s = ke). Der Exponent von (8.2.14) kann dann als Riemannsche
Summe interpretiert werden, die im Limes € — 0 gerade zum Integral

622( C”lq)iﬂmm>~éﬁﬁ§(%f—VW@i (82,15

konvergiert. Dieses Integral beschreibt genau die klassische Wirkung eines Teilchens (mit
Masse m), das sich auf diesem Pfad bewegt, denn der Integrand ist gerade die Lagrange-
funktion

: m (dg\*
L(q(s),q(s)) = 5 | == ) —Vla(s)), (8.2.16)
2 \ds
deren Wirkung durch
S1
Sla(s)) = [ ds Lials). () (8217)
80
gegeben ist. Die Integrationen dq; - - - dg, bedeuten einfach, dass wir iiber alle méglichen
(stiickweise linearen) Pfade integrieren, die gy und ¢ miteinander verbinden. Im Limes n —
oo werden die verschiedenen stiickweise geraden Teile immer kiirzer, und wir kénnen jeden
stetigen Pfad von ¢g nach ¢ auf diese Weise approximieren. Die obige Formel summiert also

iiber alle moglichen Pfade, die zur Zeit ¢t = 0 bei ¢y beginnen und zur Zeit ¢ g erreichen.
Die verschiedenen Pfade werden dabei durch den Phasenfaktor

D [z’s[qf_fsﬂ] (8.2.18)

gewichtet. Formal schreibt man daher den Zeitentwicklungskern als

a(t)=q '
K(t,q,9) =C / Dq S/ (8.2.19)
4(0)=q0

wobel C' der formale Ausdruck

C = lim ( )2 (8.2.20)

2mihe
ist. Hierbei steht C' - Dq gerade fiir den Limes des Integrals von (8.2.14) fiir n — oo.
Da das unendliche Produkt von Lebesque Massen [[dg; kein Mass ist, hat Dg keine
direkte mathematische Bedeutung, und man sollte diese Formel immer als durch (8.2.14)
definiert verstehen (so wie das Riemannsche Integral ja auch als Limes der Riemann’schen
Summe definiert ist). In vielen Fillen ist das Integral oft (formal) divergent; typischerweise
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wird jedoch das Konvergenzverhalten verbessert, wenn man Wick-rotiert und mit einer
Euklidischen Wirkung arbeitet.

Die wichtige Bedeutung der Pfadintegralformulierung besteht nicht so sehr darin, dass
sie eine effiziente Methode beschreibt, die Quantenmechanik tatséchlich zu l6sen. Viel-
mehr suggeriert sie eine Interpretation der Quantenmechanik als Summe iiber klassische
Trajektorien. Dies ist von konzeptionellem Interesse und ermoglicht einem oftmals, gu-
te quasiklassische Approximationen der Quantenmechanik zu finden. Ausserdem spielt
die Pfadintegralbeschreibung fiir die moderne Formulierung der Quantenfeldtheorie eine
wichtige Rolle.

Zum Beispiel kann man im Rahmen der Pfadintegralbeschreibung den klassischen
Limes der Quantenmechanik gut verstehen. Wie wir schon manchmal gesehen haben,
entspricht der klassische Limes dem formalen Limes » — 0. In diesem Limes oszilliert
der Integrand von (8.2.19) immer stéirker; wie bei der iiblichen Methode der stationédren
Phase tragen dann tatséchlich nur jene Pfade zum Pfadintegral bei, fiir die der Exponent
stationdr ist. Da der Exponent gerade die Wirkung beschreibt, tragen also nur die Extrema
der Wirkung zum Pfadintegral bei: das sind aber nach dem Extremalprinzip der Mechanik
gerade die klassischen Bahnen (also die Losungen der Euler-Lagrange Gleichung)! Im
klassischen Limes lokalisiert sich also das Pfadintegral gerade auf die klassischen Bahnen.

8.3 Der harmonische Oszillator

Zum Abschluss wollen wir noch ein einfaches Beispiel in diesem Rahmen berechnen, den
harmonischen Oszillator. Wir betrachten ein Teilchen mit Masse m in einem Oszillator
mit Kreisfrequenz w; die zugehorige Lagrangefunktion ist also

L(q,9) = % (¢* —w?q®) . (8.3.1)

Auf einer stiickweise geraden Kurve ist dann die klassische Wirkung gerade

_@”
2

1
[ G — 4)° — e’ | (8.3.2)
7=0

Fiir das Folgende ist es bequem, die (n — 1)-dimensionalen Vektoren einzufiihren,

é-: (qn—luqn—27"'7q1> ) n= (quov"'voaq(]) . (833)

n—3

In dieser Notation kann man dann die Wirkung als

Sem =5 |2+ 2608 2(6n) — e @ (834

schreiben. Hierbei ist C' die quadratische (n — 1) x (n — 1) Matrix

C=A-ew, , (8.3.5)
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wobei die Matrix A ‘2’en auf der Diagonalen, und ‘—1’en auf den beiden Nebendiagonalen
hat. Die Matrix A hat eine einfache Interpretation: sie wirkt gerade wie die diskretisierte
zweite Ableitung auf dem Intervall.

Der Zeitentwicklungskern ist jetzt einfach das Gaussche Integral

K(t,q,q0) = lim /d<"—1>5 (2&)5 e+ SEm

Tihe

(8.3.6)

wobei S(&,n) durch (8.3.4) definiert ist. Als Funktion der Integrationsvariablen besitzt
S(&,7n) ein Extremum bei

05
55 5:&:1

Wir entwicklen die Wirkung um dieses Extremum und erhalten

=0 <= C&=n. (8.3.7)

m _
S(&arn) = 5 ((m) = (0, €M) = € q5)
(8.3.8)
da die Extremalbedingung gerade die Terme linear in £ entfernt. Nun beniitzen wir die
wichtige Formel (eine einfache Verallgemeinerung der iiblichen Gausschen Integrations-
(2m)P/?

formel)
/dpg e—%(S,Bﬁ) — ’
det(B)

wobei B eine beliebige p x p Matrix mit positivem Realteil ist. Damit erhélt man fiir den
Zeitentwicklungskern

S(a+&m) = S(Ea,m) + 5-(6,CF)

(8.3.9)

1 .
K(t,q,q0) = lim S Eam/n

m
e—0 2mih A/ € det(C)

Es bleibt, die Determinante von C, sowie das Matrixelement (1, C~'n) zu berechnen. Fiir
die Determinante von C' beobachten wir, dass C' die Form

(8.3.10)

po—=1 0 0 0
-1 w -1 0 O
0 -1 -1 0

C=10o o _“1 0o -1 p=2-euw (8.3.11)
0 0 0 -1 u

hat. Wir bezeichnen die Determinante einer solchen p x p Matrix durch d,. Entwickeln
nach der ersten Reihe fiithrt auf die Rekursionsrelation

dp = ,Udp_l — dp_g . (8312)
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Ausserdem haben wir den Rekursionsanfang d; = p und dy = 1. Es ist nicht schwer, diese
Rekursion zu l6sen und man findet

sin(inf) , B u
det(C) = dp—1 = W , wobei sy =3 (8.3.13)
Nun entwicklen wir das Resultat fiir kleine €; da p = 2 — €2 w? gilt
s 1 2
—=1-= 3.14
cos 2(ew) (8.3.14)
und daher ist ' '
ef =¥ 1+ O(e%) . (8.3.15)

Fiir kleine € kénnen wir also 5 durch 2ew ersetzen. Daher ist die Determinante von C' fiir

kleine € einfach ] ot
det(C) = sin(new) Lo(1) = sin w

sin(ew)

+0O(1) . (8.3.16)

Die Determinante divergiert also fiir ¢ — 0; diese Divergenz wird aber durch den Faktor
von € in (8.3.10) entfernt.

Es bleibt das Matrixelement (1, C~'n) der klassischen Wirkung zu berechnen. Da nur
der erste und letzte Eintrag von n von Null verschieden sind, tragen nur die Eckelemente
von C~! bei, die wegen der iiblichen Inversenformel die Form

. dy oy - 1
Cct= 7 Cee (8.3.17)
n—1 1 coo dys
haben. Das Verhéltnis der Determinanten d,_; und d,,_» ist dabei
dy_
y 2 =1 — ewcot(wt) + O() . (8.3.18)
n—1
Einsetzen dieser Identitdten in (8.3.10) fithrt dann schliesslich zu
mw imw 2qqo
K(t = —— ((¢* + @) cot(wt) — . 8.3.19
( aQ7q0) QWiﬁSiH(wt) €XP [ M, ((q + qO)CO ((U ) sm(wt))] ( )

Man rechnet leicht nach, dass diese Funktion die Schrédingergleichung (8.1.13) erfiillt.
Weiterhin sieht man direkt, dass fiir ¢ — 0 die obige Formel sich zum Zeitentwicklungs-
kern (8.1.16) der freien Theorie vereinfacht — dies impliziert daher sofort, dass (8.3.19)
die richige Deltafunktion-Anfangsbedingung (8.1.14) erfiillt. Unsere Rechnung (und ins-
besondere die Normierung — siehe die Fussnote in Kapitel 8.2.1) war also richtig!

Man beobachtet, dass der Zeitentwicklungskern nicht fiir alle ¢, ¢o und ¢ definiert ist.
Dieses Problem kann man aber durch Verschmieren mit einem Wellenpaket 16sen. Insbe-
sondere ist ja die Wellenfunktion zur Zeit ¢ am Ort ¢ einfach

U(t,q) = /dqo K(t,q,q0)%0(0, q) , (8.3.20)

und fiir geeignete Anfangsbedingungen W, ist das Integral konvergent.
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