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Dieses Skript basiert zum Teil auf den Vorlesungsskripten von Gianni Blatter und Gian
Michele Graf, denen ich fiir das Uberlassen der KTEX Quelltexte danke.



1 Historische Anfinge

Ende des 19. Jahrhunderts basierte das physikalische Weltbild auf dem, was wir heute die
‘klassische Physik’ nennen: die wesentlichen Grundpfeiler waren die klassische Mechanik
(a la Newton), die Elektrodynamik (& la Maxwell) und die Thermodynamik (& la Boltz-
mann). Diese Vorstellung wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts durch eine Reihe von
Experimenten in Frage gestellt, die wir im Folgenden kurz skizzieren wollen.

1.1 Das Planck’sche Strahlungsgesetz (1900)

Nach klassischer Vorstellung ist ein Teilchen (z.B. ein Elektron oder ein Atom) durch Ort
und Geschwindigkeit charakterisiert, deren Angabe beliebig genau sein kann; eine Wel-
le hat eine bestimmte Frequenz und Wellenzahl, oder ist eine Superposition von solchen.
Licht besteht aus elektromagnetischen Wellen und Materie aus Teilchen. Die beiden wech-
selwirken miteinander und gelangen, in einem verspiegelten Hohlraum eingeschlossen, zu
einem thermischen Gleichgewicht, das Planck untersuchte.
Das zunéchst freie elektromagnetische Feld geniigt auf Grund der Maxwell-Gleichun-
gen der Wellengleichung
- ) 1 02
OFE =0 mit 0= 29 A (1.1.1)
und der Nebenbedingung
divE =0, (1.1.2)

(analog fiir B). Der Separationsansatz

fithrt auf L
2fWE@) = f(AE()
und weiter ,
F=—w?f | ~AE = ‘;’—2 J (1.1.3)

harmonischer Oszillator . )
Eigenwertgleichung fiir —A

fiir eine Konstante w? (> 0). Auf dem Rand des Hohlraums gelten die Randbedingungen
OE |
on

Wiéhlt man diesen einfachheitshalber als den Wiirfel 0 < z; < L, (i = 1,2, 3), so lauten
die Eigenschwingungen

E =0, =0.

El(f) = Ez COS(]{?Z'LUZ') Sil’l(l{?i+1l’i+1) Sil’l(l{?i+2$i+2) .



Die Randbedingungen (E; = 0 fiir z; = 0,L (j # i); 0E;/0x; = 0 fiir x; = 0, L) sind
erfiillt, falls
ki = —n; , n; ganz, > 0, hochstens ein n; = 0. (1.1.4)

Wegen der Nebenbedingung (1.1.2) muss weiterhin gelten E-k =0, wobei E = (E1, Esy, E3)
und k = (kq, ko, k3). Zu jedem k gibt es daher zwei linear unabhéngige Eigenschwingungen
mit Eigenfrequenzen w = ¢ - |k|. Die Zahl der Eigenschwingungen < w ist nach (1.1.4)

asymptotisch
1 47 [(wL\’ vV oWl
Nw) =2.-.2 . [ZZ) = .2
() 8 3 (7‘(‘6) w2 3
fiir grosse w, wobei V = L3, bzw.
e
dw m2c3

[Der Faktor 2 beschreibt die beiden Losungen und der Faktor 1/8 tritt auf, da nur n; > 0
beitragen. Schliesslich ist das Volumen der 3d Einheitskugel 47r%/3, wobei der relevante
Radius r = wL/mc ist — es gilt k* = w?/c* und k = T1i.]

(1.1.5)

Planck stellte sich nun die Materie als aus Oszillatoren (‘Resonatoren’) aller Frequen-
zen wy bestehend vor, welche die sonst unabhéngigen elektromagnetischen Schwingungen
ins Gleichgewicht bringen. Bei gegebener Temperatur 7" sind die Resonatoren thermisch
angeregt. In der Tat ist nach Boltzmann die Wahrscheinlichkeit w(p, ¢), ein Hamilton’sches
System mit Phasenkoordinaten p, ¢ bei der Temperatur 7" in dpdq zu finden gerade

w(p,q) dpdg = dedq, (1.1.6)

wobei H die Hamiltonfunktion ist, 3 = (kT)~! die inverse Temperatur, k die Boltzmann-
Konstante und

Z(B) = /dpdqe_BH(p’q) . (1.1.7)
Die mittlere Energie ist damit

E= /dpqu(p, QJw(p,q) = —%logZ(ﬁ) :

Fiir einen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator der Frequenz wy ist,

2
P 1
H = %+§mwgq2,

und daher ist (1.1.7) ein Gauss’sches Integral,



und damit

— 0
E=—1 = kT

was unabhéngig von wy ist.

Umgekehrt stehen die Resonatoren im Gleichgewicht mit der elektromagnetischen
Strahlung; dies bedeutet, dass auch das elektromagnetische Feld der Frequenz w die Ener-
gie kT tragt. Wegen (1.1.5) folgt dann, dass die Energiedichte u(w,T") des elektromagne-

tischen Feldes durch
w2

ww,T) = —— kT (1.1.8)

- w23
gegeben ist (Rayleigh-Jeans, 1900), so dass die Energie pro Volumeneinheit gerade
o] oo (.U2
/0 du(w, T) = /0 oK = oo (1.1.9)

ist. Das ist die sogenannte ‘Ultraviolettkatastrophe’. Sie steht im Widerspruch zum expe-

rimentellen Verhalten
w(w, T) o< wie™*¥7 (1.1.10)

fiir grosse w (Wien, 1896). Planck bemerkte, dass & eine neue Naturkonstante sein musste.

u(w, T) Rayleigh-Jeans

__.._ Planck
Wien

w
Abbildung 1: Energiedichte der Strahlung eines schwarzen Korpers.

Am 7. Oktober 1900 erfuhr Planck von Messungen, die eine Abweichung vom Wien’-
schen Gesetz zeigten. Noch am selben Tag interpolierte er zwischen (1.1.8) und (1.1.10)
gemass

w?  hw

-
m2c3 eﬁ —1

w(w, T) = (1.1.11)

Aus dem Vergleich mit der neuen experimentellen Kurve fand er

h=1,04(1,05549)- 1073 J - s,
k=1,34(1,3807)- 107 J.K!
(in Klammern die heutigen Werte). Die grossartigste Bestitigung fand das Planck’sche

Gesetz (1.1.11) in der gemessenen Spektralverteilung der kosmischen Hintergrundstrah-
lung bei T' = 2, 73K (COBE 1992, WMAP 2003).
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Nachtriglich (14. Dez. 1900) begriindet Planck (1.1.11) so:

“Wir betrachten aber — und dies ist der wesentlichste Punkt der ganzen Berech-
nung — F als zusammengesetzt aus einer ganz bestimmten Anzahl endlicher
Teile und bedienen uns dazu der Naturconstanten h = 6,55 - 10727 [erg- sec].”

[Hier ist h = 27h.]
Die Idee ist also, dass der Resonator nicht alle Energien E' annehmen kann, sondern dass
die moglichen Energien des Resonators quantisiert sind, ndmlich als

E, =nhwy, (n=01,2.). (1.1.12)

Dies bedingt die Ersetzung von (1.1.6) und (1.1.7) durch

oo

_ _ —Bnhwy __ 1
Tz Z(ﬁ)_zoje T 1— e P

und damit

_ 0 hwo
E = —%108;2(5) = oo _ 1

was auf (1.1.11) fiihrt. In dieser Analyse sind die Feldoszillatoren noch nicht quantisiert
— dies geschah erst spéter im Rahmen der Quantenfeldtheorie.

1.2 Die Bohr’sche Quantenhypothese (1913)

Atome weisen diskrete Lichtemissionsspektren auf. Fiir das Wasserstoff-Atom gilt die
empirisch hergeleitete Formel

wnm:R<———>, nm=12 ..., n>m, (1.2.1)

(Balmer 1885, aus den 4 Linien m = 2, n = 3,4,5,6).

Bohr nimmt an (analog zur Planck’schen Quantisierung des Resonators, aber gegen
klassische Vorstellungen), dass das Atom nur in Zustidnden mit diskreten Energien F,
existieren kann. Strahlung (ndmlich ein Lichtquant) der Frequenz

1
nm:_En_Em
= LB, ~ B,

wird emittiert beim Ubergang n — m, E,, < E,. (Auch der Ubergang m — n ist

moglich unter Absorption eines Lichtquants gleicher Frequenz.) Mit diesem Ansatz wird
der spektroskopische Befund (1.2.1) als Energiebilanz erklart. Fiir das H-Atom ergibt sich

1
E,=-Ry—. n=12.. (1.2.2)

mit Ry = R - h.



En - Abbildung 2: Diskretes Spektrum im

e Bohr’schen Atommodell. Das Korres-
pondenzprinzip lasst sich auf hohe
Anregungsenergien FE, mit n > 1,
anwenden, wo das Spektrum quasi-
kontinuierlich ist.

Als Modell des Atoms verwendet Bohr das von Rutherford (1911): Ein Elektron (Masse
m, Ladung —e) im Feld eines viel schwereren Kerns (Ladung e), den wir zunéchst als fest
annehmen. Léngs klassischen Bahnen wiirde das Elektron strahlen und so dem Kern
stets ndher kommen. Bohr wihlt die Quantenzustéinde unter den Kreisbahnen (Radius 7,
Winkelgeschwindigkeit w, Drehimpuls L, Energie F). Fiir diese gilt

2 2 2
e L e
mrw? = = | L =mrw, E= - —
2 2
T 2mr r
Daraus folgt
L? P me* me*
T et T oz YT

Nach (1.2.2) muss L o n sein. Bohr setzt als Quantenbedingung;:

L, =m, (n=1,2,...) (1.2.3)
und findet
52
T = agn? ap = — (Bohr-Radius) ,
me
1 me?
E,=-Ry-—, Ry = o (Rydbergkonstante) , (1.2.4)
2Ry

. 1.2.5
Wn = 3 (1.2.5)

mit den heutigen Werten
ap =0,529177-10""m | Ry = 13,6058 eV .

Berticksichtigt man die Mitbewegung des Kerns der Masse M, so ist m durch die reduzierte
Masse zu ersetzen; ebenso seine Ladung e durch Ze bei wasserstoffihnlichen Ionen wie
zum Beispiel He™; also Ry in (1.2.4) durch

M
Z2
M4+m

Ry .
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Die Wahl von £ als Proportionalitétsfaktor in (1.2.3) ist zwingend, falls man die Giiltigkeit
der klassischen Strahlungstheorie fiir grosse n fordert: beim Ubergang n — n — 1 soll dann
Licht der klassischen Umlaufsfrequenz w,, ausgestrahlt werden. In der Tat stimmt

Ry 1 1 2Ry
wn,n—l_?(m ﬁ) N (n — 00)

mit (1.2.5) tiberein. Spater (1923) erhebt Bohr dies zum Korrespondenzprinzip: Die
Quantentheorie reproduziert die klassische Physik im Grenzfall grosser Quantenzahlen.
Grosse Erfolg der Bohr’schen Theorie waren unter anderem der richtige Wert von R,

ag als richtige Grossenordnung der Atome, sowie die Erklarung des Verhéltnisses Ry + :
Ry =4,0016.

Kathode Gitter ~ Anode
| \J\ inelast. St.
[% Hg-Gas I elast. St.
: I
+ L
| ——— L
v 0.5V 0 5 10 15 vy

Abbildung 3: Durch ein elektrisches Potential beschleunigte Elektronen treffen auf
Hg-Atome. Inelastische Stosse transferieren die Atome in hochenergetische Anregungs-
zustande die unter Aussendung elektromagnetischer Strahlung zerfallen.

Die diskreten Energieniveaus in Atomen wurde auch durch das Franck-Hertz Experi-
ment (1914) untermauert: Elektronen nehmen im Potential V' kinetische Energie auf, die
sie durch inelastische Stosse mit den Hg-Atomen an selbige abgeben. Die Atome werden
dabei vom Grundzustand mit Energie Fy in einen angeregten Zustand mit Energie F,,,
E, — Ey ~ 5 eV gehoben. Die gestoppten Elektronen erreichen die Anode nicht mehr und
es ergeben sich die Téler in I(V); die Atome fallen unter Abgabe von Strahlung in den
Grundzustand zuriick.

1.3 Bohr-Sommerfeld Quantisierung (1915)

Das Korrespondenzprinzip und die Bohrsche Quantisierung fithren auf ein Selektionskrite-
rium fiir in der Quantenmechanik erlaubte klassische Bahnen: auszuwéhlen sind diejenigen
Bahnen, welche eine Quantisierungsbedingung erfiillen. Fiir den Fall von gebundenen

Bahnen eines Hamilton’schen Systems mit einem Freiheitsgrad ist die Bedingung, dass
die Wirkung

]{pdq —omnh=nh,  (n=(0), (1), (£)2,..), (1.3.1)

quantisiert ist, wobei das Integral sich iiber eine Bahnkurve erstreckt.
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Zum Beispiel gilt fiir einen harmonischen Oszillator
langs einer Bahn der Energie

S

P’ 1 2 9 /"'k:; 2mb
om Tt =B R AR EENNS
[ [ \ \ -
also \\\ \\\_/,’ /\ q
2K 2 E ST s
%pdq:wv2mE~ _%—1:77_ T L J2E 1
m Wy m wo

und (1.3.1) liefert
B, = nhwy , (1.3.2)

was iiberraschend mit Plancks Postulat (1.1.12) iibereinstimmt.

Die Bedingung (1.3.1) ldsst sich auf vollstéindig separable Systeme (s. Allgemeine
Mechanik) mit f Freiheitsgraden erweitern. Fiir diese Systeme hat die zeitunabhingige
Hamilton-Jacobi Gleichung

oS oS
H — ..., — | = E =
<q7 >, df, 8(]1’ 7aqf) Qg ,

wobei H(q,p) die Hamiltonfunktion in passenden Koordinaten ist, eine vollstindige Lo-
sung der Form

M-

S(ql,...,qf,ozl,...,ozf): Sk(qk,Oél,...,Oéf).

k=1
Dabei sind (ay,...,ar) = a Erhaltungsgrossen. Im 2 f-dimensionalen Phasenraum ver-
lduft die Bewegung dann auf dem Schnitt von f durch « bestimmte Fldchen
oS Sy
= — = — kE=1,... . 1.3.3
Pk aqk (qa Oé) an (qka Oé) ) ( ) ) f) ( )

Falls die f-dimensionalen Schnittflichen topologisch Tori sind, so ist die Sommerfeld-
Bedingung anwendbar. Sie zeichnet als erlaubt diejenigen Tori (und nicht spezielle, darin
verlaufende Bahnen) aus, fiir welche

Wiim §puda=2mmn, (m = 0. (D)L (1.3.4)

fir alle £ = 1,... f, wobei p; durch (1.3.3) gegeben ist. Dies bestimmt (o,...af) als
Funktion der nj und insbesondere die méglichen Energien E,, ,, .

Auf Systeme, die nicht separabel sind (und dies ist der generische Fall), kann man
Sommerfelds Bedingung nicht anwenden. Sie ist daher nicht wirklich von fundamentaler
Signifikanz. Ausserdem ist diese Quantisierungsbedingung schlussendlich nicht ganz rich-
tig; zum Beispiel fiir den harmonischen Oszillator (siehe Kapitel 6) unterscheiden sich die
tatséichlichen Energien E,, = hwo(n+ 3) vom obigen Resultat, siche Gleichung (1.3.2), um
die quantenmechanische Grundzustandsenergie.
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1.4 Der Photoeffekt (1905) und Comptoneffekt (1923)

Wird eine (metallische) Oberfliche durch Licht der (Kreis-)Frequenz w bestrahlt, treten
Elektronen aus — das ist der sogennante photoelektrische Effekt, der von Hertz 1887
erstmals entdeckt wurde.

—
Licht der Frequenz w

Lenard (1902) bemerkte, dass die Ener-

gie T' der emittierten Elektronen (mo- ~

noton wachsend) nur von der Frequenz  Metall o

abhéngt, nicht aber von der Intensi- o

tdat der einfallenden Strahlung. Davon E'lekt'ronen der )

abhéngig ist hingegen die Emissionsra- = kinetischen Energie T

te.

Dieses Verhalten widerspricht offenbar der klassischen Vorstellung! Einsteins Deutung
(1905) dieses Effektes war, dass Licht quantisiert ist, und zwar geméiss F = hw. Ein
Lichtquant Aw kann dann an ein einziges Elektron iibergeben werden, das aus dem Metall
mit der Energie

T=h—-W (1.4.1)
(W: Austrittsarbeit) entweicht. (Erst um 1915 waren die experimentellen Daten gut genug,
um (1.4.1) zu bestétigen. Ubrigens erhielt Einstein den Nobelpreise 1921 hauptsichlich
fiir diese Arbeit zum photoelektrischen Effekt.)

Diese Deutung basiert darauf, dass das Licht (das ja durch elektromagnetische Wel-
len beschrieben wird) auch Teilchenaspekte besitzt, ndmlich, dass es aus ‘Lichtquanten’
zusammengesetzt zu sein scheint, die eine bestimme Energie tragen und mit einzelnen
Elektronen wechselwirken. Dieser Teilchenaspekt des Lichtes wurde spéter eindriicklich
durch den Comptoneffekt demonstriert, bei dem Lichtstrahlen an Elektronen gestreut
werden:

Abbildung 4: Réntgen-
Strahlen (Photonen +)
treffen auf ein ruhendes
Elektron e~ und werden
gestreut.

Dieser Effekt kann dadurch richtig beschrieben werden, dass man den Streuprozess als
Teilchen-Teilchen (Photon-Elektron) Streuung unter Energie- und Impulserhaltung inter-
pretiert. (Da sich das Licht mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet, muss man dazu natiirlich
die relativistische Energie- und Impulserhaltung beniitzen — siche Ubungsaufgabe.) Da-
bei ist der Impuls p* eines Photons mit Wellenldnge \ gerade durch
w 2

b= (hk, hk = k| =
Pt = vk k) k=lkl=— =

(1.4.2)
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gegeben, wobei k der Wellenvektor ist, dessen Richtung die Ausbreitungsrichtung der
Welle beschreibt und A die Wellenlénge ist.

1.5 Teilchen als Welle (de Broglie 1923)

Wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben, verhalten sich Lichtwellen manchmal so, als
ob sie Teilchen wiren. De Broglie hat vorgeschlagen, dass umgekehrt auch Teilchen Wel-
lencharakter besitzen. Konkret postulierte er, dass die Relation (1.4.2) auch fiir Teilchen
gilt, d.h. dass ein Teilchen mit Impuls p einer Welle mit Wellenldnge A und Kreisfrequenz
w

A==, w== (1.5.1)

entspricht. [E = ¢p°]

Diese Hypothese ist iiberzeugend durch das Davison-Germer Experiment (1927)
bestétigt worden. Dabei betrachtet man ein Streuexperiment an einem Festkorper (a la
von Laue), aber beniitzt einen Elektronenstrahl statt einer Lichtwelle. Die Reflexion von
Elektronen von einer Kristalloberfliche ergibt ‘von Laue’ Reflexe

Detektor  Abbildung 5: Streuuung von
Elektronen an einer Kristal-
loberflache.

einfallender
Strahl

&
gestreuter
Strahl

Die Struktur des von Laue Interferenzbildes bestétigt die Giiltigkeit der de Broglie Rela-
tion.
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2 Wellenmechanik

Ausgehend von dem Postulat von de Broglie wollen wir jetzt (heuristisch) die Schrodinger-
Gleichung ableiten.

2.1 Die Schrodinger-Gleichung

Nach de Broglie ist einem Teilchen mit Impuls p* = (E, p) eine Welle zugeordnet, deren
Wellenlédnge A und Kreisfrequenz w durch (1.5.1) gegeben sind

orh E
=T =2 (2.1.1)
D h

A

Eine Welle mit diesen Parametern ist die Funktion

2mx

U(z,t) =U(0,0)e » ™", (2.1.2)

wobei W(0,0) eine Konstante ist, die die Amplitude der Welle bestimmt. Diese Welle ist
durch die Gleichungen charakterisiert

0 . 2m P
W) = —wb(at) = — 2w (2.1.4)
g l(0,t) = —w¥(z,t) = ——V(z,1). 1.

Im nicht-relativistischen Grenzfall (den wir im Folgenden behandeln wollen — die quan-
tenmechanische Beschreibung der relativistischen Physik fithrt zur Quantenfeldtheorie)
ist die Energie E eines freien Teilchens mit Impuls p durch

1

E=—p 2.1.
5P (2.1.5)
gegeben. Daher erhalten wir die Gleichung
9] n 0?
h—V(x,t) = EV(x,t) = ——=—=U(x,1). 2.1.6
e W) = BU(e,t) = =5 (z, 1 (2.1.6)

Falls das Teilchen nicht frei ist, sondern sich im Einfluss des Potentials V' (z,t) bewegt,
hat die rechte Seite von (2.1.5) zusétzlich den Term V' (z); dann erhalten wir

zh%\lf(x, t) = (—h—% + V(x,t)) U(z,t). (2.1.7)

Diese Gleichung ist die (zeit-abhéngige) Schrédinger-Gleichung.

Die Funktion W(x, ) in (2.1.7) ist eine komplexe Funktion von (z,t). Falls ¥ eine Licht-
welle beschreiben wiirde, dann ist die Intensitéit des Lichtes bei (z,t) gerade |¥(z,t)[2.
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Im gegenwirtigen Kontext interpretieren wir daher (Born 1926) |¥(z,t)|? als die Wahr-
scheinlichkeit mit der das Teilchen sich zur Zeit ¢ am Punkt z befindet. Damit diese
Interpretation Sinn macht muss ¥ (x,t) so normalisiert sein, dass

/dx|\lf(:£,t)|2 =1 fiir alle t. (2.1.8)
R

Damit haben wir bereits die wichtigsten Postulate der Wellenmechanik zusammengetra-
gen; zur Ubersicht stellen wir sie noch einmal zusammen:

(i) Die Wahrscheinlichkeit das Teilchen zur Zeit t am Ort z anzutreffen, ist durch das
Normquadrat |¥(z,t)|> der Wellenfunktion gegeben.

(ii) Die Wellenfunktion W(z,t) ist fir jedes ¢ quadrat-integrabel in x; insbesondere ist
sie wie in (2.1.8) normalisiert.

(iii) Die Wellenfunktion W(z,t) ist eine komplexe Funktion, die der zeit-abhidngigen
Schrodinger-Gleichung geniigt

0
Zhallf(x,t) = HVU(z,t). (2.1.9)

Hierbei ist H der Hamiltonoperator, der durch

H=————+V(x,1) (2.1.10)

definiert ist. Auch in der Quantenmechanik ist also die Hamiltonfunktion (bzw. der
Hamiltonoperator) die Erzeugende der Zeitentwicklung.

Wir sollten betonen, dass die obige Diskussion diese Postulate nicht ableitet, genau-
sowenig wie man beispielsweise Newtons Kraftgesetz ‘ableiten” kann. Wir haben lediglich
versucht, sie zu motivieren. Wir wollen sie jetzt als die Regeln, die die Quantenmechanik
definieren, akzeptieren, und studieren, welche Konsequenzen sie haben.

In der Definition des Hamiltonoperators (2.1.10) begegnen wir zum ersten Mal ei-
ner speziellen Eigenschaft der Quantenmechanik: klassische Observable (zum Beispiel die
Energie, d.h. die Hamiltonfunktion) werden in der Quantenmechanik durch Operatoren
(in diesem Fall den Hamiltonoperator H) dargestellt. Diese Operatoren wirken auf dem
Raum der Wellenfunktionen. Der Umstand, dass diese Operatoren im Allgemeinen nicht
vertauschen, ist der entscheidende Grund fiir viele ‘Quanteneffekte’ der Quantenmechanik,
insbesondere fiir die Heisenberg’sche Unschirferelation (die wir ein wenig spéter ableiten
werden).

Ein anderes Beispiel fiir diese Operatorbeschreibung von Observablen ist (2.1.3): auf
Wellenfunktionen ist die Impulsobservable p durch den Differentialoperator

p= —zhag (2.1.11)
x
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dargestellt.

Die obigen Postulate sind spezifisch fiir die Situation, wo wir ein Teilchen im Raum
analysieren wollen. Wir werden die Postulate spéter in eine abstraktere Form bringen. Wir
sollten auch noch darauf hinweisen, dass es noch ein weiteres Postulat gibt, das erklart,
was genau bei einer Messung geschieht. Wir werden natiirlich auch auf diesen Punkt spéter
zuriickkommen. Fiir den Moment wollen wir jedoch zunéchst ein paar Konsequenzen dieser
Postulate studieren.

2.2 Wahrscheinlichkeitsstrom und die Kontinuitéitsgleichung

Wie wir oben postuliert haben hat |¥(z,t)|? die Interpretation einer Wahrscheinlichkeits-
dichte
pla,t) = |U(x,t)*. (2.2.1)

Die Schrédinger-Gleichung (und ihre komplex Konjugierte) bestimmen die Zeitentwick-
lung dieser Wahrscheinlichkeitsdichte:

d , 0 0 .
h , 0 02 .

1

—%<\If(x,t)*V(:)s,t)\If(:)s,t) - \If(x,t)V(x,t)\If(x,t)*) , (22.3)

wobei wir beniitzt haben, dass x und V'(z, t) reell sind. Die zweite Zeile verschwindet, und
der Rest kann als

d J
ﬁp(x, t) + %j(x,t) =0 (2.2.4)

geschrieben werden, wobei j(z,t) der Wahrscheinlichkeitsstrom ist,

e t) = % (W(m,t)%\ﬂ(x,t)* _ \p(x,t)*a%xp(x,t)) . (2.2.5)

Die Gleichung (2.2.4) hat die Interpretation einer Kontinuititsgleichung. Um das genauer
zu verstehen, integrieren wir die Wahrscheinlichkeitsdichte iiber ein kleines Intervall

zo+9
P(x0;0) :/ dx p(x,t). (2.2.6)
xro—0
Dann ist
d SCAR I,
—P(xg:0) = — dr —j(x,t
dt (I07 ) /xo—é xax.](xv )
= Jj(wo —d,t) — j(wo +6,1). (2.2.7)

Die Anderung in der Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in dem Intervall zu finden, wird also
dadurch beschrieben, wieviel ‘Wahrscheinlichkeit’ aus dem Intervall oder in das Intervall
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geflossen ist, d.h. durch die Werte des Wahrscheinlichkeitsstroms an den Intervallgrenzen.
Die Wahrscheinlichkeit verhélt sich also wie eine inkompressible Fliissigkeit: sie kann weder
vernichtet noch erzeugt werden; sie kann sich in einem Intervall nur dadurch dndern, dass
sie aus dem Intervall ausfliesst oder in es hineinfliesst.

Dieses Argument impliziert insbesondere auch, dass die Normierung der Wellenfunk-
tion zeit-unabhéngig ist. Dazu betrachten wir

d o0 [e.9] 00
7 dx p(x,t) = —/ dx 0,j(z,t) = —j(x,t) =0, (2.2.8)

wobei wir angenommen haben, dass 7 — 0 fiir # — +00. Diese Eigenschaft ist natiirlich
fiir die Selbst-Konsistenz der Quantenmechanik wichtig: denn nachdem wir die Normie-
rungsbedingung (2.1.8) zu einem Zeitpunkt gewihlt haben, legt die Schrodinger-Gleichung
die Normierung fiir alle anderen Zeiten fest, und es ist wichtig, dass (2.1.8) — was fiir die
Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik zentral ist — dann auch fiir alle
anderen Zeiten gilt.

2.3 Das Ehrenfest’sche Theorem

Um Kontakt zur klassischen Mechanik herzustellen betrachten wir nun Erwartungswerte.
Wie oben besprochen ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen zur Zeit ¢ am Ort x zu
treffen |W(z,t)|?. Der Erwartungswert einer Ortsmessung ist also

(z) :/dxx\\lf(x,t)\2. (2.3.1)
R
Wie schon im vorigen Kapitel bestimmt die Schrédinger-Gleichung die Zeitentwicklung
dieses Erwartungswertes. In der Tat berechnen wir
d 0
G = [ dea g (@ 0w )

ot
_ d:)sx {(Z%W\p £ — ;V(x,t)\lf(a:,t)) U, 1)
+0(z,

)( 22_8_22‘1’( £+ V(:)s t)\If(:):,t)*)]. (2.3.2)

Die Terme, die das Potential involvieren, kiirzen sich gegenseitig. Im ersten Term inte-
grieren wir nun partiell und erhalten

2m Rdmx\lf(x )" 92 \If(:c t) = z% [x\lf(x,t) a—x‘l’(x,t)]x:_oo
h * 9 0 * 0
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Da U quadrat-integrabel ist, d.h. da es (2.1.8) erfiillt, muss der Randterm verschwin-
den. [Dieses Argument ist ein klein wenig schlampig!] Nun erinnern wir uns, dass der
Impulsoperator durch (2.1.11) definiert ist. Der erste Term in der zweiten Zeile ist also

—zi dz (W(x,t)*%@(x,t)) = %/}Rda: U(z, ) pVU(z,t) = %(p> (2.3.3)

2m Jp m m

In Analogie zu (2.3.1) interpretieren wir dies als 5 Mal den Erwartungswert des Impulses
p. Den zweiten Term in der zweiten Zeile integrieren wir wiederum partiell

=00

f 9 e . h [0 )
—i5 - Rdmxa—x‘l’(x,t) %\If(x,t) = i {x %\I/(x,t) \If(x,t)}

r=—0oQ0

2

h 0 » 0 .
—I—z% Rd:z (llf(a:,t)%\lf(z,t) +:E\If(:c,t)@\lf(:£,t) ) :

Der Randterm verschwindet wiederum, und der letzte Term kiirzt genau den ersten Term
in der zweiten Zeile von (2.3.2). Den vorletzten Term integrieren wir nochmals partiell
und erhalten

V(e 6) = e (U, ) U2, 1)~

2m r=mo0

h 0
’L% Rdflf\ll(x,t)a—x
S vy L@y (234
v g 2 ¥(z,1)" 5 Uz, 3.

= ! (p), (2.3.5)

2m
wobei wir wiederum den Randterm weggelassen [dieses Mal ist das wirklich korrekt!] sowie
(2.3.3) beniitzt haben. Insgesamt erhalten wir also

d 1

E(@ = E(@- (2.3.6)

Das ist die bekannte (nicht-relativistische) Relation zwischen Geschwindigkeit und Impuls.
Mit Hilfe einer dhnlichen Rechnung (Ubungsaufgabe) kénnen wir auch zeigen, dass

;—;<x> = —%@x‘/(:c,t)) = —% Rdx\lf(x,t)* 0,V (z, ) U (z, ) . (2.3.7)

Der Ortserwartungswert (x) geniigt also der Newton’schen Bewegungsgleichung

d2
ms (2) = —(0,V(2,1)).

Dieses Resultat wird Ehrenfest’sches Theorem genannt. Es stellt eine Beziehung zwischen

Quantenmechanik und klassischer Mechanik her: die Erwartungswerte der Quantenme-
chanik erfiillen die klassischen Bewegungsgleichungen.
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2.4 Realitédt der physikalischen Observablen

Oben haben wir den Erwartungswert des Impulsoperators p durch

(p) = —1h /R i Uz, 1)" a%xy(x,t) (2.4.1)

definiert. Der Erwartungswert ist das mittlere Ergebnis einer Impulsmessung. Damit das
eine verniinftige physikalische Interpretation hat, miissen wir verlangen, dass (2.4.1) eine
reelle Zahl ist, d.h. dass

(0)* = (p). (2.4.2)

Wir wollen nun zeigen, dass dies automatisch der Fall ist. (Im Wesentlichen ist das dieselbe
Rechnung, die wir oben schon durchgefiihrt haben.)

(p)" = zh/Rdx\If(x,t)%\If(z,t)*

= b [U(z, )W (x, )" — Zh/Rdx U(z,t)” % U(z,t)

= (), (2.4.3)

wobei wir beniitzt haben, dass die Integrabilitéit von W(x,t) impliziert, dass der Randterm
verschwindet. Man kann entsprechend nachpriifen, dass der Erwartungswert der Energie

(H) = /R de U (a,t) HU(z, 1), (2.4.4)

wobei H der Hamilton Operator (2.1.10) ist, auch reell ist (Ubungsaufgabe),
(HY* = (H). (2.4.5)

2.5 Zeit-unabhingige Schréodinger-Gleichung

Fiir die bisherige Diskussion haben wir angenommen, dass das Potential V' (z,t) eine
beliebige Funktion von Ort und Zeit ist. Die Analyse vereinfacht sich, falls das Potential
tatsachlich nicht von der Zeit ¢ explizit abhéngt, V(z,t) = V(z). Unter diese Annahme
konnen wir die x und ¢ Variablen separieren; dazu machen wir den Ansatz

U(x,t) = ¥(2)x(t) . (2.5.1)

Die Schrodinger-Gleichung impliziert nun, dass

Hmi(0) = x(0) (@) + V(o)) (252)
wobei x(t) = Ly (t) und ¢'(z) = Le)(z). Zumindest formal kdnnen wir jetzt (2.5.2) durch
(x)x(t) teilen, und erhalten damit

O (R
th(t) = 0@ ( 2m¢ (x) + V(x)( )) . (2.5.3)
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Wir beobachten, dass die linke Seite nicht von x abhéngt, wohingegen die rechte Seite nicht
von t abhéngt. Damit die beiden Ausdriicke gleich sein konnen, miissen sie beide gleich
derselben Konstanten sein, die wir mit £ bezeichnen. Wir haben damit die zeit-abhéngige
Schrodinger-Gleichung in zwei separate Gleichungen zerlegt,

ix(t) = Ex(t)
Hi(z) = B(z), (2.5.4)

wobei H der Hamiltonoperator (2.1.10) ist. Wir kénnen die erste Gleichung leicht 16sen

Y (1) = exp (—%t) | (2.5.5)

Falls also ¢ (x) die Eigenwertgleichung (2.5.4) mit Eigenwert E erfiillt, dann 16st

E
U(z,t) = (x) exp (—%t) (2.5.6)
die (zeit-abhéngige) Schrodinger-Gleichung. Die Eigenvektorgleichung
w0

wird als zeit-unabhdngige Schrodinger-Gleichung bezeichnet. Da [U(z, t)| = | (x)|, ist die
Wellenfunktion korrekt normalisiert (d.h. erfiillt (2.1.8)), falls ¢(z) die Normalisierungs-
bedingung as

/Rdx|¢(:c)|2 =1 (2.5.8)

erfiillt. Offenbar ist die Normalisierungsbedingung (2.1.8) dann fiir alle Zeiten erfiillt.

Die zeit-unabhéngige Schrodinger-Gleichung ist eng mit der zeit-unabhéngigen Ha-
milton-Jakobi Gleichung verwandt, die letztes Jahr in der Mechanik diskutiert wurde. (In
der Tat fand mit solchen Argumenten Schrédinger urspriinglich die nach ihm benannte
Gleichung!) Um das genauer zu verstehen machen wir den Ansatz (in 3 Dimenisonen)

1B t S(&)

(7, t) = (@) e ", Y@ =A@ e n | (2.5.9)

wobei sowohl A(Z) als auch S(%) reelle Funktionen sind. Um die zeit-unabhéngige Schro-
dinger-Gleichung fiir () zu bestimmen, berechnen wir nun

Vip(z) = (VA) e + %(VS) Ae? (2.5.10)
sowie
A(z) = (AA) 6255?+2—;(v5)-(m) 62@%(&) Ae’s(rf)—% (VS Ae™ . (2.5.11)
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Die 3-dimensionale zeit-unabhéngige Schrodinger-Gleichung
52
™ A+ V(Z) (&) = EY(T) (2.5.12)

zerlegen wir jetzt nach Real- und Imaginérteil,
(V)" A
2m 2m A 7
A
VA-VS+ EAS = 0,

+ (V@) —-E) =

wobei wir in der ersten Gleichung durch A dividiert haben. Im klassischen Limes, d.h. fiir
h — 0, wird die erste Gleichung dann

(VS)*

2m

+ V(&) =H(ZVS)=E. (2.5.13)

Das ist gerade die zeit-unabhéngige Hamilton-Jakobi Gleichung! Die Phase der Welle ¥
kann also mit der (dimensionslosen) Grosse S/h identifiziert werden, wobei S die erzeu-
gende Funktion der kanonischen Transformation ist, die in der Hamilton-Jakobi Theorie
auftritt.

Andererseits erinnern wir uns aus der Mechanik Vor-
lesung daran, dass eine Losung S(Z) der Hamilton-
Jakobi Gleichung (2.5.13) die physikalische Bahn gerade
vermoge

p=mi=VS5. (2.5.14)

beschreibt. Die physikalische Bahn ist also immer senk-
recht zu der Fliche S = const. Diese Flachen sind jedoch
gerade die Wellenfronten der Welle ¥, da S die Phase
der Welle ist. In dieser Weise ist also die quantenmecha-
nische Welle direkt mit der klassischen Bahn verbunden.

2.6 Energie Eigenzustinde

Wir bezeichnen mit ¢, n € N, einen vollstindigen Satz normalisierter Eigenfunktionen
des Hamiltonoperators mit Eigenwerten

In vielen Féllen ist der Satz der Eigenfunktionen abzéhlbar, d.h. wir kénnen annehmen,
dass sich die Eigenfunktionen durch eine positive ganze Zahl bezeichnen lassen. Weiterhin
wollen wir annehmen, dass jede quadrat-integrierbare Funktion sich als Linearkombination
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dieser 1, schreiben lisst. (Wir werden auf diese Annahmen spéter zuriickkommen, wenn
wir die Quantenmechanik ein wenig formaler beschreiben werden.)

Angenommen wir kennen die Wellenfunktion zur Zeit ¢t = 0, ¥(z,0). Wir wollen die
Losung fiir alle ¢ > 0 bestimmen. Nach Annahme konnen wir die Funktion W(z,0) durch
die 1, ausdriicken

\IJ(ZE, O) = Z an¢n(x) )

wobei die @, im allgemeinen komplexe Koeffizienten sind. Es folgt dann aus (2.6.1), dass

> 1B,
U(z,t) = ;a,ﬂbn(z) exp ( - t) (2.6.2)
fiir alle ¢. Nach Konstruktion stimmt (2.6.2) mit der gegebenen Funktion W(z,0) fiir ¢ = 0
iberein; W(x,t) ist ausserdem eine Losung der zeit-abhéngigen Schrodinger-Gleichung
da jeder einzelne Term eine Losung ist, und da die Differentialgleichung linear ist. Der
Umstand, dass die Summe zweier Losungen wieder eine Losung definiert, nennt man
manchmal das Superpositionsprinzip; wir werden es immer wieder beniitzen.

Wir haben hier also das Problem, die allgemeine Losung der Schrédinger-Gleichung (zu
vorgegebenen Anfangsbedingungen) zu finden, darauf zuriickgefiihrt, den vollstandigen
Satz der normierbaren Losungen von (2.5.7) zu finden. Wir sollten schon an dieser Stelle
darauf hinweisen, dass die Bedingung, dass v, quadrat-integrabel ist, im Wesentlichen fiir
die Quantisierung der Eigenwerte verantwortlich sein wird.

2.7 Energiemessung

Wir wollen nun annehmen, dass wir einen vollstédndigen Satz normalisierter Eigenfunktio-
nen des Hamilton-Operators v,,, n € N gefunden haben, wobei die zugehorigen Eigenwerte
Hv,, = E,1, sind. Der Einfachheit halber wollen wir weiterhin annehmen, dass alle Eigen-
werte distinkt sind, d.h. dass E,, # E,, fiir n # m. Wir wollen zeigen, dass dies impliziert,
dass die normalisierten Eigenfunktionen tatséchlich ‘orthonormal’ sind, d.h. dass

1 fallsm=n

/Rdx Yr(x) Y () = O = { 0 falls m £ 1. (2.7.1)

Dazu beobachten wir, dass

B [ de @) vnle) = [ dovio) H (o) (2.7.2)
= g [ i@ ) + [ devi@ V) i),

m

wobei wir beniitzt haben, dass v, eine Eigenfunktion mit Eigenwert FE,, ist. Den zweiten
Term konnen wir als

/R d (V(2)dn(2))" () (2.7.3)
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umschreiben, und den ersten Term integrieren wir partiell,

@) =~ @) i) x__oo+—/dw'* @
h2

= o [v (@) Ym(@)] _7 -

2m

2m

o . A @) ().

wobei wir wiederum die Randterme weggelassen haben (da v, quadrat-integrabel ist).
Zusammen erhalten wir also

B, / 0o (1) (z) = / dx (H $n)" ()
= E:L/Rd:cw;(:c) Um(x), (2.7.4)

wobei wir nun beniitzt haben, dass v, auch eine Eigenfunktion mit Eigenwert F,, ist.
Zunéchst betrachten wir den Fall m = n. Durch Vergleich der beiden Seiten von (2.7.4)
zusammen mit der Normierung von 1, folgt dann, dass

E,=FE". (2.7.5)

Dies zeigt, dass alle Eigenwerte E,, des Hamilton-Operators reell sind. (Wie wir gleich
sehen werden, impliziert das insbesondere auch, dass der Erwartungswert reell ist.)

Da die Eigenwerte reell sind, konnen wir nun die beiden Seiten von (2.7.4) voneinander
abziehen, und erhalten

(Em — Ep) /Rdx i (x) P (x) = 0. (2.7.6)

Nach Annahme ist F,, # FE, (falls m # n), und daher muss das Integral verschwinden;
das beweist dann (2.7.1).

We wir gerade gezeigt haben, konnen wir die allgemeinste Losung der Schrodinger-
Gleichung immer in der Form (2.6.2) schreiben. Wir wollen nun den Erwartungswert der
Energie fiir diese Wellenfunktion berechnen. Wegen (2.4.4) miissen wir berechnen

() = /R\If(x,t)*H\If(:)s,t)
- ZZ(L an exp( WEn = Ein >)/Rd:c1pm(:c)*Hwn(x)

m=0 n=0
- Z|“"|2E"’ (2.7.7)
n=0

wobei wir beniitzt haben, dass 1, eine Eigenfunktion von H mit Eigenwert F,, ist, sowie
die Orthonormalitét (2.7.1). Wir bemerken, dass dieser Erwartungswert reell (da die E,,
reell sind) sowie konstant ist, d.h. unabhéingig von der Zeit t.
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Die Formel (2.7.7) hat nun die folgende Interpretation: die moglichen Messergebnisse
einer Energiemessung sind die Eigenwerte E,,, und die Wahrscheinlichkeit, mit der der
Wert E, gemessen wird, ist gerade gleich |a,|*. Mit diesen Annahmen ist dann gerade
(2.7.7) der Erwartungswert der Energie. Diese Annahmen (oder Postulate) sind weitere
zentrale Annahmen der Wellenmechanik:

(iv) Die moglichen Messergebnisse einer Energiemessung eines Systems sind die Eigen-
werte des Hamilton-Operators H.

(v) Falls die Eigenwerte alle voneinander verschieden sind, so ist die Wahrscheinlichkeit,
den Eigenwert F,, (der zu der Eigenfunktion H),, = FE,1,, gehort) zu messen, gerade

2

/R ()0 (2, 1)

(2.7.8)

In (2.7.8) haben wir beniitzt, dass
/dwn(x)*xy(x,t) = ) apexp (—ZET%) /dwn(x)*zpm(x)
R R

— a,exp <—z—t) (2.7.9)

zusammen mit dem Umstand, dass das Exponential eine reine Phase ist (da £, reell ist).
Falls die Eigenwerte nicht alle voneinander verschieden sind, gilt eine &hnliche Formel, die
wir im Rahmen der formaleren Diskussion der Quantenmechanik besprechen werden.
Damit die obige Interpretation Sinn macht, muss gelten

D an*=1. (2.7.10)

n=0

Man kann leicht zeigen (Ubungsaufgabe), dass dies aus der Normierung der Wellenfunk-
tion W(z,t) folgt.

Diese Axiome beschreiben schon die wichtigsten Elemente der ‘Quantennatur’ der
Wellenmechanik; insbesondere folgt aus (iv), dass nur diskrete Energiewerte zuldssig sind.
Das ist ein vom Gesichtspunkt der klassischen Mechanik aus ungewthnlicher Sachverhalt!

Spéter (in Kapitel 4) werden wir die Axiome der Quantenmechanik formalisieren (und
dabei aus der Wellenmechanik verallgemeinern). Insbesondere werden wir dort auch die
Analogien der Axiome (iv) und (v) fiir die anderen Observablen erkldren. Abgesehen
davon fehlt nur noch ein wichtiges Postulat der Quantenmechanik, das wir jetzt schon
einmal erwédhnen sollten:

(vi) Die Energie eines Quantensystems sei zur Zeit t = to mit dem Ergebnis F,, gemessen
worden. Dann ‘kollabiert” die Wellenfunktion des Systems zu der Eigenfunktion 1,
mit H, = E,,, d.h. es gilt

1B,

U(z,t) = Ay, (x) exp (—Tt) fiir t > . (2.7.11)
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Hierbei ist A eine Konstante mit |A| = 1, und wir haben wiederum (wie schon
zuvor) angenommen, dass die Eigenwerte von H alle unterschiedlich sind.

Dieses Axiom ist noch weniger ‘klassisch’ als die anderen; der Kollaps der Wellenfunktion
als Konsequenz einer Messung ist intuitiv nur schwer verstédndlich. Die physikalische In-
terpretation dieses Axioms ist, dass es unmoglich ist, eine Messung durchzufiihren, ohne
dabei das System zu beeinflussen. Das Axiom sagt in genauer Weise, was der Effekt die-
ser Beeinflussung ist. Man kann die Aussage des Axioms auch noch anders formulieren:
nachdem die Energie des Systems einmal als F,, gemessen wurde, wird jede zukiinftige
Energiemessung immer wieder F, finden und zwar mit Wahrscheinlichkeit 1. (Hierbei
ist angenommen worden, dass das System zwischendurch nicht andersweitig beeinflusst
worden ist.)

Es gibt ein (offensichtliches) konzeptuelles Problem (das ‘Messproblem’ der Quanten-
mechanik), das mit diesem Axiom in Verbindung steht. Dies hingt damit zusammen, dass
es nicht klar ist, wie man prézise definieren soll, was genau eine ‘Messung’ ist. In dieser
Vorlesung wollen wir nicht versuchen, auf diese Fragen néher einzugehen — eine moderne
Diskussion mancher dieser Aspekte findet sich in dem Buch von Isham [I]. Im Folgenden
wollen wir die Axiome einfach als die Regeln ansehen, die die Wellenmechanik definieren,
ohne ihre konzeptionellen Probleme zu hinterfragen.

Nachdem wir nun das Grundgeriist der Wellenmechanik engefiihrt haben, wollen wir
nun ein paar explizite Beispiele betrachten, die uns eine bessere Vorstellung davon geben
sollen, wie Quantenmechanik tatsdchlich funktioniert.
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3 Beispiele einfacher Systeme

Bevor wir damit beginnen wollen, die Quantenmechanik ein wenig formaler zu analysieren,
wollen wir zunéchst ein Gefiihl fiir die Theorie bekommen. Dazu wollen wir die zeit-
unabhéngige Schrodinger-Gleichung fiir ein paar einfache Systeme 16sen. Die einfachsten
Systeme sind 1-dimensionale Systeme, in denen das Teilchen sich nur in einer Richtung
bewegen kann.

3.1 Das Teilchen in der ‘Box’

Wir betrachten ein Teilchen, das sich im Intervall [0, a] frei bewegen kann, aber das In-
tervall nicht verlassen kann. Durch ein Potential V' (z) ausgedriickt bedeutet dies, dass

0 0<z<a
Viw) = { oo sonst. (3.1.1)
Da das Potential ausserhalb der ‘Box’ unendlich ist, muss ausserhalb der Box ¥ (x) = 0,
x & [0, a] gelten. Da das Teilchen im Innern der Box, d.h. fiir x € [0, a], frei ist, miissen
wir dort die Differentialgleichung losen
h? d*
—————=Fy. 1.2
2m dz? ¥ (3.12)
Weiterhin muss ¢ iiberall (und insbesondere an den Randpunkten = = 0,a) stetig sein;
falls das nicht der Fall wire, dann wire die zweite Ableitung von v bei z = 0, a proportio-
nal zu der Ableitung der Deltafunktion, und wiirde daher nicht die Schrodinger-Gleichung
losen. (Wir werden das weiter unten noch genauer verstehen.) Da aber v ausserhalb des
Intervalls verschwindet gilt also

¥(0) =4(a) =0. (3.1.3)

Die allgemeine Losung von (3.1.2) ist

A cosh (W%) + Bsinh (W%) falls £ <0

Y(zr) =< A+ Bz falls £ =0 (3.1.4)

A cos (\/2m|E|%) + Bsin <\/2m|E| %) falls £ > 0,

wobei A und B Konstanten sind, die durch die Randbedingungen bestimmt werden. In
jedem der drei Félle verlangt ¢(0) = 0, dass A = 0. Falls £ < 0, impliziert ¢)(a) = 0 dann
B = 0; alle Losungen mit £ < 0 sind also trivial. Andererseits gibt es eine nicht-triviale
Losung, falls £ > 0 von der Form

n?n2n?
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ist, wobei n € N, \/2m|E, | = 2% Denn dann ist das Argument des Sinus in (3.1.4) gleich
nr fir x = a. In diesem Fall haben wir also ¢(a) = 0 selbst wenn B nicht verschwindet.

Wir finden also die nicht-trivialen Losungen

b, = B, sin (?) . (3.1.6)

Die Konstanten B, werden nun dadurch bestimmt, dass wir verlangen, dass v, wie in
(2.5.8) normiert ist. Also wollen wir B,, so finden, dass

“ 1
1= \Bn|2/ dz sin? (@) = SalB,[*. (3.1.7)
0 a

Eine Losung ist B, = \/g . Die normierten Eigenfunktionen sind also

2 2 2h2
W = \/jsin (@) mit B, =1 (3.1.8)
a

2ma?

Das Beispiel ist vielleicht ein wenig kiinstlich, aber es zeigt schon einige der charakte-
ristischen Eigenschaften von Quantensystemen. Insbesondere sind die moglichen Energie-
eigenwerte diskret; wie wir oben erklart haben, bedeutet dies, dass eine Energiemessung
des Systems nur diese diskreten Werte finden kann. Wir sollten darauf hinweisen, dass
diese Diskretheit im Wesentlichen eine Folge der Randbedingungen war. Weiterhin sind
alle Energieeigenwerte positiv, und insbesondere ist £ = 0 nicht zuldssig. Klassisch hétte
man erwartet, dass das Teilchen einfach in Ruhe (mit Energie F = 0) irgendwo in der
Box sitzen kann. Wie wir spéter sehen werden, ist dies jedoch mit der Heisenberg’schen
Unschérferelation nicht kompatibel, und daher ist die Grundzustandsenergie strikt positiv.
Schliesslich gilt die Faustregel (die fiir viele Quantensysteme richtig ist): die Wellenfunk-
tion ¢ (z) des Grundzustandes hat keine Nullstelle im Intervall (0, a); der erste angeregte
Zustand 19(x) hat eine Nullstelle in (0,a), der nte angeregte Zustand v,.1(x) hat n
Nullstellen in (0, a), usw.

Wir hatten in der Analyse des letzten Kapitels angenommen, dass sich jede Wellen-
funktion (die die angemessen Randbedingungen erfiillt — im vorliegenden Fall ist das
U(z,t) =0 fir x <0 und z > a) durch die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators aus-
driicken ldsst. Hier ist das einfach eine Folge der iiblichen Fourier-Analyse: jedes solche
U(x,t) lasst sich als

U(w,t) = 3 catbulw)e™ (3.1.9)
n=0
schreiben, wobei
o = / da () W(x, 0) (3.1.10)
0

Diese Formel ist eine direkte Folge der Orthonormalitétsrelation (2.7.1) (falls die Funk-
tionen vollstédndig sind).
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3.2 Teilchen im Topf

Als néchstes wollen wir das Teilchen im Topf diskutieren, d.h. den Fall, fiir den das

‘/ (l’) — { x 9

0 sonst (3.2.1)

gegeben ist. Zunéchst interessieren wir uns fiir gebundene Zusténde, d.h. fiir Zusténde fiir
die |¢(z)| — 0 fiir 2 — $o00; diese entsprechen Losungen, bei denen das Teilchen an den
Topf gebunden ist, d.h. fiir die die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen nach Unendlich
entkommt Null ist. [Die anderen Losungen — die Streuldsungen werden wir in Kapitel 3.6
besprechen.|

Wie zuvor behandeln wir die unterschiedlichen Regionen zunéchst separat. Falls x <
—a und x > a, ist die zeit-unabhéingige Schrodinger-Gleichung

—%@D"(x) = Ey(x), (3.2.2)
und die allgemeinste Losung ist
Y(z) = Ae™ 4 De™"* (3.2.3)
wobei 22 —
F— 5 f= (3.2.4)

Damit ¢ fiir + — 400 abféllt muss x reell gewihlt werden, d.h. E muss negativ sein. Im
Folgenden werden wir das Vorzeichen der Wurzel immer so wihlen, dass « positiv ist. Mit
dieser Konvention ist die Losung mit den richtigen asymptotischen Randbedingungen

P(x) = Ae™ ifr < —a,

(x) = De ™ ifx>a. (3.2.5)

In der mittleren Region, —a < x < a, ist die zeit-unabhéngige Schrédinger-Gleichung

Ay w) - Vila) = Buite), (3.26)

dessen allgemeinste Losung von der Form
Y(z) = Be™™ 4 Cemk® (3.2.7)

ist, wobei
V2m(V + B
k= % _ (3.2.8)

Bevor wir mit der detaillierten Diskussion der daraus zusammengesetzten Losung begin-
nen, ist es niitzlich zu beobachten, dass falls ¢(z) eine gerade Funktion, ¢(—z) = ¢ (x),
ist, das auch fiir Hy(z) gilt, und entsprechend fiir ungerade Funktionen. Wir kénnen
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daher das Eigenwertproblem separat fiir gerade und ungerade Funktionen 16sen. (Wir
werden diese Art von Argument spéter noch genauer diskutieren, wenn wir allgemeiner
‘Symmetrien’ in der Quantenmechanik behandeln.)

Mit dieser Vorbemerkung wollen wir uns nun den geraden Losungen zuwenden. Fiir
gerade Wellenfunktionen ist A = D und B = (', und der Ansatz ist daher

Aeli* falls v < —a
Y(x) =< 2Bcos(kx) falls —a <z <a (3.2.9)
Ae r* falls x > a.

Als n#chstes wollen wir beweisen, dass sowohl 1 als auch v’ bei x = +a stetig sein
miissen.! Die Analyse ist im Wesentlichen fiir die beiden Fille = +a gleich; wir werden
daher nur die ‘Klebebedingung’ bei z = a analysieren. Zunéchst beobachten wir

2 h2 a+e

g (a0 —vila =) = —5 [ dru(a) (32.10)

= /_ do (E + V) (x) + /aw dx Ey(x) .

Da E und E 4+ V endliche Konstanten sind und da 1 in der Nahe von x = a beschrankt
ist, folgt, dass die rechte Seite der zweiten Zeile im Limes ¢ — 0 gegen Null strebt. Daraus
folgt, dass ¢’ bei x = a stetig sein muss. Insbesondere muss daher auch 1 stetig sein.
Da 1 (x) gerade ist, sind die beiden Klebebedingungen bei © = 4a gleich, und es
geniigt, die Bedingung bei x = —a zu betrachten. Die relevanten Gleichungen sind dann

Ae " = 2B cos(ka) , and kAe " = 2Bksin(ka) . (3.2.11)
Wenn wir die beiden Gleichungen durcheinander teilen, finden wir
k = ktan(ka) . (3.2.12)
Weiterhin gilt wegen (3.2.4) und (3.2.8) dass

2mV

K2+ k2 =
h2

(3.2.13)

Es ist bequem, die Variablen n = ka und £ = ka einzufithren. Dann kann man (3.2.12)
und (3.2.13) als
2ma?V
p=gtan(), €=
schreiben. Diese beiden Gleichungen fiir  und ¢ kann man numerisch (oder graphisch)
16sen. Zum Beispiel sieht man leicht, dass fiir

(3.2.14)

2maV’
mh‘; < 7’ (3.2.15)

Tm Fall des Teilchens in der Box (Kapitel 3.1) musste nur ¢ stetig sein, nicht aber ¢’. Wir werden
im Kapitel 3.3 genauer verstehen, warum das die richtige Randbedingung war.
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nur eine Losung existiert — siehe Abbildung 6. Entprechend zeigt man, dass die Anzahl
der geraden gebundenen Losungen gerade N ist, falls

2ma?V
(N — 1)2r2 m; < N2r2. (3.2.16)
5 : b) 1
‘ ? o -w/2 o w/2 X
g 'l
n o — o
@ | (c)ggg
a § I
! 3
o :
II 2 E
1—_1/
/ ; .
0 U2 i g 3me ~w/2 o W/2 X

Abbildung 6: Die Losungen in den zwei Fillen V' = 4F, und V' = 64E,. (a) Graphische
Losung der transzendentalen Gleichung mit £ tan ¢ (durchgezogene Linie) und mit £ cot £
(gestrichelte Linie). (b) Losung im Fall des flachen Potentials V' = 4Fj. (¢) Losungen fiir
das tiefe Potential V' = 64F,. [Hier ist a = w/2 und Ey = 1?/(8ma?).]

Die Analyse fiir den ungeraden Fall ist &hnlich. In diesem Fall haben wir A = —D und
B = —C, und der Ansatz ist

Aer® falls v < —a
Y(x) =< 2Bsin(kz) falls —a <z <a (3.2.17)
—Ae™"* falls > a.

Die Stetigkeitsbedingung bei x = —a gibt nun

Ae "™ = = Bsin(ka), and  kAe " = 2Bk cos(ka) . (3.2.18)
Wiederum teilen wir diese beiden Gleichungen durcheinander, und finden dann
k= —k cot(ka). (3.2.19)
Durch 7 und ¢ ausgedriickt (die wie oben definiert sind) erhalten wir dann
2maV
n=—Leot(§), A= Tm— (3.2.20)

Diese Gleichungen kénnen wiederum numerisch (oder graphisch) gelést werden. Insbeson-
dere kann man leicht sehen, dass es keine ungerade gebundene Losung gibt, falls

oma’V 7w

< —. 3.2.21
R T4 ( )
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3.3 Das Stufenpotential

Als néchstes Beispiel betrachten wir das Stufenpotential

0 falls x < 0

Vie) = { Vo fallsz >0 (3:3.1)

wobei Vy > 0. Wie zuvor wollen wir die Losungen der zeit-unabhéngigen Schrédinger-
Gleichung
Hy = Ev (3.3.2)

bestimmen. Wir sind weiterhin an den Losungen interessiert, die die folgende physika-
lische Konfiguration beschreiben: ein Teilchen kommt von links und wird an der Stufe
gestreut. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen, mit der das Teilchen reflektiert
bzw. transmittiert wird.

Fiir x < 0 ist die zeit-unabhéngige Schrédinger-Gleichung

h? d?
—_—— p— E . .
2m da? v (3:33)
und daher P o o
m
Die allgemeinste Losung dieser Gleichung ist
U(x) = Ae™ + Beh | (3.3.5)

wobei A und B Konstanten sind und k£ = v2mFE.

Da wir an der Konfiguration interessiert sind, in der wir ein Teilchen von links ein-
schiessen, benotigen wir k reell, so dass die Wellenfunktionen im Unendlichen nicht abfallt
oder explodiert. Daher muss £ > 0 sein. Der Term Ae"™ beschreibt eine von links einlau-
fende Welle mit Impuls k, wohingegen der Term Be =" die reflektierte Welle beschreibt,
die mit entgegengesetztem Impuls von rechts nach links fliegt. (In der Tat rechnet man
leicht nach, dass diese beiden Terme zu Wahrscheinlichkeitsstromen mit entgegengesetz-
tem Vorzeichen fiihren!) Die Reflexionswahrscheinlichkeit ist dann einfach R = |B/A|?.

Nun betrachten wir die Region = > 0, in der die zeit-unabhéngige Schrodinger-
Gleichung

R d?
—%@w + Wy = Evy (3.3.6)
ist, und daher
d? 2m

Die Eigenschaften der Losungen zu dieser Gleichung héngen nun stark von dem Vorzeichen
von E — V; ab, ndmlich ob die Energie der einfallenden Welle kleiner oder grosser als die
Hohe der Potentialstufe ist. Wir diskutieren die beiden Félle separat:
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Fall 1: £ > V. In diesem Fall ist die allgemeinste Losung

lx

Yu(z) = Ce™™ + De™r (3.3.8)

wobei C'und D Konstanten sind und [ = /2m(E — Vj). Fiir die Konfiguration, in der wir
interessiert sind, gibt es kein Teilchen das von rechts aus dem Unendlichen eingeschossen
wird; daher interessieren wir uns fiir die Losung mit D = 0.

Mit denselben Argumenten wie oben sieht man leicht, dass die richtige Klebebedingung
ist, dass vy und v}, bei x = 0 stetig sind. Die Stetigkeit von ¢4, bei = 0 impliziert, dass

A+B=C, (3.3.9)
und die Stetigkeit von v} ergibt
(A—B)k =Cl. (3.3.10)

Wir haben also

und daher

SNEWEES e

Die Reflexions- und Transmissionswahrscheinlichkeiten sind also

Wir beachten, dass diese Definition der Transmissionswahrscheinlichkeit Sinn macht,
da dann gilt R + T = 1. (Diese Identitét folgt tatsédchlich allgemeiner aus der Konti-
nuitétsgleichung; der Vorfaktor é kommt daher, dass der Wahrscheinlichkeitsstrom der
Welle 1) = Ce?*/™ proportional zu |C|?] ist, und entsprechend fiir ¢ = Ae?*/")) Falls Vj
relativ zu E klein ist, dann ist 7" viel grosser als R. Falls die Hohe der Stufe V; relativ zu £

grosser wird, nimmt die Reflexionswahrscheinlichkeit zu. Das ist so, wie man es erwarten
sollte.

2 l
= 4E .
(14 1)

A

(3.3.11)

)2’ k

1__
T Z’C

Fall 2: £ < Vj. Klassisch wiirde man erwarten, dass in diesem Fall das Teilchen immer
reflektiert wird, da seine Energie nicht ausreicht, um die Potentialstufe zu iiberwinden. In
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der Quantenmechanik ist das aber nicht notwendigerweise so. Fiir x < 0 ist die Losung
wie zuvor, aber fiir x > 0 haben wir jetzt

Up(z) =C'e™ " + Dler (3.3.12)

wobei k eine positive reelle Zahl ist k = y/2m(Vy — E). Damit (3.3.12) fiir z — 400 nicht
explodiert, muss D’ = 0 gelten. Wie zuvor miissen ¢, und v, bei x = 0 stetig sein; nun
fithrt dies zu

A+B = ('
i(A— Bk = —C'k (3.3.13)

und daher

2
1+ &

k|
14 =

it | Q

Insbesondere ist also C" # 0. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei x > 0 anzutreffen,
ist also nicht gleich Null! Die Wahrscheinlichkeit nimmt jedoch mit x > 0 exponentiell
ab, und das Teilchen erreicht deshalb niemals x = co. (Dies passt dann damit zusammen,
dass in diesem Fall die Reflexionswahrscheinlichkeit R = |B/A[*> = 1 ist.) Wir bemerken
ausserdem, dass fiir V; — oo, k — oo und daher ¢’ = 0. Das erklért, warum die Rand-
bedingungen, die wir fiir das Teilchen in der Box angenommen haben (siehe Kapitel 3.1),
die richtigen Randbedingungen waren.

Der Umstand, dass das Teilchen eine Region erreichen kann, die klassisch nicht erlaubt
ist, wird manchmal ‘Tunneln’ genannt. [Streng genommen spricht man nur von ‘Tunneln’
im Fall einer endlichen Stufe, d.h. falls V(z) = V{ fiir 0 < < amit V(z) = 0 fir z > a; in
diesem Fall ist die Transmissionswahrscheinlichkeit endlich, obgleich klassisch die Region
x > a nicht erreichbar ist — siehe spéter.| Dieser Tunneleffekt hat wichtige Anwendun-
gen; zum Beispiel ist er der physikalische Mechanismus, der dem ‘Rastertunnelmikroskop’
(siche Abbildung 7) zu Grunde liegt.

3.4 Normierung und Wellenpakete

Die obigen Wellenfunktionen sind streng genommen nicht normierbar. Zum Beispiel ist
fiir den Fall eines freien Teilchens mit festem & (bzw. fester Energie E) die Wellenfunktion
U (7) = e** offenbar nicht quadrat-integrabel, da |ty (z)|? = 1 fiir alle 2. Dieses Problem
tritt immer dann auf, wenn die Menge der Losungen der zeit-unabhéngigen Schrodinger-
Gleichung durch einen kontinuierlichen Parameter (wie zum Beispiel & hier) parametrisiert
wird.

Es ist dennoch niitzlich, diese Losungen auf diese Weise zu beschreiben. Obgleich diese
Losungen nicht quadrat-integrabel sind, kann man dennoch die allgemeinste Losung der
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Tunnelstrom

Spannung entlang

// X-Piezo

Piezokristalle
metallische
| Spitze
T

Abbildung 7: Tunnelmikroskop (Binnig & Rohrer, IBM): Der Tunnelstrom I fliesst von
der Metallspitze des Mikroskops zur untersuchten Oberfliche. Der Strom I7 hingt emp-
findlich (exponentiell) von der Distanz Spitze-Oberfliche ab und kann damit als Steuer-
grosse genutzt werden: Der Strom I1 wird in eine Spannung V., (x,y) verwandelt, die den
Piezokristall entlang z manipuliert, so dass I7 konstant bleibt. Die Kristalle entlang der
z,y Ebene dienen der Verschiebung der Spitze (‘scanning’). Das Potentialrelief V. (x,y)
dient dann als Hohenkarte der Oberfléche.

zeit-abhédngigen Schrodinger-Gleichung durch sie ausdriicken. In der Tat gilt weiterhin,
dass die allgemeinste Losung von der Form

U(z,t) = \/% /R dk f(k) ek (3.4.1)

ist, wobei f(k) die Superposition dieser fundamentalen Loésungen beschreibt. Diese Funk-
tion ist dann quadrat-integrabel, falls wir f(k) geeignet wéhlen. Eine Superposition dieser
freien Wellen wird oft als ‘Wellenpaket’ bezeichnet.

Um zu sehen, unter welchen Bedingungen dieses Wellenpaket quadrat-integrabel ist,
erinnern wir uns daran, dass

/dx v = 2m 5 (k) , (3.4.2)
R

wobei (k) die iibliche §-Distribution ist. Eine Distribution ist eine Abbildung von einem
geeigneten Funktionenraum (iiblicherweise dem Raum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen mit geeigneten Randbedingungen im Unendlichen) in die komplexen Zahlen.
Fiir den Fall der §-Distribution ist diese Abbildung durch

fe / dz f(x)d(z) = f(0) (3.4.3)
R
definiert. Formal kann man sich die d-Distribution als Funktion vorstellen, die iiberall

(mit Ausnahme des Ursprungs) verschwindet. Das obige Integral kann daher nur von f(0)
abhédngen. Der ‘Wert’ der d-Funktion bei 0 ist gerade so, dass das obige Integral nicht
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verschwindet, sondern gerade f(0) ergibt. [6(0) ist daher Unendlich, aber in einem sehr
prézisen Sinn!|

Distributionen kann man in vieler Hinsicht wie Funktionen behandeln; zum Beispiel
kann man ihre Ableitung dadurch definieren, dass die iibliche partielle Integrationsformel
weiterhin gilt. Genauer gesagt ist ¢'(z) die Distribution, die durch

[as@o@) = a@ser= - [ dore )
= —/(0) (3.4.4)

definiert ist. In mancher Hinsicht verhalten sich daher Distributionen wie normale Funk-
tionen; der Hauptunterschied besteht darin, dass das Produkt zweier Distributionen im
Allgemeinen nicht wohldefiniert ist.

Die Identitét (3.4.2) ist nun direkt eine Folge der tiblichen Fourieranalyse. Die Fou-
riertransformierte einer beliebigen Funktion f(z) ist durch

1 )
=—— [dre ™ f(x 3.4.5
fo) = <= [z i) (3.45)
definiert, und die inverse Fouriertransformation ist dann

1 L
=—— [ dpe™” . 3.4.6
fla) = <= [ dperiio (3.46)
Einsetzen von (3.4.5) in (3.4.6) ergibt daher

flz) = dp/dye e PV f(y)

_ /dyf( )[ W/dpe’p(x @ﬂ . (3.4.7)

Der Ausdruck in Klammern muss also gerade §(y — x) sein, woraus dann (3.4.2) folgt.

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir nun die Normalisierung der Funktion (3.4.1)
analysieren. Dazu berechnen wir

1 o
/dl’|\p($,t)|2 _ —/dl'/dk‘/dk?/f*(kf/)f(kf) e—wck 6zxk6—zEkt/hezEk/t/h
R 21 Jr R R
— /d/{? /dl{?/ f*(/{2/)f(k)e_ZEkt/hezEk't/h(S(k}—]{Z/)
= /dl{?l /dlf k/_'_l)e—zEk/Ht/hezEk/t/hé(l)
= /dk"lf N, (3.4.8)

wobei wir die Integration iiber = in der zweiten Zeile mit Hilfe von (3.4.2) ausgefiihrt
haben; ausserdem haben wir in der vorletzten Zeile [ = k—k’ substituiert. Das Wellenpaket
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(3.4.1) ist also genau dann korrekt normiert, falls die Funktion f quadrat-integrabel (mit
Integral 1) ist. Aus der Ableitung ist klar, dass diese Schlussfolgerung auch allgemeiner
gilt: wir benotigen lediglich, dass die Wellenfunktionen die Normierungsbedingung

erfiillen. Das ist daher die richtige Version der ‘Orthonormalitat’ fiir Wellenfunktionen
mit kontinuierlichem Spektrum.
Als Beispiel betrachten wir das Wellenpaket, das durch

\/5 —a?(k—kp)2

flk) = e (k=ko)"/2 (3.4.10)
definiert wird; dies beschreibt eine um kg zentrierte Impulsverteilung, deren Breite umge-
kehrt proportional zu a ist. In diesem Fall kann man das Wellenpaket direkt berechnen:

r,t) = — e’ e am
V2T
va 1 eikze—i%te—a%k—kofp

V2 wi/4
_ \/5 o a22k(2) /dk 6_k2<%+i%) 6k(i1‘+a2k‘o)
V2 wl/4

akd c c
- %e—%eé /dke—(b’f—zb)Q, (3.4.11)
T

wobei wir )
a ht
V= — +i—
> o
definiert haben. Das Gauss’sche Integral kann nun leicht durchgefiihrt werden, und wir
finden

c =iz + a’ky (3.4.12)

a2 2 . a4 a2 xg . ag
U(z,t) Vo T8 VO (55 ) o~ ginkody (3.4.13)

2

IRV L AV,

—a/21‘2

Die Funktion ist also wieder vom Gauss’schen Typ, d.h. sie ist proportional zu e ,
wobei nun die Breite proportional zu 2b ~ a ist. Da |b| mit der Zeit anwichst, |b] ~ v/,
lduft das Wellenpaket langsam auseinander.

3.5 Teilchen im Topf: positive Energiel6sungen

Schliesslich wollen wir nochmals das Potential aus Kapitel 3.2 analysieren, aber dieses Mal
fiir den Fall positiver Energie. In der klassischen Physik wiirde man erwarten, dass ein
Teilchen mit positiver Energie nicht von dem Potential beeinflusst wird. Wie wir jedoch
nun zeigen wollen, ist diese Intuition in der Quantenmechanik nicht richtig.
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Wir machen nun den Ansatz, dass fiir z < —a die Wellenfunktion durch

V2mE

h

r<—a: U(z) = e fre kT wobei k= > 0. (3.5.1)
gegeben ist. Diese Wellenfunktion beschreibt ein von links einfliegendes Teilchen der Ener-
gie E, sowie das entsprechend reflektierte Teilchen. (Die Reflexionswahrscheinlichkeit ist
also R = |r|%) Fiir —a < x < a ist die Lésung

2m(E+V
—a<z<a: Y(r) = Ae'™ + Be ™ wobei [ = % >0. (3.5.2)
Fiir x > a haben wir schliesslich
2mE
z>a: () =te* + De | wobei k= ;" > 0. (3.5.3)

Wie zuvor wéhlen wir D = 0, da kein Teilchen von rechts einfliegen soll. Die Transmis-
sionswahrscheinlichkeit ist dann 7' = |¢]?.

Wie zuvor konnen wir dieses Problem dadurch losen, dass wie die verschiedenen
Losungen geméss der richtigen Klebebedingungen zusammenfiigen. Bei © = a haben wir
die beiden Bedingungen

— Aez(l—k)a+Be—z(l+k)a
(]f/l)t _ Aez(l—k)a . Be—z(l-‘rk)a ’

die sich leicht nach A und B auflosen lassen

1 k
A = —ehay (1+ —)

2 l
1 k
B = = z(l-i—k)at 1— 2 .
2° z
Die Klebebedingungen bei x = —a sind nun
e—zka + Tezka — Ae—zla 4 Bezla

e—zka o Tezka — (l/]{?) (Ae—zla o Bezla) )

Zusammen mit den obigen Formeln fiir A und B finden wir dann

e—2ika
t= . 3.5.4
cos(2la) — i%HE sin(2la) ( )

Schliesslich driicken wir [ und k£ durch £ und V' aus, und erhalten die Transmissionswahr-

scheinlichkeit 1
1 sin?(2la)V2
1E(E+V)

T =|t]* = (3.5.5)

Wir bemerken, dass im Allgemeinen 7' < 1. Dies bedeutet daher, dass in der Quantenme-
chanik selbst Teilchen mit £ > 0 von dem Potential beeinflusst werden!
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3.5.1 Tunneleffekt zum zweiten Mal

Im Rahmen dieser Analyse konnen wir nun auch den Tunneleffekt (den wir schon zuvor
angesprochen haben — siehe Kapitel 3.3) im Detail verstehen. Der Tunneleffekt tritt dann
auf, falls V' negativ ist (so dass —V positiv ist) und 0 < £ < —V. In der obigen Analyse
ging nicht ein, dass V positiv war — V' spielt nur fiir die Analyse der Wellenfunktion fiir
—a < x < a eine Rolle, fiir die Frage, ob der Exponent reell oder imaginér ist, irrelevant
ist. Wir konnen also einfach in dem Ausdruck fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit
(3.5.5) V und E entsprechend wéhlen. Da wir uns fiir den Fall E + V < 0 interessieren,

\/2m(E+V)

ist dann [ = - rein imagindr, und wir finden
1 2m(—E —-V)
42 _ n
T =|t]* = L Sy | = - eR™. (3.5.6)
AE(-V—E)

Die Transmissionswahrscheinlichkeit verschwindet nicht, obgleich der Bereich mit x > a
klassisch fiir das einfallende Teilchen nicht zugénglich ist! Wir bemerken jedoch, dass die
Transmissionswahrscheinlichkeit exponentiell mit @ und —(E + V') abfillt, da der sinh
entsprechend ansteigt.

3.5.2 Resonanzen

Wir beobachten, dass perfekte Transmission, d.h. T'= 1 (Resonanz) genau dann auftritt,
falls sin®(2la) = 0, also fiir [ = nm/2a mit n € N. Die zugehorigen Energien sind

h2?

B = 8ma?

n* -V = Ey(nm)’ =V . (3.5.7)

Diese resonanten Energien konnen selbst fiir n > 0 negativ sein — in diesem Fall ist die
Losung allerdings nur eine formale Losung, da k imaginér ist (und daher die Losung im
allgemeinen nicht die richtige Abfallbedingung erfiillt). Man rechnet leicht nach, dass es
genau so viele resonante Losungen negativer Energie wie gebundene Zustéande gibt. In der
Tat folgt aus der Analyse von Sektion 3.2, dass es N gebundene (gerade und ungeradene)
Losungen gibt, falls

72 2ma®V 2
N —1)*~— < N’— . 3.5.8
(N-1pT < <D (35.8)
Die entsprechenden Resonanzen mit negativer Energie treten daher firn =0,1,..., N—1

auf.

Tatséchlich stimmt nicht nur die Anzahl iiberein, sondern wir kénnen die gebundenen
Losungen auch direkt aus den obigen Losungen extrahieren: die gebundenen Losungen
existieren namlich genau dann, wenn t einen Pol besitzt. Die Bedingung dafiir, dass ¢
einen Pol hat, ist

ko
2 cot(2la) = cot(la) — tan(la) = ZT T (3.5.9)
i
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Diese Gleichung hat die zwei Losungen

tan(la) = —? : oder cot(la) = ? . (3.5.10)
Diese beiden Bedingungen sind gerade die Bedingungen fiir die Existenz von geraden
bzw. ungeraden gebundenen Losungen, siehe Gleichungen (3.2.12) und (3.2.19). (Um die
Konventionen zu iibersetzen machen wir die Ersetzungen kqor¢ = lhier UNd Kgort = —iknjer-
Hierbei ist das Vorzeichen der letzteren Relation dadurch bestimmt ist, dass fiir z > a
die Losung e™** = ¢*** wird — wir haben oben D = 0 gesetzt, siche Gleichung (3.5.3).
Wir sollten ausserdem betonen, dass kp;r wiederum imaginér ist; die Analyse ist daher
ein wenig formal.)

Schliesslich ist es instruktiv, die Losungen in der Néhe der Resonanz (also in der Néhe
von T' = 1) genauer zu studieren. Wir schreiben

ol v (k1
—2ika_ — ==+ = ~ 1. 0.
e ; cos(2la) [1 5 <l k) tan(QZa)} 1 (3.5.11)

Fiir eine Resonanz gilt £ = E,,, cos(2la) = 1 sowie tan(2la) = 0. Wenn wir den Ausdruck
in Potenzen von (E — E,,) entwickeln, finden wir fir die Klammer (der Vorfaktor cos(2la)
tragt erst zu zweiter Ordnung bei)

7 d k [ 21
-5 KTL%) tanzaz] gj—En) =1-=(E-B,), (3.5.12)
) 4 koo dl
wobel T = (7 + E>2ad_E . (3.5.13)
Als Funktion von E verhilt sich also ¢(E) in der Néhe einer Resonanz wie
2ika ~U 7’1—1/2
t(F) = 3.5.14

und das Absolutquadrat 7' = |t(E)|?> wird durch eine Lorentzkurve beschrieben (siehe
Abbildung 8(a))

I2/4
T =t : 3.5.15
= F—E e (8:5.15)
Fiir das Weitere ist es bequem, die Amplitude ¢(F) als
t(E) = |t| e?®) (3.5.16)

zu schreiben, wobei §(F) eine Phase ist. Man sieht leicht, dass diese Phase jedes Mal,
wenn eine Resonanz durchlaufen wird, um 7 wéchst — siehe Abbildung 8(b).
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Abbildung 8: (a) Verhalten der
Transmissionswahrscheinlichkeit
T = |[t(E)|* in der Nihe einer
Resonanz E,, > 0.

(b) Phasenshift §(F) in ¢(F) in
der Umgebung einer Resonanz;
der Sprung in 7 ist iiber eine
Breite der Grossenordnung I’
verschmiert.



4 Der Formalismus der Quantenmechanik

Wir wollen nun versuchen, die Axiome der Quantenmechanik ein wenig abstrakter zu
formulieren. Bisher haben wir die verschiedenen Systeme, die wir besprochen haben,
durch komplexe Wellenfunktionen W(x,¢) beschrieben, deren Zeitentwicklung durch die
Schrodinger-Gleichung gegeben ist. Da die Schrodinger-Gleichung eine lineare Differen-
tialgleichung ist, gilt das Superpositionsprinzip, d.h. die Summe zweier Losungen und
das Vielfache einer Losung sind immer auch Losungen. Der Raum der Losungen ist da-
her ein komplexer Vektorraum. (Im Fall der Wellenfunktionen ist der Losungsraum ein
Unterraum des Raums der komplexwertigen Funktionen auf dem Konfigurationsraum.)

Damit die Wellenfunktion eine verniinftige Wahrscheinlichkeitsinterpretation besitzt,
war weiterhin wichtig, dass sie normierbar war, d.h. dass

/df\xp(f,t)\?:1 fiir jedes 1.
RS

Formal gesehen bedeutet dies, dass der komplexe Vektorraum der Losungen ein inneres
Produkt besitzen muss. Einen solchen Vektorraum nennt man einen Hilbertraum.

4.1 Der Hilbertraum

Sei H ein komplexer Vektorraum. H ist ein Hilbertraum, falls H eine positiv-definite
sesquilineare Form (Skalarprodukt) besitzt, beziiglich deren Norm # vollstandig ist. Das
Skalarprodukt (:|-) ist eine Abbildung

([} HxH—=C, (4.1.1)
mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Das Skalarprodukt ist linear im zweiten Argument,
(Yaxy + Paxz) = a(iblx) + BW[x2) - (4.1.2)

(ii) Das Skalarprodukt hat die Eigenschaft

(W) = xlv¥) - (4.1.3)

[Insbesondere ist das Skalarprodukt daher anti-linear im ersten Argument,

(ax1 + Baxz|t) = o™ (x1|Y) + B (xa|¥) -

Die durch das Skalarprodukt definierte Form ist daher nicht bilinear sondern ‘ses-
quilinear’ ]

(iii) Das Skalarprodukt ist positiv-definit,
W)y >0, und  @Y)=0=¢=0. (4.1.4)
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Hier sind %, x; Elemente von H, und «, 5 € C.
Jedes Skalarprodukt definiert eine Norm durch

[l = v {Wle) (4.1.5)

Wegen (iii) ist der Ausdruck unter der Wurzel immer positiv, und von daher ist die Norm
ebenso positiv. Weiterhin zeigt man leicht mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung

[{o1)]* < (dlo) - (W]v) (4.1.6)

die direkt aus den Axiomen (i) — (iii) folgt (Ubungsaufgabe), dass die durch (4.1.5) defi-
nierte Norm die Dreiecksungleichung erfiillt,

[+ ol <19l + el - (4.1.7)

Schliesslich ist ein komplexer Vektorraum H mit einem Skalarprodukt ein Hilbertraum,
falls H beziiglich der Norm (4.1.5) vollsténdig ist: dies bedeutet, dass jede Cauchy Folge
von Vektoren ¢,, € ‘H zu einem Element in ‘H konvergiert

li_>m¢n:¢€7-l.

[Eine Cauchy-Folge ¢, ist eine Folge, die die folgende Eigenschaft besitzt: fiir jedes € > 0
gibt es ein N € N, so dass fiir alle n,m > N,

[6n — Sml < €]

Das einfachste Beispiel eines Hilbertraumes ist der n-dimensionale komplexe Vektor-
raum C”, fiir den das Skalarprodukt durch

x Y1 n
< : : > =Yz (4.1.8)
=1

Tn Yn

definiert ist. In der Quantenmechanik echter physikalischer Systeme treten jedoch iib-
licherweise unendlich-dimensionale Vektorrdume auf. Typischerweise sind diese unend-
lich-dimensionalen Vektorrdume separabel, d.h. sie besitzen eine abziahlbare Basis.

4.2 Der L? Raum

Der Hilbertraum, der der Wellenmechanik zu Grunde liegt, ist der Raum der quadrat-
integrierbaren Funktionen, der sogenannte L? Raum. Im einfachsten Fall eines 1-dimensio-
nalen Konfigurationsraums (die Verallgemeinerung fiir f-dimensionale Systeme ist relativ
offensichtlich) ist der relevante L? Raum L?(R), der Vektorraum der komplex-wertigen
Funktionen f : R « C, fiir die gilt

/Rdx\f(x)ﬁ <00 . (4.2.1)
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Weiterhin definieren wir das Skalarprodukt durch
(o) = [ dof () gla) (422)
R

Die L? Bedingung (4.2.1) ist also einfach die Bedingung, dass (f|f) < oo.
Auf der Menge dieser Funktionen definieren wir die Vektorraumoperationen

(f+9)(@) = flx)+g(x)
(AN)(x) = Af(z).

Es ist klar, dass das obige Skalarprodukt beziiglich dieser Operationen sesquilinear ist,
d.h. (i) und (ii) erfiillt sind. Weiterhin ist offensichtlich, dass (f|f) > 0. Um zu sehen,
dass das Skalarprodukt tatséchlich positiv-definit ist (Eigenschaft (iii)), miissen wir ge-
nauer erklédren, wie das Integral definiert ist. Das richtige Integral-Mass ist das sogenannte
Lebesgue-Mass, fiir das auch nicht-stetige Funktionen integrierbar sind. Der Hilbertraum
ist dann der Raum aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen, wobei wir Funktionen iden-
tifizieren, die sich nur auf einer Menge vom Mass Null unterscheiden; das Skalarprodukt ist
dann auf diesem Quotientenraum eindeutig definiert und ist ferner automatisch positiv-
definit.

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung kann man nun leicht beweisen, dass die
obigen Vektorraumoperationen tatsichlich auf L? schliessen. Fiir den Fall der Skalarmul-
tiplikation ist das relativ offensichtlich, denn es gilt wegen der Sesquilinearitét

MFIN) = AP (FLF) - (4.2.3)
Um zu beweisen, dass f + ¢ in L? liegt (falls f und ¢ in L? liegen) berechnet man nun
(f+alf +9) =15+ {glg) + (flg) + (gl f) - (4.2.4)

Die letzten beiden Terme kann man nun mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung
abschétzen, und es folgt daher, dass (f + g|f + g) < oo. Dies beweist, dass die Vek-
torraumoperationen auf L? schliessen.

Mit demselben Argument folgt iibrigens auch (f|g) < oo, falls f und g in L? liegen (und
daher (4.2.1) erfiillen); das Skalarprodukt ist also fiir alle Elemente von L? wohldefiniert.

Die verbleibende Eigenschaft, ndmlich dass der so-definierte Vektorraum vollstindig
ist, erfordert ein wenig mehr Aufwand. Die Details spielen aber fiir das Weitere keine
wichtige Rolle, und wir werden daher nicht darauf eingehen.

4.3 Separable Hilbertriaume

Der L*(R) Hilbertraum ist unendlich-dimensional und separabel. Dies bedeutet, dass er
eine abzdhlbar unendliche Basis f, besitzt, d.h. linear unabhéngige Vektoren f,,, wobei

n =1,2,..., so dass sich jede Funktion f € L? als Linearkombination der f, schreiben
lasst,
f = chfn ) c, €C. (431)
n=1
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Wann immer ein Hilbertraum eine abzéhlbare Basis besitzt, kann man daraus eine ortho-
normale Basis konstruieren. Eine orthonormale Basis hat die Eigenschaft, dass

<fn|fm> = 5m,n . (4.3.2)

Allgemeiner nennen wir zwei Vektoren f und g eines Hilbertraumes orthogonal, falls

(flg)=0.

Die orthonormale Basis kann mit Hilfe des Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfah-
ren rekursiv konstruiert werden. Dabei setzen wir

hi = fi/lfil
g2 f2 — (ha| f2) hy = g2/ 92|
g3 = [f3— (hlfs)ha — (half3) Do hs = g3/ 93|

USwW.

4.4 Operatoren und Observable

Wie wir gesehen haben sind die Wellenfunktionen Elemente eines Hilbertraumes, ndmlich
des L?-Raumes. Wie wir weiter gesehen haben entsprechen physikalischen Observablen (so
wie zum Beispiel dem Impuls oder der Energie, d.h. der Hamiltonfunktion) Differential-
Operatoren, die auf diesen Wellenfunktionen wirken. Zum Beispiel ist der Impuls p der

Operator
of(x)
oxr

p:L*(R) = L*R)  f(z)— pflx) = —ih (4.4.1)

[Wir ignorieren hier das Problem, dass p nicht auf dem ganzen L? Raum definiert ist.]
Als Operator auf L? ist p ein linearer Operator, d.h. fiir \,x € C und f, g € H gilt

PAf 4 ng) = Ap(f) + pp(g) - (4.4.2)

Ein anderes (noch einfacheres) Beispiel ist der Ortsoperator; er ist einfach durch Multi-
plikation mit x definiert

x:L2(R) = [*R)  f(z) = xf(z) =z f(z). (4.4.3)

Dieser Operator ist natiirlich auch linear in dem obigen Sinn. Wir erwarten daher, dass im
allgemeinen Fall Observable durch lineare Operatoren auf dem Hilbertraum beschrie-
ben werden.

Die Operatoren, die zu observablen physikalischen Grossen gehoren, haben besondere
Eigenschaften. Wie wir zuvor argumentiert haben, ist der Erwartungswert des Impulses
in dem Zustand ¥(z,t) zum Beispiel

(P = /R Ao U (2, £) p (2, 1) - (4.4.4)
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In der Sprache des Hilbertraumes ist das einfach

(P)w = (Vp¥) . (4.4.5)

Im Allgemeinen definieren wir also den Erwartungswert einer physikalischen Observablen
A durch
(A)y = (V|A D) . (4.4.6)

Da dies den Erwartungswert einer physikalischen Messung beschreibt, muss (A)g reell
sein. (Wir hatten das zuvor explizit fiir den Fall des Impulses und der Energie nachgepriift.
Fiir den Fall des Erwartungswertes des Ortes ist das offensichtlich.) Wegen der Eigenschaft
(ii) des Skalarproduktes ist das die Bedingung

(U|AT) = (AU|T) . (4.4.7)

Durch Auswerten fiir die Féalle W = ¥y + Uy und W = W, + WU, folgt daraus, dass dann
auch
(0 |AT,) — (A, |W,) (1.4.8)

gelten muss. Operatoren, die diese Eigenschaft besitzen, heissen symmetrisch.

Fiir die weitere Formulierung der Quantenmechanik brauchen wir eine marginal stéirkere
Bedingung. Um diese zu formulieren, definieren wir den adjungierten Operator Bf zu B
durch die Bedingung

(fIBg) = (Bif|lg), firalle f,gcH . (4.4.9)
Die Eigenschaft (4.4.8) folgt dann, falls A selbst-adjungiert ist, also
AT=A (4.4.10)

erfiillt. Im unendlich-dimensionalen Fall ist diese Bedingung ein wenig stérker als die Be-
dingung, dass der Operator symmetrisch ist, denn Selbst-Adjungiertheit impliziert auch,
dass der Unterraum, auf dem A definiert ist mit jenem iibereinstimmt, auf dem AT defi-
niert ist. Der wesentliche Grund dafiir, dass man postulieren mochte, dass die physikali-
schen Operatoren durch selbst-adjungierte Operatoren (und nicht nur symmetrische Ope-
ratoren) auf dem Hilbertraum dargestellt werden, liegt darin, dass fiir selbst-adjungierte
Operatoren der Spekralsatz gilt (den wir spéter beniitzen werden). Wir werden uns im
Folgenden nicht mit diesen (funktional-analytischen) Subteltitéten befassen, sondern an-
nehmen, dass wir geeignete Randbedingungen wéhlen konnen, so dass die symmetrischen
Operatoren tatséchlich selbst-adjungiert sind. Zum Beispiel haben wir in Kapitel 2.4 (ohne
sorgfiltige Behandlung der Randbedingungen) gezeigt, dass der Impuls- und Hamilton-
operator symmetrisch sind — und man kann zeigen, dass es geeignete Randbedingungen
gibt, so dass diese Operatoren tatsichlich selbst-adjungiert sind.

Im endlich-dimensionalen Fall, d.h. falls H = C", kénnen wir jeden linearen Operator
A durch eine Matrix M(A) beschreiben. (Diese Matrix héngt natiirlich von der Wahl
der Basis ab; im Folgenden wahlen wir immer eine Orthonormalbasis, z.B. die Basis e; =
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(1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), usw.) Dann ist die Matrix des adjungierten Operators
AT gerade die hermitesch konjugierte Matrix von A, d.h.

M(AY) = M(A)". (4.4.11)

Die Observablen entsprechen also gerade den hermiteschen Matrizen. Der allgemeine Fall
ist die unendlich-dimensionale Verallgemeinerung dieser Bedingung.

4.5 Messungen, Erwartungswerte und die Dirac Notation

Als Néchstes wollen wir erklédren, was die moglichen Resultate einer Messung der Obser-
vablen A sind und was die richtige Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist, d.h. wir wollen
die Axiome (iv) und (v) aus Kapitel 2.7 auf allgemeine Observablen verallgemeinern.

Der Einfachheit halber nehmen wir zunéchst an, dass der Hilbertraum endlich-dimen-
sional (von Dimension N) ist. Jeder selbst-adjungierte Operator (d.h. jede hermitesche
Matrix) kann dann diagonalisiert werden; dies bedeutet, dass wir eine Basis von H aus
Eigenvektoren von A finden kénnen. Wir bezeichnen diese Eigenvektoren mit v, wobei
n=1,2,... N, und die zugehorigen Eigenwerte mit \,, n=1,2,..., N,

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass die 1, normiert sind,
(n|¥n) = 1. Weiterhin zeigt man leicht (das ist die analoge Rechnung zu jener in Kapitel
2.7), dass die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal sind,
(Ym|thn) = 0 falls A, # \,. In der Tat folgt dies aus

- )\;<?/)m|?/)n> (4'5'2)

Wenden wir diese Gleichung mit m = n an folgt dass alle A, reell sein miissen. Dann
konnen wir die beiden Seiten der Gleichung voneinander abziehen und deduzieren, dass
(Um|thy) = 0 falls \,, # \,. Falls es mehrere Eigenvektoren zu demselben Eigenwert
gibt, konnen wir diese separat (mit dem Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahren)
orthonormieren; wir kénnen daher also immer annehmen, dass die Eigenvektoren eines
selbst-adjungierten Operators (im endlich-dimensionale Fall) orthonormiert sind,

Fiir das Folgende ist es bequem, die sogenannte Dirac-Notation einzufithren. Dabei
bezeichnen wir Vektoren des Hilbertraums als ‘kets’, ndmlich als

a) e H . (4.5.4)
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[Der Name ‘ket’ rithrt daher, dass der ket-Vektor die 2. Hélfte des Skalarproduktes, des
‘brac-ket’ ist.] Entsprechend definieren wir die ‘bra’s durch

(a] € H" . (4.5.5)

Vermoge des Skalarproduktes kann man ‘bra’s natiirlicherweise als Elemente des Dual-
Raumes auffassen: ein ‘bra’ kann namlich ein ‘ket’ ‘aufessen’, und dafiir eine Zahl geben,

{al([b)) = (alb) - (4.5.6)

Mit Hilfe dieser Notation kann man nun leicht Spektralprojektoren definieren. Dazu
betrachten wir

Py = ) (| H — H . (4.5.7)

Man rechnet leicht nach (wegen der Normierung von ,), dass P, ein Projektor ist,
P? = P,. Ausserdem ist offensichtlich, dass P, auf den Eigenraum |i,) projiziert. Es ist
dann klar, dass

A=) NPr=> A [n) (] - (4.5.8)

Das ist die sogenannte Spektralzerlegung von A.
Mit Hilfe dieser Spektralzerlegung konnen wir nun den Erwartungswert von A in dem
Zustand v als

w—ZA (lthn) (Whultp) = ZMwm (4.5.9)

schreiben. Die Interpretation dieser Formel ist nun klar:

(iv’) die moglichen Ergebnisse einer Messung von A sind die verschiedenen
Eigenwerte \,.

(v’) die Wahrscheinlichkeit, dass als Messergebnis A auftritt ist einfach

= 1@l (4.5.10)

Am=A
Der Erwartungswert von A im Zustand v ist (|A]v).

Das ist die gesuchte Verallgemeinerung von (iv) und (v) aus Kapitel 2.7.
Die anderen Postulate der Quantenmechanik kénnen wir jetzt auch allgemeiner formulie-
ren:

(i’) Der Raum der Zusténde ist ein Hilbertraum H, auf dem ein selbst-adjungierter
Hamiltonoperator H definiert ist. Das System wird zu jeder Zeit ¢ durch einen Strahl
im Hilbertraum beschrieben; ein Strahl ¢(t) ist die Aquivalenzklasse von normierten
Vektoren y mit (x|x) = 1, wobei x; ~ x2 falls x; = ¢“®ys.
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(ii") Die Zeitentwicklung wird durch die Schrédinger-Gleichung

0

ihaiﬂ(t) = Hi(t) (4.5.11)
beschrieben. [Das ist nun eine Differentialgleichung in H. Man sieht leicht, dass diese
Zeitentwicklung auf den Aquivalenzklassen der Strahlen wohldefiniert ist.|

(iii’) Oberservable werden durch selbst-adjungierte Operatoren A beschrieben.

Man {iiberzeugt sich leicht, dass alle messbaren Konsequenzen unabhéngig von der Wahl
des Repréasentanten im Strahl sind.

4.6 Verallgemeinerung auf co-dimensionale Hilbertridume

Um die obigen Begriffe auf unendlich-dimensionale Hilbertraume zu verallgemeinern,
benotigen wir ein bisschen mehr abstrakte Mathematik. Insbesondere miissen wir das
Spektrum von A definieren. Das Spektrum o(A) eines selbst-adjungierten Operators
A :H — H enthélt A € 0(A), falls es fiir jedes € > 0 einen normierten Zustand ¢, € H

((Ve|they = 1) gibt, so dass
[(A =N <e. (4.6.1)

Falls X ein Eigenwert von A ist, d.h. falls es ein ¢ gibt, so dass
Ay =Y (4.6.2)

dann ist natiirlich A\ € o(A). In der Tat besteht im endlich-dimensionalen Fall, d.h.
falls H ein endlich-dimensionaler Hilbertraum ist, das Spektrum von A einfach aus den
Eigenwerten von A. Das Spektrum ist also die (richtige) Verallgemeinerung des Konzeptes
der Eigenwerte fiir den unendlich-dimensionalen Fall.

Wie wir oben gesehen haben ist jeder Eigenwert eines selbst-adjungierten Operators
reell. Tatséchlich kann man auch zeigen, dass das gesamte Spektrum o(A) eines selbst-ad-
jungierten Operators immer eine Teilmenge der reellen Zahlen ist. Damit macht es dann
Sinn zu postulieren: die mdglichen Resultate einer Messung der Observablen A ist das
Spektrum von A. Das ist einfach die richtige (unendlich-dimensionale) Verallgemeinerung
unserer fritheren Behauptung, dass die moglichen Messergebnisse die Eigenwerte sind.

Das Spektrum kann diskret oder kontinuierlich sein, oder sowohl diskrete als auch kon-
tinuierliche Teile enthalten. Zum Beispiel ist das Spektrum von z fiir ein freies Teilchen die
gesamte reelle Achse, und Entsprechendes gilt fiir p. Das Spektrum des Hamiltonoperators
eines freien Teilchens ist hingegen die positive Halbachse,

freies Teilchen: o(x)=0(p) =R, o(H)=TR". (4.6.3)
Fiir das Teilchen im Potentialtopf (siehe Kapitel 3.2) gilt andererseits

Potentialtopf:  o(H) ={E,,...,Exn} URT | (4.6.4)
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wobei FEi,..., Eyx die Energien der gebundenen Zusténde sind. Fiir den harmonischen
Oszillator, den wir spater (Kapitel 6) diskutieren werden, ist das Spektrum von H rein
diskret,

Harmonischer Oszillator: o(H) ={m(3+n):n=0,1,2,...}. (4.6.5)

Die Verallgemeinerung der Wahrscheinlichkeitsinterpretation auf beliebige Observa-
blen beruht auf dem Spektralsatz. Falls das Spektrum rein diskret ist (wie zum Beispiel
im endlich-dimensionalen Fall), dann gilt

fA) =Y fla)Fa, (4.6.6)

aco(A)

wobei f : R — C eine Funktion und f(A) : H — H ein Operator ist. Die Zuordnung
f— f(A) hat die Eigenschaften

(arfi +azfo)(A) = arfi(A) + azfa(A) (1,09 € C) (4.6.7)
(f1f2)(A) = f1(A) f2(A) , (4.6.8)

F(A) = F(A)T, (4.6.9)

F(A) = { 1 fir fz) ii (4.6.10)

sowie Stetigkeit bzgl. f, auf die wir nicht ndher eingehen. Der Spektralsatz besagt, dass
es auch im unendlich-dimensionalen Fall eine eindeutige Zuordnung gibt

f= 4, (4.6.11)

die die Eigenschaften (4.6.7-4.6.10) erfiillt.
Mit Hilfe des Spektralsatzes konnen wir nun die Wahrscheinlichkeitsinterpretation
auch im allgemeinen Fall erkléren.

Seinun I C R ein Intervall und Pr(z) dessen charakteristische
Funktion. Dann ist P;(A) ein orthogonaler Projektor,

Pi(A) = Pr(A)T = P(A)? 1

(folgt aus (4.6.8, 4.6.9)), und fiir disjunkte Intervalle Iy, I5 gilt

P11U12 (A) = PIl (A) + Plz (A)
(folgt aus (4.6.7)). Fiir jeden Zustand [¢)) € H ist dann

Wy(I) = (| Pr(A)|4)
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ein Wahrscheinlichkeitsmass auf R, d.h. es erfiillt.

Wy(I) = | Pi(A)]* >0
Wy (I U Iy) = Wy (1) + Wy (12) , (LNl =2),
Wy(R) =1.

Wir interpretieren dann Wy, (/) als die Wahrscheinlichkeit, dass A im Zustand |¢) einen
Messwert a € I annimmt. Die obigen drei Bedingungen garantieren, dass das eine ver-
niinftige Definition ist.

Weiterhin definieren wir dann den Erwartungswert von A im Zustand 1 durch

(A}, = / AdWy((—00, A]) = (A (4.6.12)

da [ AP (x) =z, vgl. (4.6.7, 4.6.10).

4.7 Andere Darstellungen der Quantenmechanik

In der urspriinglichen Beschreibung der Quantenmechanik als Wellenmechanik war unser
Hilbertraum der ‘Ortsraum’ L?(R), wobei wir R (bzw. R?) als den physikalischen Raum
interpretierten. In dieser Betrachtung wirkt der Ortsoperator einfach als Multiplikations-
operator

x: LAR) = LAR)  (f)(y) = () =vfy) . (4.7.1)

wohingegen der Impulsoperator der Differentialoperator

p:L2(R) > I'®)  f(x) > [pfa) =~ LD (4.7.2)

ist. Aus der Perspektive der obigen Analyse ist nun klar, dass dies nur eine spezielle ‘Dar-
stellung” der Quantenmechanik ist, d.h. eine spezielle Wahl der Basis des Hilbertraums.
Zum Beispiel kénnten wir genauso gut im Impulsraum arbeiten, der (fiir den Fall eines
freien Teilchens) auch wieder gerade L?(R) (bzw. L*(IR?)) ist. In dieser ‘Impulsdarstellung’
beschreiben wir die Wellenfunktion durch ihre Fouriertransformierte, also durch

o0

In dieser Basis ist der Impulsoperator einfach ein Multiplikationsoperator, ndmlich

p:L*R)— L*R)  f(q) — [p(N]a) =af(q) (4.7.4)

und der Ortsoperator wirkt nun als Differentialoperator

U(p,t) da U (x,t) e~ /0 (4.7.3)

af(p)

x: L*(R) — L*(R)  f(p) — [xf](p) =1 ap

(4.7.5)
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wie direkt aus (4.7.3) folgt. Die Definition des Ortsoperators im Impulsraum muss nach
Konstruktion dieselbe algebraische Struktur wie in der Ortsdarstellung besitzen. Insbe-
sondere muss der Kommutator von x und p in beiden Beschreibungen iibereinstimmen.
Der Kommutator zweier Operatoren A und B ist einfach

[A,B]=AB-BA . (4.7.6)

Um diesen Kommutator auszurechnen, wenden wir die rechte Seite auf ein beliebiges
Element des Hilbertraums an. Zum Beispiel gilt im Ortsraum

xp f(x)=x (—zha‘g—(j)) = —zhxag—g) (4.7.7)

und

0(x)

o (4.7.8)

px f(2) = ~th i (2f(2) = ~hf(x) ~ the

Subtraktion dieser beiden Ausdriicke fithrt zu

x,plf =wnf(x) (4.7.9)

was als Operatoridentitit einfach bedeutet
[x,p] = h. (4.7.10)

Man rechnet leicht nach, dass mit der obigen Definition fiir x (4.7.5) dieselbe Operator-
identitét (4.7.10) auch im Impulsraum gilt.

Orts- und Impulsraum sind vermutlich die beiden wichtigsten Darstellungen der Quan-
tenmechanik. Im Prinzip kann man jedoch die Operatoralgebra der Observablen eines
physikalischen Systems auch in anderen Basen darstellen. Manchmal ist es zum Beispiel
bequem in der ‘Energiedarstellung’ zu arbeiten, in der der Hamiltonoperator diagonal
wirkt.
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5 Die Heisenberg’sche Unschérferelation

Viele Quantenphénomene sind schlussendlich eine Folge davon, dass die Observablen in
der Quantenmechanik durch selbst-adjungierte Operatoren beschrieben werden, die im
Allgemeinen nicht miteinander vertauschen. Zum Beispiel haben wir ja bereits im letz-
ten Kapitel gesehen, dass der Orts- und Impulsoperator nicht miteinander vertauschen,
sondern dass gilt
[x,p] = h.

Wie wir in Kiirze zeigen wollen, ist der Umstand, dass dieser Kommutator nicht ver-
schwindet der wesentliche Grund fiir die Heisenberg’sche Unschérferelation. Bevor wir
diese ableiten, wollen wir zunéchst ein besseres Gefiihl dafiir bekommen, was die physi-
kalische Konsequenz nicht-verschwindender Kommutatoren ist.

5.1 Nicht-vertauschende Observable

Um einige der Komplikationen zu illustrieren, die auftreten, wenn Observable nicht ver-
tauschen, betrachten wir das folgende ‘toy model’. Wir arbeiten in der ‘Energiedarstellung’
und nehmen (der Einfachheit halber!) an, dass dieser Hilbertraum nur zwei-dimensional
ist. Wir bezeichnen die zwei orthonormalen Eigenvektoren des Hamiltonoperators H mit
x1 und ys, wobei

Hy, = Eix1 Hy,; = Esx». (5.1.1)

Die beiden Zustédnde x; und o bezeichnen also zwei Losungen der zeit-unabhéngigen
Schrodinger-Gleichung. Wir wollen weiterhin annehmen, dass es ausserdem eine Observa-
ble S gibt, die auf diesen Zustédnde als

Sxi=x2 Sxz2=xa (5.1.2)

wirkt. Durch 2 x 2 Matrizen ausgedriickt sind diese Operatoren also

[ E1 0 (01
ae(B0) so(01). 51
Beide Matrizen sind in der Tat hermitesch, denn sie entsprechen (als Observable) selbst-
adjungierten Operatoren. Nun berechnen wir den Kommutator:

ms = (0 A)(10)-(1 ) (% A)
(e v)- (5 0)
= (El—Ez)(_Ol (1)) (5'1'4)

Der Kommutator verschwindet also nicht, vorausgesetzt, dass F; — FEo # 0, d.h. dass die
beiden Energieeigenwerte nicht iibereinstimmen.

52



Die Eigenvektoren des Hamiltonoperators sind y; und Yy, aber offensichtlich sind diese
Vektoren nicht Figenvektoren von S. Dies ist notwendigerweise der Fall, da ja S und H
nicht miteinander vertauschen. Da wir auch die Wahrscheinlichkeiten einer S-Messung
ausrechnen wollen, sollten wir die S-Eigenvektoren, sowie ihre Eigenwerte bestimmen.
Die Eigenwerte von S sind einfach die Losungen der charakteristischen Gleichung

det(S — A1) = det < ? _1A ) =\ -1, (5.1.5)

Wir sehen also, dass die beiden Eigenwerte von S gerade +1 sind. Weiterhin findet man
leicht, dass der (normierte) Eigenvektor mit Eigenwert s; = +1 durch

1

P = 7 (X1 + x2) (5.1.6)
gegeben ist, wohingegen der normierte Eigenvektor zu so = —1
1
Yo = — (5.1.7)

/2 (x1 —x2)

ist. Ein natiirliches Problem, fiir das wir uns vielleicht interessieren, ist das folgende:

Problem: Zur Zeit t = 0 wird S gemessen und der Wert s = +1 gefunden. Das System
wird dann eine Zeit ¢ nicht gestort, und dann wird wiederum S gemessen. Was ist die
Wahrscheinlichkeit, dass s = +1 gemessen wird?

Zur Erinnerung, falls wir statt S beide Male die Energie (d.h. die Observable, die zum
Hamiltonoperator gehort) messen wiirden, wire die Wahrscheinlichkeit, dasselbe Mess-
ergebnis wiederzufinden, eins — siehe die Diskussion nach Postulat (vi) in Kapitel 2.7.
Der Grund dafiir ist, dass die Eigenzustinde des Hamiltonoperators Losungen der zeit-
unabhéngigen Schrodinger-Gleichung sind, und sich daher in der Zeit nur trivial verdndern
(ndmlich durch eine Phase, die auf die Messwahrscheinlichkeit keinen Einfluss hat). Hier
ist die Situation anders, da die Eigenzusténde von S nicht Eigenzustéinde des Hamilton-
operators sind.

Losung: Geméss der obigen Postulate ist das System nach der Messung von S = +1 zur

Zeit t = 0 in dem Eigenzustand, der zum Eigenwert s = +1 gehort. Das System wird also
zur Zeit t = 0 durch

Ut =0)=1r = % (X1 + x2) (5.1.8)

beschrieben. (Ohne Beschrankung der Allgemeinheit haben wir hier einen definitiven Wert
fiir die relative Phase zwischen W(¢,0) und vy gewidhlt — diese Phase spielt fiir das
Weitere keine Rolle.) Wie wir weiterhin in Kapitel 2.6 gesehen haben, ist die Losung der
zeit-abhéngigen Schrodinger-Gleichung fiir ¢ > 0 dann

Eot

1 Byt B2t
U(t) = 7 (xle‘lT +xee” ) : (5.1.9)
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Zur Zeit t wollen wir nun wiederum S bestimmen; um die zugehorigen Wahrscheinlich-
keiten auszurechnen, ist es nun geschickt, W(¢) wiederum in der Eigenbasis von S auszu-
rechnen. Um die Koeffizienten in dieser Basis zu berechnen, beniitzen wir nun den jetzt
wohlbekannten Trick; wir machen also den Ansatz

U(t) = ai(t)r + az(t)s, (5.1.10)

und beniitzen, dass ¥, und 15 orthonormal sind, um abzuleiten, dass

a;(t) = (;| V(1)) 1=1,2. (5.1.11)
Wir berechnen
1 _, Bt _,Bat
art) = F0a +xelae™™ +xee™ )
1/ B Eot
= 5 <€ + e )
1 _(E1tE)t _(E1=Eg)t L (E1=E2)t
= 56 2h (e 2h + e 2h )
B, — Es)t
= e_’% cos (7( ! 2) ) (5.1.12)
2h
und
1 _, Bt _, Bat
a(t) = §<X1 — Xelxi€"m 4 xae )
1

1 t E —E t
L (%) : (5.1.13)

1 _(E1tBg)t ( _ (E1—B)t Z(E1*E2)t>
2h e 2h —e 2h

Mit Hilfe dieser Formeln fiir a;(t) und ay(t) konnen wir nun die Wahrscheinlichkeit dafiir
ablesen, zur Zeit t = 0 S = 41 zu messen: die Wahrscheinlichkeit ist einfach

By — E))t
P(S = +1,t) = |a\(t)|* = cos? <%) , (5.1.14)
und die Wahrscheinlichkeit, S = —1 zu messen, ist
By — Es)t
P(S = —1,1) = |as(t)]* = sin? (%) . (5.1.15)

Die beiden Wahrscheinlichkeiten addieren sich natiirlich zu 1. Zur Zeit ¢t = 0 ist zudem
la1(0)] = 1 und |az(0)| = 0. Fiir ¢ > 0 héngen die Wahrscheinlichkeiten jedoch in nicht-
trivialer Weise von t ab — das ist typisches Quantenverhalten, das man so klassisch nicht
erwartet hétte!
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5.2 Die Unschirfe einer Observablen

Wie wir zuvor erkldart haben, ist der Erwartungswert einer Observablen A im Zustand v
einfach

(A) = (Y|AY). (5.2.1)
Wir definieren nun die Unschérfe der Observable A durch

AA = \/< (a- (A>>2> | (5.2.2)

Das Quadrat der Unschérfe ist eine nicht-negative reelle Zahl, denn

2
oar = ((a-w))

= (vI(A- (&) (A )

= ((a-@)vl(a-(Aa)v) >0, (5.2.3)
wobei wir beniitzt haben, dass (A — (A)) ein selbst-adjungierter Operator ist, da A
selbst-adjungiert ist und da der Erwartungswert (A) deshalb reell ist. Da das Quadrat
der Unschérfe reell und nicht-negativ ist, konnen wir die Unschérfe immer durch die
positive Wurzel davon erkldren. Die Unschérfe einer Observablen (in einem Zustand )

ist also immer eine nicht-negative reelle Zahl.
Um die Unschérfe tatsdchlich zu berechnen, beobachtet man, dass

a7 = ()
— <(A2 — 2A(A) + <A>2)>
= (A%) - (a2, (5.2.4)

Als Beispiel betrachten wir das 1-dimensionale Teilchen in der Box. Wie wir in Kapitel 3.1
gesehen haben, sind fiir diese Theorie die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators durch

2 2 2h2
o) = 2o (M) T (5:25)
a a

2ma?

gegeben, wobei 0 < z < a und v,

x) = 0 fiir x > a oder x < 0. Im Zustand 1, ist der
Erwartungswert von z und (z — (z))?

( .
))? gerade (siche Ubungsblatt I1I)

% (5.2.6)

o = (- =5 (1- ) (527)
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Auf dem Ubungsblatt VI wird gezeigt, dass fiir den Impuls andererseits gilt

(p) = 0 (5.2.8)
(ap? = T (5.2.9)

a?

Daher folgt, dass

a? 12 n2m2

PR . 6
a 12 n2m2

77,27T2ﬁ2 ﬁ2

e

= - —. 2.1
12 2 (52.10)
Die rechte Seite ist fiir n = 1 am kleinsten, und daher gilt also
7 —6
(Ap)? (Ax)* > n? =0.32 17 (5.2.11)

12

unabhéngig von n. Das ist ein Beispiel der sogenannten Heisenberg’schen Unschérferela-

tion, namlich dass das Produkt der Unschéarfen von x und p von unten beschrankt ist.
Wie wir in Kiirze zeigen werden, gilt ganz allgemein

52

(Ap)* (Ax > -

(5.2.12)

Das ist die berithmte Heisenberg’sche Unschérferelation. Wie wir gleich sehen werden, ist
dieses Resultat eine Folge eines ein wenig allgemeineren Phidnomens: wann immer zwei
Observable nicht miteinander vertauschen, ist das Produkt ihrer Unschéirfen von unten
beschrankt.

5.3 Die Heisenberg’sche Unschirferelation

In diesem Kapitel wollen wir das folgende Theorem beweisen:

Theorem: Seien A und B zwei Observable eines physikalischen Systems. Dann erfiillen
die Unscharfen AA und AB in jedem Zustand die Ungleichung

AAAB > % (A, B])] . (5.3.1)

Der Operator [A,B] = AB — B A ist der Kommutator von A und B.
Beweis: Man zeigt schr leicht (siche Ubungsaufgabe), dass 1[A, B] ein selbst-adjungierter

Operator ist, vorausgesetzt, dass A und B selbst-adjungierte Operatoren sind. Der Erwar-
tungswert eines selbst-adjungierten Operators ist immer reell, und daher ist der Ausdruck
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in den Betragszeichen eine reelle Zahl. Die Ungleichung (5.3.1) ist deshalb zu der Unglei-
chung

(AA)? (AB)? > - (4[A, B])? (5.3.2)

A~ =

aquivalent. Diese Aussage wollen wir jetzt beweisen.

Wir definieren C = A — (A) und D = B — (B). Da A und B selbst-adjungierte
Operatoren sind, sind ihre Erwartungswerte reell, und daher sind auch C und D selbst-
adjungierte Operatoren. Weiterhin gilt

[C,D] = [A — (A),B - (B)] = [A.B]. (5.3.3)

Durch C und D ausgedriickt, ist (5.3.2) also einfach die Behauptung, dass
1
(C*) (D) = Z([C,D))*, (5.3.4)

wobei C und D selbst-adjungiert sind. Wie bezeichnen den Zustand des Systems mit ).
Ausserdem sei s eine beliebige reelle Zahl. Dann gilt

0 < {((C +1sD)y|(C +15D)¢p) = (1|(C +1sD)T(C +1sD)y)) = ((C +1sD)T(C +15D)) .

Da C und D selbst-adjungiert sind, erhalten wir also 9:3:)
0 < {((C —1sD)(C +1sD)) = (C?) + s(1[C, D]) + s*(D?). (5.3.6)

Nun beobachten wir, dass
(D?) = (¥|D*y) = (DY[Dy) >0, (5.3.7)

wobei wir beniitzt haben, dass D selbst-adjungiert ist. Es folgt daher, dass (D?) = 0 nur
dann gilt, falls Dy = 0. In diesem Fall ist (5.3.4) trivial, denn es gilt dann auch

([C,D]) = (¥|[C, D]¢) = (¢|CDy) — ($|DCy) = —(Dy|Cep) =0, (5.3.8)

wobei wir wiederum beniitzt haben, dass D selbst-adjungiert ist. Wir konnen daher an-
nehmen, dass (D?) > 0 und wiihlen nun s in (5.3.6) gleich der reellen Zahl

__1{[C,D])
S=—3 D (5.3.9)

Damit wird (5.3.6)

0<(C?) - %(1[231,312))]) +%<Z[§3]>)123>]> ) - i(l[?]a)?)]) (5.3.10)
Durchmultiplizieren mit (D?) fiihrt dann zu
10[C.D)? < () (DY), (5.3.11)
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was gerade (5.3.4) ist.

Die iibliche Heisenberg’sche Unschérferelation ist nun eine einfache Konsequenz dieses
Theorems. Wie wir zuvor berechnet haben, ist der Kommutator von x und p

[x,p] = 1. (5.3.12)

Damit erhalten wir wie versprochen die Heisenberg’sche Unschérferelation

AxAp > — . (5.3.13)

DO >

In diesem Fall ist die untere Schranke tatséchlich von 1) unabhéngig (da der Kommutator
einfach proportional zum 1-Operator ist) — im allgemeinen héngt die untere Schranke
jedoch vom gewéhlten Zustand v ab.

Die obige Analyse zeigt noch nicht, dass die untere Schranke, die wir fiir das Produkt der
Schwankungsquadrate abgeleitet haben, optimal ist. Man kann zeigen (siche Ubungsauf-
gabe), dass die untere Schranke fiir das Gauss’sche Wellenpaket

a _ al@—wg)?
b(z) = Wl—*a e (5.3.14)

angenommen wird. In der Tat findet man in diesem Fall

1 1
(Az)? = 5z und (Ap)? = §a2 W, (5.3.15)

also )
AT (Ap) = o5 a2 = 5.3.16
(A2)*(Ap)" = g5 5a°h" = . (5.3.16)
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6 Der harmonische Oszillator

Der harmonische Oszillator ist eine ‘Drosophila’ der Quantenmechanik. Viele Proble-
me lassen sich durch eine Abbildung auf den (verschobenen) harmonischen Oszillator
zuriickfithren und werden damit exakt losbar. Eine ausfiihrliche Diskussion dréangt sich
deshalb auf.

6.1 Die Losung

Die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators ist

2 2
p f 2 p 1 2 2

H = =L 4 6.1.1
2m+2q 2m+2qu ’ ( )

wobei wir w? = f/m gesetzt haben.

Vv Abbildung 9: Harmonisches Po-
tential V(q) = fq*/2 = mw?q*/2
mit w =4/ f/m.

0 q

Die zeit-unabhéngige Schrodinger-Gleichung ist Hiy = FE1i, wobei H hier fiir den
Hamilton-Operator

H= h282+1mw22 (6.1.2)
BT RCEEC U -

steht und E eine Konstante ist. Damit die Wellenfunktion im L?(R) liegt, miissen wir

weiterhin verlangen, dass lim,, . ¥(q) = 0.
Um diese Problem zu losen ist es zunédchst bequem, zu dimensionslosen Variablen

iiberzugehen,
[mw .
T = p = —ivVmhwd, . (6.1.3)

In diesen Variablen ist dann der Hamiltonoperator

H= % (=02 +2%) . (6.1.4)

In der dimensionslosen Form haben wir also das Eigenwertproblem Hvy = E1)

_2E

[2+X=2%]y = 0, A — (6.1.5)

Dieses Problem lasst sich auf verschiedene Weisen losen.
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6.1.1 Die konventionelle Lésung

Der fiihrende Term fiir x — oo ist (22 > \),
(02 —2*)) =0 . (6.1.6)

Daher muss 1) asymptotisch wie
P o e (6.1.7)
gehen; dann gilt néimlich 9,1 = —a1 und deswegen 92¢) = —p+2%) ~ z* fiir v — oo.
Daher machen wir also den Ansatz ¢(z) = H(z)e *"/2 und finden die Differentialglei-
chung fiir H(z),

(02 — 220, + (A —1)] H(z) = 0. (6.1.8)

Zur Losung verwenden wir den Fuchs’schen Ansatz

H(z) = 2°) ana", (6.1.9)

n>0

mit ag # 0 und s > 0, und finden durch Koeffizientenvergleich

s(s—1)ap = 0,
(S + 1)8 a; = 0,
(s+2)(s+1)as—(2s+1—XNay = 0,

(s+n+2)(s+n+1)ao— (2s+2n+1—Na, = 0. (6.1.10)

Gemaiss Voraussetzung ist ag # 0, weshalb s = 0 oder s = 1 sein muss; weiter setzen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a; = 0. Aus diesen Bedingungen ergibt sich

— fiir s =0 ist H(z) = ag + agz® + -+  gerade in z,
— fiir s = 1ist H(z) = x(ag + agaz® +---) ungerade in x.

Der Umstand, dass es Losungen mit definitiver Paritét gibt, ist wiederum eine Folge
davon, dass das Potential symmetrisch is, V' (¢) = V(—q).

Aus den obigen Rekursionsformeln fiir a,, folgt, dass a,,2/a, — 2/n; falls die Folge a,,
nicht abbricht, geht H ~ exp(z?) fiir # — co. Diese Funktion iiberkompensiert daher im
Ansatz 1(x) = H(z)e **/2 das Abfallverhalten von e=*"/2 — in der Tat geht sie dann wie
1 ~ exp(x?/2), was auch eine Losung der asymptotischen Differentialgleichung ist, vgl. die
Diskussion nach (6.1.7). Die Randbedingung lim, . ¢ (2) — 0 kann also nur befriedigt
werden wenn die Reihe abbricht. Das kann nur dann passieren, falls der Koeffizient von
a, in the Rekursivrelation (6.1.10) fiir ein n verschwindet, also wenn A, = 2n + 1. (Hier
haben wir s = 0 gestetzt; fiir s = 1 ist die Analyse analog.) Dann erfiillt H(x) die
Differentialgleichung

0=H"— 2¢H + 2nH , (6.1.11)
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und wird von einem Polynom n-ter Ordnung gelost; dieses Polynom nennt man das n-te
Hermite Polynom H,(x). (Zum Beispiel ist Hy = 1, H, = 2z, Hy = 42*> — 2, ....)
Wir finden also eine Folge von (normierbaren) Losungen

22

Un(x) = Np Hy(z)e™ 2, (6.1.12)

mit zugehorigen Eigenwerten A, = 2n + 1, also

1
E, = hw (n + 5) : (6.1.13)

Die korrekte Normierung? ist
No=1/a"*, N, = Ny/V2rn!.

Dieser Losungsweg reprasentiert das Standardvorgehen: Separiere die Asymptotik (e_mz/ )
fiir © — oo ab, finde die Korrektur (hier die Funktion H(z)) durch einen Reihenansatz;
die Randbedingung verlangt den Abbruch der Reihe und es ergibt sich das Spektrum F,,
und die polynomialen Eigenfunktionen oc H,,.

Es gibt jedoch auch einen eleganteren Weg, der auch konzeptionell von Bedeutung ist.

6.1.2 Die elegante Losung

Diese Losung basiert auf einer Operatortechnik mit Auf- und Absteige Operatoren. Diese
Operatoren spielen in vielen Bereichen der theoretischen Physik eine wichtige Rolle —
zum Beispiel treten sie in der Feldquantisierung freier Felder auf. Wir definieren

(z + 0:) :%(ﬁw \/ni—hwp>,

(x—8,) . (6.1.14)

a

S-Sl

at
Die Umkehrung ist dann

r = (a+a'),

[\)

0y = %(a—aT). (6.1.15)

’Das hingt natiirlich davon ab, wie man genau die Hermite Polynome normiert; wir werden unten
eine explizite Formel angeben.
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Einsetzen in (6.1.4) ergibt den Hamiltonian

H — %‘"(—ag t )
= o ai)a—ah) + (a+al)a+a)
= %u(—az +aa’ + a'a — a + a® + aad' + a'a + a'?)
— %u (aTa 4 aaT) = hw (aTa + %[a, aT]) ) (6.1.16)

Fiir den Kommutator finden wir (vergleiche (6.1.4))

[CL, aT] = 1[($ + a:c)(x - ax) - (ZL’ - ax)(x + a:c)]

2
1
= 3 (7 = 02 — 20, + Oy — (2° — 02 + 20, — 0, 1))
= (=20, +0,x) = 1. (6.1.17)
Wir definieren den Zahloperator N = a'a, und finden dann
1
H = hw(N + 5). (6.1.18)

Das Eigenwertproblem HU = EW reduziert sich also zu
Nln) = nn), (6.1.19)

womit wir zur Diracnotation iibergehen, d.h. statt W,, den Zustand mit |n) bezeichnen.
Wir untersuchen die Wirkung der Operatoren a' und a auf den Eigenzustéinden |n) von
N. Dazu bestimmen wir die Kommutatoren von N mit a! und mit a,

[N,a'] = [a'a,d'] = a'[a,a’] + [a', a']a = a, (6.1.20)
[N,a] = [a'a,a] = a'[a,a] + [a!, ala = —a. (6.1.21)

Die Zusténde
allny,  aln) (6.1.22)

definieren dann neue Eigenvektoren zu N mit Eigenwert n + 1 und n — 1:

Na'ln) = (a'N+[N,a'])|n) = a'n|n) +a'|n) = (n + 1)a'|n)
Naln) = (aN + [N,a])|n) = an|n) — a|ln) = (n — 1)a|n). (6.1.23)

Die Operatoren a' und a erhéhen und erniedrigen also den Eigenwert n eines Eigenzu-
standes |n) um 1; diese Eigenschaft ist eine Folge der Kommutationsbeziehungen zwischen
a, a’, und N = a'a (die letztlich das Spektrum definiert),

[a,a'] =1, [N,a']=a', [N,a]=—a. (6.1.24)
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Wir nennen a' einen Aufsteige- (oder Erzeugungs-) und a einen Absteigeoperator
(oder Vernichtungsoperator).
Die Zustéinde a'|n) und a|n) sind noch nicht normiert: Sei (n|n) = 1 normiert, dann
ist
(n|la'aln) = (n|N|n) = n und
(nlaa‘ln) = (n|la,a’] +a'aln) = n+1 (6.1.25)

und wir erhalten normierte Eigenvektoren, wenn wir definieren

|n - 1) = CL|’N,>,

5=

1
n+1) = a'|n). 6.1.26
n+1) = =) (6.1.26)
Im néchsten Schritt bestimmen wir die moéglichen Eigenwerte n unter Beniitzung der
Positivitit des Skalarproduktes. Sei |n) ein Eigenvektor zum Eigenwert n, dann ist

a'ln) = Vnln—1)n-2)---(n—k+1)|n—k), (6.1.27)

wobei |n — k) ein Eigenvektor zum Eigenwert n — k ist. Andererseits gilt n = (n|N|n) =
(an|an) > 0. Wiahlen wir k € N also gross genug, so erhalten wir einen negativen Eigenwert
n — k zu N, was nicht moéglich ist. Die Iteration muss also abbrechen, aber das kann nur
dann geschehen, falls der Vorfaktor in (6.1.27) (fiir ein geeignetes k, und dann fir alle
grosseren k) verschwindet. Es folgt also, dass n ganzzahlig und nicht-negativ sein kann.
Der kleinste Eigenwert ist n = 0 und

al0) = 0, (6.1.28)
d.h. der Operator a annihiliert |0). Es folgen dann alle |n) durch Anwendung von af,

m o= Do s (6.1.29)
). >0, 1

Der Eigenwert n bestimmt die Energie,

E, = m<N+%) - hw<n+%>; (6.1.30)
somit zdhlt n die vorhandenen Energiequanten hw. Die Anwendung von a' erzeugt ein
zusitzliches Energiequant, welches die Schwingungsamplitude des Oszillators erhéht. Der
tiefste Eigenzustand, der Grundzustand |0), hat keine Energiequanten, aber Ey = hw/2 #
0, eine Folge des Heisenberg’schen Unschérfe-Prinzips: das Teilchen kann nicht scharf bei
x = 0 verweilen; durch die Unschérfe wird (H) # 0 sogar im Grundzustand; die Energie
hw/2 ist das Resultat der Nullpunktsschwingungen des Vakuums.
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Schliesslich brauchen wir noch die Wellenfunktionen, zuerst |0), das Vakuum. Nach
Konstruktion ist a|0) = 0. In der Ortsdarstellung bedeutet das

0 = V2(z[a0) = (z+09,)(x]|0) = (z+9,)¢o(zx) =0

Die Losung dieser Differentialgleichung ist einfach, 1g(x) o e~**/2: mit der richtigen
Normierung haben wir dann

Wo(z) = ;7? e (6.1.31)

Die Zustinde (z|n) folgen durch iterative Anwendung von af,

1 1 2 1 2
z]1) = (z]a’0) = =z —0)—=e "/ = ——=21e /2
(@l1) = (alal0) = (o) —

ze "2, (6.1.32)

mit
Hy =1,
H, = 2z,
Hy, = (22)% — 2,
Hy = (22)° — 6(22),
Hy = (22)* — 12(22%) + 12. (6.1.33)

Die Form der Eigenfunktionen ist in Abbildung 10 gegeben. Gehen wir {iber zur dimen-
sionsbehafteten Variable ¢ = \/h/mw = so erhalten wir

mw 1 ~(muw
(qln) = E%n'H"( mw/hq)e( )/2h, (6.1.34)

6.2 Klassischer Limes

Fiir grosse Energien F, ndhert sich die quantenmechanische Losung der klassischen Lo-
sung an (klassischer Limes). Die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit und Energie
sind gegeben durch

1
Wkl = 9
mgov/ 1 — (¢/q0)?
1
Egy = §mw2q§, (6.2.1)
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Abbildung 10: Eigenfunktionen (o< Hermitepolynome) des harmonischen Oszillators, links
die Amplituden W,,, rechts die Wahrscheinlichkeiten |W,,|?.

wobei die Amplitude gy durch die Abschéitzung Eyq = F,, definiert ist. Die Formel fiir die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit Wy, folgt aus der Energie-Erhaltung: wir haben

1 1
§mv2 = imuﬂ(qg — %), (6.2.2)

wobei wir den Ausdruck fiir Fyy benutzt haben. Auflésen nach v = % gibt dann

dgq

wgo /1= (¢/q0)?

Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei ¢ anzutreffen, ist also zu (1 — (¢/q0)?) /2 pro-
portional. Um die richtige Normierung zu bestimmen, integrieren wir

dt = (6.2.3)

q0 Adq B 2A /qo dq
—qo \/1 - (Q/CIO)2 0V - (Q/(Jo)2
2 cos B do T
= 2Aq0/0 cos 0 = 2AqO 5 y (624)

wobei wir die Substitution ¢ = g sin(f) vorgenommen haben. Also muss A = (gom)~"

sein. Um diese Korrespondenz zu verdeutlichen betrachten wir die Losung fiir n = 10
(sieche Abbildung 11).
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Abbildung 11: Klassischer Limes des
harmonischen Ostzillators. Die Wahr-
scheinlichkeit |¥0|? nihert sich (nach
Mittelung tiber kleine Skalen) dem
klassischen Resultat Wy(qo) an, wo-
bei gy aus der Beziehung E, = FEjj
zwischen den Energien folgt.

0
“Ho 0 do

7 Symmetrien in der Quantenmechanik

Physikalische Systeme besitzen héufig offensichtliche Symmetrien, zum Beispiel die Ro-
tationssymmetrie eines Zentralkraftproblems. Mathematisch gesehen bedeutet dies, dass
das System invariant unter der Wirkung einer Symmetriegruppe G ist. Eine solche Sym-
metrie muss auch in der Quantentheorie weiterhin vorhanden bleiben; dabei muss die
Symmetrie mit den Strukturen der Quantenmechanik (ndmlich der Vektorraumstrukur
und dem inneren Produkt) kompatibel sein. Die einfachste Art, dies zu erreichen (wie
wir spéiter sehen werden, ist das jedoch nicht der allgemeinste Fall) ist dadurch realisiert,
dass die Gruppe G auf dem Hilbertraum A durch unitéire Transformationen wirkt. Diese
respektieren ndmlich sowohl die Vektorraumstruktur, als auch das Skalarprodukt.

7.1 Unitire Darstellungen

Eine unitire Darstellung einer Gruppe G auf dem Hilbertraum # ist ein (Gruppen)-
Homomorphismus von G auf die Gruppe der unitédren Operatoren auf H. Konkret bedeutet
dies, dass wir fiir jedes g € G einen unitidren Operator U(g) haben, so dass

Ulg1) - U(g2) = Ulg1 - g2) - (7.1.1)
Hierbei ist ein unitédrer Operator U(g) eine lineare Abbildung
Ulg): H—H (7.1.2)

die das Skalarprodukt erhélt,

(Ug)v | U(g)x) = (¥Ix) (7.1.3)

fiir jedes ¢, x € H und g € G. Wegen der Definition des adjungierten Operators folgt aus
dieser letzten Bedingung (zusammen mit der Gruppen-Homomorphismus Eigenschaft),

dass
Ug)t=U(g) ' =U(g™") . (7.1.4)



Jede Gruppe besitzt die triviale Darstellung auf dem ein-dimensionalen Vektorraum
C, wobei jedes Gruppenelement g auf den Identitdtsoperator abgebildet wird, U(g) = 1.
Ein interessanteres Beispiel ist die Darstellung der Rotationsgruppe auf dem Raum der
Wellenfunktionen L?(R3). Die Gruppe der Rotationen des R? ist die spezielle orthogonale
Gruppe SO(3), die durch die reellen 3 x 3 Matrizen R mit der Eigenschaft RT R = 1 und
Determinante 1 beschrieben werden. [Man zeigt leicht, dass die Menge dieser Matrizen
eine Gruppe bildet; ferner ist klar, dass jede dieser Matrizen auf den Vektoren des R? eine
Rotation definiert.] Eine unitéire Darstellung auf L?(R?) ist dann durch

(U(R)Y) (7) = (R 'x) (7.1.5)

definiert. Man rechnet leicht nach, dass dies einen Homomorphismus der Rotationsgruppe
in die Gruppe der unitiren Operatoren auf L?(R3) definiert.

Dieses Argument kann leicht fiir alle orthogonalen Transformationen erweitert werden
(also auf die Gruppe O(3)). Ein besonders interessanter Fall ist dabei die Untergruppe
von O(3), die nur aus den zwei Elementen 41 besteht. Diese Gruppe wird durch den
Paritéitsoperator P erzeugt, der zu der orthogonalen Transformation —1 gehort. Da P? =
1, hat der Paritédtsoperator die Eigenwerte +1. Die Eigenvektoren erfiillen

(=x) = (PY)(x) = £¢(x) , (7.1.6)

d.h. sie entsprechen gerade den geraden bzw. ungeraden Funktionen. In vielen Fiéllen ist
jedoch der Hamiltonoperator eine gerade Funktion von x; dies bedeutet, dass die Opera-
toren H und P miteinander vertauschen. Dann kann man gemeinsame Eigenfunktionen
zu H und P finden — das ist das, was wir zuvor bei der Analyse des Teilchens im Poten-
tialtopf gemacht hatten.

7.2 Die Drehgruppe SO(3) und ihre Lie Algebra

Im Fall einer kontinuierlichen Gruppe (wie zum Beispiel der Rotationsgruppe) ist es oft
bequem, statt der Gruppentransformationen die infinitesimalen Transformationen zu be-
trachten. Eine kontinuierliche Gruppe ist (falls sie ein paar technische Bedingungen erfiillt)
eine Lie Gruppe; die infinitesimalen Transformationen einer Lie Gruppe bilden eine Lie
Algebra, die fiir das Weitere wichtig sein wird. Um dieses Konzept zu verstehen betrach-
ten wir wiederum die Gruppe der Rotationen. Sei R(t) eine differenzierbare Kurve von
Rotationen in SO(3) durch R(0) = 1. Eine infinitesimale Rotation ist dann

a=Lre)

e (7.2.1)

t=0

[Wir stellen uns hier R(t) als eine orthogonale 3 x 3 Matrix vor; €2 is daher auch eine 3 x 3
Matrix.] Die Menge dieser infinitesimalen Rotationen bilden einen (reellen) Vektorraum,
da

d
OélQl + OéQQQ = ERl(Oélt)Rg(Oégt)

: (7.2.2)

t=0
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wobei «; € R. Dieser Vektorraum ist der der Lie Algebra zugrunde liegende Vektorraum,
und wir bezeichnen ihn im Folgenden mit so(3). Er bildet auch eine Darstellung der Lie
Gruppe, da fiir jedes R € SO(3)

d
RQLR‘1:ZEE¥ﬁu)R‘1
wieder ein Element von so(3) ist. Da die Lie Algebra so(3) ein Vektorraum ist, folgt

ausserdem, dass

: (7.2.3)

t=0

KM,QQ]=:§%fa(o§bfa(w—leo, (7.2.4)

da der Ausdruck auf der rechten Seite fur jedes t ein Element von so(3) ist, und daher
auch die Ableitung in diesem Vektorraum liegt. Die Lie Algebra so(3) ist also nicht nur
einfach ein Vektorraum, sondern sie trigt auch eine weitere Struktur, ndmlich sie besitzt

eine Lie-Klammer [-,-]. Im vorliegenden Fall (d.h. fiir eine Matrix-Gruppe) konnen wir
die Ableitung auch direkt auswerten und erhalten
[Ql, QQ] - 9192 - QQQl y (725)

wobei die Komposition gerade die Matrixmultiplikation ist und wir die Gleichung

= Lm@Ome™)|_ =+ Lmo)| L = Lo

0
t=0 dt t=0 dt

= —Ql

= (7.26)
benutzt haben. Die Lie-Klammer beschreibt also einfach den Kommutator. Sie ist insbe-
sondere anti-symmetrisch

[0, o] = — [, Q] , (7.2.7)

und erfiillt die Jacobi Identitat
[Ql, [QQ, Qg]] + [QQ, [Qg, Ql]] + [Qg, [Ql, QQH =0 5 (728)

was direkt aus (7.2.5) folgt.
Fiir den Fall von SO(3) ist R(t) orthogonal, d.h. R(t)"R(t) = 1. Dann folgt durch
Ableiten nach ¢, dass jedes () anti-symmetrisch ist, d.h.

Q' +0=0. (7.2.9)

Die Lie Algebra so(3) besteht also aus den anti-symmetrischen rellen 3 x 3-Matrizen. Jede
solche Matrix ist von der Form

0 —W3 Wa
Q(Cﬁ) = W3 0 —Ww1 3 (7210)
—W9 w1 0

dh. Q)7 =G AT mit & = (Wi, ws, ws) € R Man kann leicht einsehen, dass so(3) alle
solche Matrizen enthilt; die Vektorraum-Dimension von so(3) ist also dimg so(3) = 3. Zum
Beispiel kénnen wir die Basisvektoren beniitzen

0 =), i=1,23, (7.2.11)
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wobei {¢;} die Standardbasis fiir R? ist.
Fiir & = we, mit |e| = 1, ist 2@t = R(e,wt) (als Matrix aufgefasst) gerade die
Drehung um Achse e und Winkel wt. Aus geometrischen Uberlegungen folgt nun, dass

RUGR™ = Q(R®) , (7.2.12)

wobei R eine beliebige Rotation in SO(3) ist. Wegen (7.2.4) folgt daher (wihle R = R(t)
und leite nach ¢ ab), dass

Insbesondere gilt daher also
[, ) = Q3 (und zyklisch) , (7.2.14)

was man natiirlich auch direkt (aus (7.2.10)) nachrechnen kann.

Entsprechend kann man auch die Analyse fiir jede unitdre Darstellung von SO(3)
durchfiithren: sei U(R) eine unitére Darstellung von SO(3) auf einem Hilbertraum #,
dann erhélt man daraus auch eine Darstellung der Lie Algebra so(3)

U(Q) = %U(R(t)) N (7.2.15)

Insbesondere ist dies der Fall, falls H endlich-dimensional ist, da dann U(R) wiederum
eine Matrix ist und die ganze Analyse wie zuvor durchgefiihrt werden kann; im unendlich-
dimensionalen Fall erhélt man durch diese Vorschrift typischerweise unbeschrinkte Ope-
ratoren, und man muss mit der Definition ein wenig aufpassen. Wie wir jedoch gleich
sehen werden sind alle interessanten Darstellungen der SO(3) endlich-dimensional.

Die durch (7.2.15) definierte Abbildung ist in der Tat eine Darstellung von so(3), d.h.
ein Vektorraum-Homomorphismus von so(3) in den Vektorraum der Operatoren auf H,
die die Lie Algebra Klammer erhélt, d.h.

U([€, Qo)) = [U(E0), U ()] - (7.2.16)

Jene letzte Eigenschaft folgt aus (7.2.4). Die Bedingung, dass die Darstellung U(R) unitir
ist, impliziert nun, dass
UQ)t=-u(Q), (7.2.17)

d.h. dass die Operatoren U(€) anti-hermitesch sind. Fiir jedes & € R?® definieren wir den
selbstadjungierten Drehimpulsoperator

M(@) = iQ@) (7.2.18)

also
3

M((Ij) = ZMZ(A)Z y

i=1
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wobei die Vertauschungsrelationen der M; = M(e;)
[Ml, MQ] = ’LMg (llIld ZykllSCh) (7219)

lauten. Wir nennen eine Darstellung der Lie Algebra unitér, wenn sie (7.2.17) erfiillt, d.h.
wenn die zugehorige Darstellung der Lie Gruppe unitér ist.

Die unitére Darstellung der Lie Gruppe SO(3) ist eindeutig durch die Darstellung ihrer
Lie Algebra so(3), d.h. durch die Darstellung der Drehimpulsoperatoren, bestimmt. In der
Tat kann man die Lie Gruppe durch ‘Exponenzieren’ aus der Lie Algebra rekonstruieren.
Die exponentielle Abbildung ist hier durch

0o
exp : s0(3) — SO(3) , QHM9:1+Q+§T+?~%~ (7.2.20)
definiert. Die Produkte auf der rechten Seite sind einfach die iiblichen Matrixprodukte,
und es ist klar, dass die unendliche Summe konvergiert. Die resultierende Matrix ist
invertierbar, da e~ gerade die inverse Matrix zu e ist. Weiterhin ist Q gerade das Lie
Algebra Element, das zu der Kurve R(t) = ! assoziiert ist. Schliesslich kann man die
Produktstruktur der Lie Gruppe aus jener der Lie Algebra rekonstruieren, da gilt

exp(£21) - exp(£z) = exp(Q2y * Qo) (7.2.21)

wobei € % €y mittels der Baker-Campbell-Hausdorff Formel (siehe Ubungsaufgabe) be-
rechnet werden kann

Qo+ Qo = Oy + Qo+ 1[0, ] + L[, [Q, Qo] + L[, [0, U] +--- . (7.2.22)

Der Grossteil der Struktur einer Lie Gruppe ist daher in ihrer Lie Algebra enthalten, und
wir kénnen zum Beispiel die Darstellungstheorie im Rahmen der Lie Algebra studieren.
Das vereinfacht die Dinge enorm, da die Lie Algebra ein linearer Vektorraum ist, wo-
hingegen die Lie Gruppe im allgemeinen eine komplizierte gekriimmte Mannigfaltigkeit
beschreibt.

Wir werden uns daher im Folgenden haufig auf die Darstellung der Lie Algebra (d.h.
der Drehimpulsoperatoren) beschrianken.

7.3 Reduzible und irreduzible Darstellungen

Sei H der Hilbertraum, auf dem eine unitére Darstellung der Gruppe G definiert ist. [D.h.
wir haben fiir jedes g € G einen unitéren Operator U(g).] Wir nennen diese Darstellung
irreduzibel, falls die einzigen Unterrdume K von H, die unter der Wirkung von U(g)
fir alle g € G auf sich selbst abgebildet werden, U(g)K C K, einfach nur K = {0} und
K = H sind. Andernfalls nennen wir ‘H reduzibel.

Fiir unitare Darstellungen kann man jede reduzible Darstellung in irreduzible Darstel-
lungen zerlegen. Sei K also ein nicht-trivialer Unterraum von H, der unter der Wirkung
von G invariant ist. Dann gilt

H=Ka® K", (7.3.1)
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wobel

K+ ={yeH: (x[v)=0firalle y € K} . (7.3.2)

Wegen der Linearitéit des Skalarproduktes ist dann auch K+ ein Unterraum von H. Wei-
terhin impliziert die Unitaritit von U nun, dass auch K+ unter der Wirkung von G
invariant ist: fiir jedes xy € K gilt ndmlich

(XU (g)¢) = (U(g~")xIv) = (X'[¢) =0 (7.3.3)

falls ¢» € K*. Daher liegt also auch U(g) in K. Wir kénnen also sukzessive die Darstel-
lung H (falls sie reduzibel ist) in kleinere Unterdarstellungen zerlegen; diese sind entweder
irreduzibel oder konnen auf gleiche Weise weiterbehandelt werden. Zumindest im endlich-
dimensionalen (im unendlich-dimensionalen Fall braucht man so etwas wie das ‘axiom of
choice’) terminiert dieser Prozess und es folgt, dass man jede reduzible unitére Darstellung
als direkte Summe von irreduziblen Darstellungen schreiben kann. Im Folgenden wollen
wir daher irreduzible Darstellungen untersuchen.

7.4 Irreduzible Darstellungen von so(3)

Wir wollen nun die Struktur der irreduziblen endlich-dimensionalen Darstellungen von
s0(3) beschreiben. [Alle diese Darstellungen sind automatisch unitéar. Ferner gilt, dass
es keine irreduziblen unendlich-dimensionale unitdren Darstellung der SO(3) gibt; alle
unitéren Darstellungen von SO(3) sind daher also direkte Summen der endlich-dimensio-
nalen Darstellungen, die wir jetzt beschreiben wollen.] Die Lie Algebra von SO(3) wird
durch die Generatoren M;, ¢ = 1, 2, 3 aufgespannt, wobei die Kommutatoren durch

(M, Ms| = iMs; (und zyklisch) (7.4.1)
gegeben sind.® Wir definieren nun Auf- und Absteigeoperatoren
My = My £iM, . (7.4.2)
Ausgedriickt durch diese Basis sind dann die Vertauschungsregeln
[Ms, My] = £M, | (M, M_|=2Mj . (7.4.3)

Sei ¢ ein Eigenvektor von M,
Mz = 29 (7.4.4)

fiir ein z € C. Damit ist auch z 4+ 1 ein Eigenwert, sofern M1 # 0:

MsMytp = My Mz + [Mz, My | = (2 £ 1) My (7.4.5)

3Streng genommen liegen diese Generatoren nur in der Komplexifizierung von so(3), da M; = i€2;, siehe
Gleichung (7.2.18). Fiir die Beschreibung der Darstellungstheorie von Lie Algebren ist es immer bequem,
zu der Komplexifizierung iiberzugehen. Hierbei ist die Komplexifizierung der Lie Algebra einfach dadurch
definiert, dass die Koeffizienten in einer beliebigen Basis nun komplex (statt reell) sind.

4Im Folgenden unterscheiden wir nicht zwischen U (M;), der Wirkung von M; in der Darstellung, und
M; selbst; streng genommen heisst die Gleichung (7.4.4) also U(M3)1) = z).
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Da dimH < oo, kann dieses Argument nicht beliebig wiederholt werden: Es gibt also
einen Eigenwert j € C mit Eigenvektor 1);, derart dass

My = gy, Miy;=0. (7.4.6)
Wir setzen induktiv
M—¢m = ¢m—1 (747)
fir m = 4,7 —1,...; somit ist
Auch diese Folge muss abbrechen, d.h. es gibt ein k € N, sodass
Vi # 0, M_v;_, =0. (7.4.9)
Falls
M+7vbm = ,U/mwm—l—l (741())

(was fir m = j zutrifft mit p; = 0), so gilt auch

My hm—1 = My M_thy, = [My, M_|¢y, + M_M 1y,
- (2m + Mm),@bm = Mm—l,lvbm .

Es folgt induktiv
=3+ =mm+1)=>GU-m)G+1+m). (7.4.11)
Die Bedingung (7.4.9) besagt p;_x—1 = 0, also 2j = k:

. 1 3
7 —0,2,1,2,... .
Jeder irreduziblen Darstellung entspricht damit ein solches j. Umgekehrt verifiziert man,
dass Mj, My, durch (7.4.7, 7.4.8, 7.4.10) auf Basisvektoren v;,...,1_; definiert, (7.4.3)
erfiillen und somit eine Darstellung D; der so(3) liefern.
Die Darstellung kann auch durch den Wert des Casimiroperators charakterisiert
werden. Fiir den Fall von so(3) vertauscht der Operator

(7.4.12)

. 1
M? = M} + My + Mz = M; + §(M+M_ + M_M,) (7.4.13)

mit allen anderen Operatoren, [M;, M 2] = 0. In einer irreduziblen Darstellung muss er
daher einen bestimmten Wert annehmen; mit Hilfe der Vertauschungsrelationen kénnen
wir M? auch als

M? = M_M, + Ms(Ms + 1) = M, M_ + Ms(Ms — 1) (7.4.14)
schreiben; auf dem Vektor v; angewendet findet man daher
MP; = j(G+ 1)ty - (7.4.15)
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Da M? mit allen M, vertauscht, gilt dann dasselbe fiir alle Vektoren ¢ € Dj,
M) = j(G+ 1) . (7.4.16)

Insbesondere muss das auch auf ¢;_; der Fall sein, woraus wir die Gleichung
G+ =0-k0G-k=-1) (7.4.17)

erhalten. (Auf 1;_; haben wir die letzte Form von M? in (7.4.14) benutzt.) Diese Glei-
chung hat die beiden Losungen k& = —1 und k£ = 2j. Die erste Losung macht keinen Sinn
(da k positiv sein muss), und die zweite Losung impliziert wiederum, dass j halb-ganz sein
muss; dies ist daher eine alternative Methode die Struktur der Darstellung zu bestimmen.
Wir haben also damit gezeigt: die endlich dimensionalen irreduziblen Darstellung der
s0(3), sind parametrisiert durch (7.4.12) mit dim D; = 25 + 1. Es gilt weiterhin (7.4.16).

Ist die Darstellung unitar, d.h. M; = MZ-T, (1 =1,2,3), und damit Ml = M, so ist
eine orthonormierte Basis

{13, m)He (7.4.18)
fir D; durch
- V; — ,
J

gegeben. Diesbeziiglich ist
M2|j,m) = j(j + 1)]j,m) |
M;s|j,m) =m|j,m) (7.4.20)
Mylj,m) =G+ 1) —m(m=+1)j,m=+1).

J

m—_j als or-

Fithrt man umgekehrt ein Skalarprodukt ein, indem man die Basis {|j, m)
thonormiert erklért, so ist die Darstellung D; unitér.

Die triviale Darstellung entspricht natiirlich gerade Dy. Die fundamentale (oder de-
finierende) Darstellung ist auf H = R? (bzw. auf H = C?) definiert, wobei U(R) = R und
U(Q) = € ist. Sie ist irreduzibel, hat Dimension d = 3 und ist daher isomorph zu D;.
Dasselbe gilt fiir die adjungierte Darstellung auf H = so(3) (bzw. auf ihrer Komplexifi-
zierung), die durch

definiert ist.

Eine andere Klasse von Darstellungen sind die Unterrdume der Funktionen auf der
Kugel, die durch Kugelfunktionen erzeugt werden. Dazu betrachten wir den Raum aller
(komplex-wertigen) Funktionen, die auf der Kugeloberfliche definiert sind. Jede solche
Funktion kénnen wir als Funktion von 6 und ¢ schreiben, wobei 6 den Breitengrad und ¢
den Léangengrad beschreibt. Auf dem Vektorraum dieser Funktionen wirkt die Drehgruppe
wie durch (7.1.5) beschrieben; in den obigen Kugelkoordinaten gilt dann

y 8 a
- i _ ,iEke i ; i
My = —1i , My =ce€ (:i: g +icotd ) . (7422)
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[In der Tat rechnet man leicht nach, dass diese Differentialoperatoren den obigen so(3)
Vertauschungsregeln geniigen.| Der Vektorraum aller auf der Kugel definierten Funktionen
ist jedoch beziiglich dieser Wirkung nicht irreduzibel. Um die invarianten Unterrdume zu
beschreiben fiihren wir die Kugelfunktionen Y;,, durch

204+ 1 (1 —m)! .
Yim(0,0) = P/"(cos §) e"™? 7.4.23
l, ( 7¢) \/ An (l +m)' l (COS )6 ( )
ein, wobei m = —I, =l +1,...,1 — 1,1 ist. Hier ist P™ die assoziierte Legendre-Funktion,

die die verallgemeinerte Legendre-Gleichung

d dP(z) m?
— (1 =2 L(1+1)— P(z2) = 4.24
Zla- AT ey - ] pe =0 (7420
16st. Explizit ist sie durch
m (=™ 2\m/2 S l
P (z) = S]] (1—2%) dzl+m( -1) (7.4.25)
gegeben.
Man kann nun leicht sehen, dass
MsY) = mY) (7.4.26)

gilt. Weiterhin zeigt man leicht, dass Y;; tatséchlich von M, vernichtet wird; in der Tat
ist

Yy, =~ Plcosf)e™
d2l )
~ (1 . Z2)l/2ﬁ(z2 . l)lezlqb
V4

~ sin’ g’ (7.4.27)

Dann berechnen wir

. (0 0 ;
M, sin e’ = ¢ (% + i cot 9a—¢) sin' fe'l?
= Isin'™' 0 cos ATV —[sin' @ cot he'TIO =0 (7.4.28)
Mit ein wenig mehr Aufwand kann man schliesslich zeigen, dass

M:I:Yz,m - C11,777,,:|:Y2,777,:|:1 . (7429)

Die Funktionen {Y;,, : m = —[,...,l} definieren daher eine irreduzible Darstellung der
Lie Gruppe SO(3). Sie stimmt gerade mit D, tiberein.
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7.5 SO(3) vs. SU(2)

Die Kugelfunktionen beschreiben also alle Darstellungen von so(3), fiir die j ganzzahlig
ist. Das sind genau jene Darstellungen, die tatsédchlich zu Darstellungen der Lie Gruppe
SO(3) gehoren. Die iibrigen Darstellungen von so(3), d.h. jene fiir die j nicht ganzzahlig
ist, fithren nicht zu Darstellungen von SO(3), sondern zu Darstellungen ihrer universellen
Uberlagerungsgruppe SU(2). Diese Subtilitit ist fiir das Weitere nicht unwichtig; sie soll
deshalb ein wenig genauer erklart werden.

Die Gruppe der unitiaren (komplexen) 2 x 2 Matrizen mit Determinante +1 wird SU(2)
genannt; jedes Element von SU(2) kann man also schreiben als

g= < _‘Z* ab ) ., wobei |a*+[b*=1. (7.5.1)

Wie zuvor kann man daraus ihre Lie Algebra bestimmen (die wir mit su(2) bezeichnen
wollen — tatsédchlich stimmt su(2) wie wir gleich sehen werden mit der Lie Algebra von
s0(3) iiberein): sie besteht aus alle komplexen 2 x 2 Matrizen A, fiir die

AT+ A=0, sp(Ad)=0, (7.5.2)

d.h. aus allen anti-hermiteschen, spurlosen Matrizen. Ein beliebiges Element von su(2)
kann man mit Hilfe der Pauli-Matrizen entwickeln; diese sind die spurlosen hermiteschen
Matrizen, die explizit durch

e (O0) (V) we(D0) s

definiert sind. In der Tat kann nun jedes A € su(2) als

: , .3 :
— AG) = —~ az 4z )t a=_'5.q
A= Aa) = 2<a1—|—ia2 a )— 220]%_ 50 @ (7.5.4)
j:

geschrieben werden. Insbesondere hat also su(2) (reelle) Dimension 3, und eine natiirliche

Basis ist

A; = —i% . j=123. (7.5.5)

Die Matrizen (7.5.3) erfiillen
0;0; = (Sij + iéijka'k s (756)
wobei €193 = +1 und €;;;, total antisymmetrisch ist. In Vektorschreibweise gilt also

—, —,

(G-3) @G- 0)=(@-0)I+id - (@ND) . (7.5.7)

Damit ist

[A(@), A(b)] = A(@@AD) (7.5.8)



bzw.
[Ay, As] = Aj (und zyklisch). (7.5.9)

Die Lie Algebren su(2) und so(3) sind also isomorph, wobei der Isomorphismus durch
su(2) — s0(3) , A(&) — Q@) (7.5.10)

d.h. durch A; — Q; gegeben ist. Die irreduziblen Darstellungen der su(2) sind damit die
D; aus Kapitel 7.4.

Obgleich die Lie Algebren von SU(2) und SO(3) tibereinstimmen, sind die beiden
Gruppen verschieden. Um ihre Relation genauer zu verstehen definieren wir fiir jeden
Vektor ¥ € R? die Matrix

3 3 1_ 2
- ; x x —ix
r = led O-] - ( ,f(j‘l + ’i,f(j‘2 _xg ) 5 (7511)
]:
wobei o; die oben eingefiihrten Pauli-Matrizen sind. Diese Abbildung ist invertierbar, da

-1
) = 3 sp(Z o), (7.5.12)

wie man leicht nachrechnet. Falls ¥ ein reeller Vektor ist, dann ist = eine hermitesche
Matriz; umgekehrt fithrt jede hermitesche Matrix & vermoge (7.5.12) zu einem reellen
Vektor. Schliesslich rechnet man leicht nach, dass die Determinante von  gerade mit dem
Skalarprodukt von x iibereinstimmt,

det = -7 . (7.5.13)
Fiir jedes Element A von SU(2) betrachten wir nun die Abbildung
T3 =AT AT (7.5.14)

Als Abbildung von 7 — @ aufgefasst, ist dies eine lineare Abbildung, die reelle Vektoren
auf reelle Vektoren abbildet. [Falls # hermitesch ist, dann ist auch A7 AT hermitesch.]
Wegen (7.5.13) ldsst diese Transformation die Lénge von Z invariant, und definiert daher
eine Drehung.® Diese Konstruktion definiert daher einen Gruppenhomomorphismus

SU(2) — SO(3) . (7.5.15)

Es ist relativ offensichtlich, dass der Kern dieser Transformation gerade +1, € SU(2) ist.
Ferner ist der Homomorphismus surjektiv, und daher haben wir

SU(2)/{£1} ~ SO(3) . (7.5.16)

°Die Abbildung hat notwendigerweise Determinante +1, d.h. liegt in SO(3) und nicht nur in O(3), da
SU(2) zuammenhéngend ist und daher die Orientierung erhalten bleiben muss.
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Zu jedem Element in SO(3) gibt es also zwei Elemente in der Uberlagerungsgruppe SU(2),
die sich gerade um ein Vorzeichen unterscheiden. Jede Darstellung von SO(3) definiert
auch eine Darstellung von SU(2) (indem man namlich die Wirkung von +1 € SU(2)
trivial definiert), aber die Umkehrung ist nicht richtig: eine Darstellung von SU(2) ist nur
dann eine Darstellung von SO(3), falls £1 € SU(2) trivial wirkt.

Das einfachste Beispiel einer Darstellung von SU(2), die keine Darstellung von SO(3)
definiert ist die fundamentale Darstellung von SU(2) als komplexe 2 x 2 Matrizen. Diese
Darstellung ist offenbar zwei-dimensional, und stimmt in der Tat gerade mit D; iiberein.

Offensichtlich wirkt in diesem Fall die Matrix —1 nicht trivial, und daher deﬁr2liert diese
Darstellung nicht eine Darstellung auf der Quotientengruppe SO(3)=SU(2)/Z,.
Im Allgemeinen gilt in SO(3)

~1
R(E5,p) = exp | 0 = e Ms¥ (7.5.17)
0

o~ o
oo o
|
o

und daher ist insbesondere auf jedem Darstellungsvektor |7, m)
U(R(E, 20))\j, m) = 270 j, m) = e=2m)j ) = =27 m) | (7.5.18)

wobei wir benutzt haben, dass m = j —n mit n € Ny. Wir sehen also, dass die Rotation
um 27 (die in SO(3) die Identitétsabbildung sein sollte) nur in Darstellungen, fiir die
J ganzzahlig ist, trivial dargestellt ist: die Darstellungen, fiir die j ganzzahlig ist, sind
umgekehrt durch die Kugelfunktionen explizit realisiert. Diese sind also tatséchlich alle
Darstellungen von SO(3)!

Falls andererseits j halb-ganz ist, dann wird die Rotation um 27 (die ein nicht-triviales
Gruppenelement in der Uberlagerungsgruppe SU(2) definiert) nicht trivial dargestellt: die-
se Darstellungen der Lie Algebra su(2) = so(3) definieren nur Darstellungen von SU(2),
nicht aber von SO(3). Insbesondere kénnen wir sie daher nicht auf dem Raum der Kugel-
funktionen finden, da jener eine echte Darstellung von SO(3) tragt.

Man konnte daher also geneigt sein zu glauben, dass die Darstellungen mit j halb-ganz
fiir die Quantenmechanik irrelevant sind; wie wir jedoch jetzt erklaren wollen, ist das nicht
der Fall.

7.6 Projektive Darstellungen

Bis anhin haben wir nur unitére Darstellungen der Symmetriegruppe studiert; im Allge-
meinen ist aber nicht klar, ob eine physikalische Symmetrie tatsdchlich auf diese Weise
auf dem Hilbertraum realisiert sein muss. Eine moégliche Abschwéchung ist relativ direkt
einsichtig: wie wir zuvor in Kapitel 4 erklédrt haben, wird ein physikalische Zustand nicht
durch einen Vektor im Hilbertraum beschrieben, sondern lediglich durch einen Strahl,
d.h. durch eine Aquivalenzklasse von Vektoren, die sich durch eine Phase unterscheiden
konnen. Alle Relationen auf dem Hilbertraum miissen deshalb nur bis auf Phasen richtig
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sein. Im Allgemeinen benotigen wir also keine echte Darstellung einer Symmetriegruppe,
sondern es geniigt, wenn die Symmetriegruppe projektiv dargestellt ist, d.h. falls gilt

U(g1) U(g2) = c(91,92)U(9192) (7.6.1)

wobei ¢(g1, g2) eine Phase ist. Diese Phasen kénnen nicht beliebig gewihlt sein: da die Ope-
ratorprodukte immer noch assoziativ sein miissen, gilt notwendigerweise die sogenannte
Kozykelbedingung

C(glv 9293) 0(927 93) = 0(91927 93) C(glv 92) . (762>

Es gibt eine relativ offensichtliche Art, solche Phasen kiinstlich zu erzeugen: sei U(g)
eine echte Darstellung von g, dann definiere

Ulg) =Ul(g) c(g) (7.6.3)

wobei ¢(g) fir jedes g € G eine Phase ist. Man kann leicht nachrechnen, dass U (g) dann
eine projektive Darstellung definiert, wobei

c(g,h) = —"—+= (7.6.4)

Umgekehrt kann man versuchen, aus einer projektiven Darstellung durch diese Modifika-
tion wiederum eine echte Darstellung zu erhalten. Manchmal wird das aber nicht méglich
sein: man spricht dann von einer (echt) projektiven Darstellung der Gruppe.

Man kann zeigen, dass die projektiven Darstellungen einer Lie Gruppe G in eins zu eins
Korrespondenz zu den echten Darstellungen der universellen Uberlagerungsgruppe G von
G stehen. Die echten Darstellungen der Uberlagerungsgruppe sind wiederum in eins zu
eins Korrespondenz zu den Darstellungen der Lie Algebra von G. Die Darstellungen, die
also fiir die Quantenmechanik relevant sind, sind daher die Darstellungen der Lie Algebra
der Symmetriegruppe. Ob diese Darstellungen tatséchlich zu echten Darstellungen der
Symmetriegruppe (oder lediglich zu Darstellungen ihrer Uberlagerungsgruppe gehoren)
ist fiir die Quantenmechanik irrelevant.

In dem Fall der Rotationssymmetrie ist die universelle Uberlagerungsgruppe von SO(3)
SU(2). Die Darstellungen von SU(2) werden durch D; parametrisiert. Falls j ganzzahlig
ist, definiert diese Darstellung tatséchlich eine echte Darstellung von SO(3); andernfalls
ist die Darstellung lediglich eine projektive Darstellung von SO(3). Da fiir die Quanten-
mechanik lediglich die projektiven Darstellungen wichtig sind, bedeutet dies, dass alle
diese Darstellungen gleichermassen relevant sind. Insbesondere kénnen wir uns also nicht
einfach auf j ganzzahlig einschranken.

7.7 Der Spin des Elektrons

Die theoretische Moglichkeit, dass die Drehimpulsquantenzahl j eines System halbzahlig
ist, wird vom Elektron verwirklicht. Evidenz dafiir: ein Eigenraum eines rotationssymme-
trischen Hamiltonoperators (wie der der Elektronen eines Atoms) ist es ebenfalls und tréigt
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somit eine projektive Darstellung der SO(3), die i.A irreduzibel ist: D;. Die Vielfachheit
(Entartung) des Eigenwerts ist damit 27 + 1; sie wird durch eine nicht rotationsinvariante
Storung des Hamiltonoperators, wie z.B. infolge eines dusseren Magnetfelds B, aufgehoben

(Zeeman-Effekt):
}2 41

ohne Storung mit Storung

Aus der Beobachtung der Spektren findet man Félle mit 25+ 1 gerade, also j halbganz.
Um diese Entartung zu erkléren, fithrt man einen zusétzlichen Freiheitsgrad ein, den man

den Spin nennt. Der Hilbertraum eines einzelnen Elektrons ist dann nicht einfach nur
L*(R?), sondern (Pauli 1924)
H=L*R)®C>. (7.7.1)

Auf diesem Raum wirkt dann V' € SU(2) geméss
UV)=U(R(V)) @V, (7.7.2)

wobei hier Uy(R) die Darstellung von R € SO(3) auf L*(R?) ist (siehe (7.1.5)). Fiir den
Fall des Elektrons transformiert sich der interne Freiheitsgrad also in der Darstellung D 1.
In dieser (fundamentalen) Darstellung D 1 ist My = U (A;) gegeben durch

M; == (7.7.3)

M+:<8(1)), M_:((l)g) (7.7.4)

und die Basis (7.4.20) ist gerade die Standardbasis fiir C?,

33 (o) =l -p=(7)=l-@: @79

Spin nach oben, bzw. unten beziiglich der Quantisierungsrichtung es. Eigenbasen fiir M,
bzw. My sind

M |el>=i\/¥4(}), I—el>=£\/§<_11);
pim/4 e—in/d [
() ()

Damit ist
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7.8 Wigners Theorem

Wie wir in Kapitel 7.6 gesehen haben, muss die Darstellung einer Symmetriegruppe auf
dem Hilbertraum der Quantenmechanik nicht notwendigerweise eine echte Darstellung
sein; es geniigt, wenn die Darstellung projektiv ist. Bis anhin haben wir jedoch immer
implizit angenommen, dass die Darstellung unitér ist. Vom Gesichtspunkt der Quanten-
mechanik aus kommt es jedoch lediglich darauf an, dass die Wahrscheinlichkeiten

(0l) P —

(99} (¥[¥)
unter der Symmetrieoperation invariant sind. Offensichtlich gilt dies, falls die Symmetrie
durch unitdre Operatoren dargestellt ist, da dann jedes Skalarprodukt (¢[¢) invariant
ist. Im Allgemeinen geniigt es jedoch auch, wenn die Symmetrie durch anti-unitére
Operatoren U(g) dargestellt wird. Ein anti-unitdrer Operator hat die Eigenschaft, dass

({U(9)olU(g)y) = (9lv) = (]9) - (7.8.2)

In der Tat hat man damit alle Mdoglichkeiten erschopft; das ist der Inhalt des Wig-
ner’schen Theorems: Sei G eine Gruppe die auf den Zustédnden des Hilbertraums H so
wirkt, dass die Wahrscheinlichkeiten (7.8.1) erhalten bleiben. Dann kann man die Wir-
kung von g € G als ¢ — U(g)v schreiben, wobei jedes U(g) ein unitérer oder anti-unitérer
Operator ist, und

Ulgh) = c(g,h) U(g) U(h) (7.8.3)

gilt, wobei ¢(g, h) die Kozykelphasen sind.

Es gibt in der Tat physikalisch wichtige Beispiele von Symmetrien, die durch anti-
unitire (und nicht durch unitére) Operatoren dargestellt werden. Viele physikalische Sy-
steme sind zum Beispiel invariant unter Zeitumkehr. Wir definieren die Wirkung des
Zeitumkehroperators T auf den Wellenfunktionen durch

(TY)(t,x) = U(—t,x) . (7.8.4)

Die komplexe Konjugation der Wellenfunktion ist hier notig, damit weiterhin Losungen
der Schrédinger-Gleichung auf Losungen der Schrodinger-Gleichung abgebildet werden.
Da T diese Konjugation involviert, ist der Operator auf dem Raum der Wellenfunktionen
anti-unitdr und nicht unitdr. Ein anderes wichtiges Beispiel ist die Ladungskonjugation,
die auch durch einen anti-unitéren Operator auf dem Hilbertraum dargestellt wird.

Die meisten Symmetrien werden jedoch durch unitére Operatoren dargestellt; dies ist
zum Beispiel eine Folge des Weyl’schen Lemmas: der Operator U(g?) ist immer unitér
fir alle g € G. In der Tat folgt aus (7.8.3), dass

U(g®) = clg,9)U(g9) U(g) - (7.8.5)

Falls U(g) unitér ist, so ist natiirlich auch das Produkt U(g)U(g) unitér; falls U(g) anti-
unitér ist, gilt

(U(9)*0|U(9)*¢) = (U(9)g|U(9)¥)) = (d10)) . (7.8.6)
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d.h. U(g)? ist ebenfalls unitir. Da c(g, g) lediglich eine Phase ist folgt, dass auch U(g?)
unitar ist.

Zum Beispiel folgt aus diesem Resultat, dass jede Rotation durch einen unitidren Ope-
rator dargestellt werden muss, da sich jede Rotation als Quadrat der Rotation um den
halben Winkel schreiben lésst.
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8 Das Wasserstoffatom

Ein anderes wichtiges Problem, das exakt gelost werden kann, ist das Wasserstoffatom.
Das Wasserstoffatom ist ein 2-Korperproblem (Atomkern plus Elektron) mit rotations-
symmetrischem 2-Korperpotential. Es ist also einfach die quantenmechanische Version des
Keplerproblems.

8.1 Relativkoordinaten

Wir wiederholen zuerst das klassische Problem: Sei der Hamiltonian fiir zwei wechselwir-
kende massive Teilchen gegeben durch
vy

H="—"+4+—="+4 V(|5 —r= 8.1.1
wobei m; und my die beiden Massen sind, und die Wechselwirkung durch das Potential
V(|r1 — 75|) beschrieben ist. Wir definieren die Schwerpunkts- und Relativ-Koordinaten
X und ¥ . .
o, X o= Taltmely (8.1.2)

myq + Mo

Entsprechend definieren wir die konjugierten Impulse
P = p+p. (8.1.3)

Ausserdem definieren wir die reduzierte Masse u sowie die totale Masse M durch

mimes

=, M=m+m. 8.1.4
a mi + Mo ! 2 ( )
Dann gilt, dass
]32 ]5»2 , )
S - — N (g ond 2 =
o+ 20 2(my + mo) (P7* + 9o” + 21 - o)
1 2 -2 252 Lo
-2 . 8.1.5
+2(?711 + ma)mymy (m2 P i, maiz p1 p2) ( )
1 -9 my 9 my
Iy — 1 —) (1 —)} 8.1.6
=9 =9
Py Y%
- 8.1.7
le + 2m2 ’ ( )
d.h. die Hamiltonfunktion ist gerade
]32 ) . B
H=> e+t + V(i - 7). (8.1.8)
2 21
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In der Quantentheorie ersetzen wir jetzt die Impulse der einzelnen Teilchen durch die
entsprechenden Differentialoperatoren, also

Py —ihV,, ,  [h = —ihV,, | (8.1.9)

wobei ﬁrj die Ableitung nach den Komponenten von 7 ist. Weiterhin beobachten wir,
dass die Ableitungen nach der Relativ- und Schwerpunktskoordinate gerade mit

- or| = ory =
r = —V, +—V, 1.1
\v4 8fv1+8xv2 (8.1.10)
1 - - i
_ VYV, —mV,,)=-7 8.1.11
(ml + m2) (m2 1 my 2) hp ( )
und
- or| = 0ry =
X ax 1 aX 2 ( )
= V., +V,, = %ﬁ (8.1.13)
iibereinstimmen, wobei wir benutzt haben, dass
Fl=—2 71X, mH=-—" 71X, (8.1.14)
my + me my + Mo
Also ist der Hamiltonoperator der Quantenmechanik einfach
h? h?
H=—Ax——A, H 1.1
SN X o0 + V(|2 (8.1.15)

Da das Potential von X unabhéngig ist, konnen wir die Schwerpunktsbewegung absepa-
rieren, d.h. wir machen den Ansatz

U(7, X) = KX () (8.1.16)

und erhalten dann fiir die zeit-unabhéngige Schrodinger Gleichung

N o n2R2
H R (@) = 8% (22 4 Hea ) (@) (8.1.17)
2M
wobel
h2
Hyq = __Ax + V(|f|) : (8118)
2p

Also miissen wir nur das Relativproblem l6sen, also

A+ V()| 00 = Bl (8.1.19)

2K?2
oM -

wobei wir r = |Z| geschrieben haben. Die totale Energie ist dann E = FE.q +
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8.2 Coulomb-Potential

Im Folgenden sind wir insbesondere an dem Fall interessiert, wo

Vir) = —Z762 . (8.2.1)

Dieses Potential beschreibt die Wechselwirkung eines Elektrons der Ladung —e mit ei-
nem Atomkern der Ladung Ze; fiir den Fall des Wasserstoffatoms gilt Z = 1, aber fiir
das Weitere ist diese Spezialisierung nicht wichtig. Da der Hamiltonoperator rotations-
symmetrisch ist, vertauscht er mit den Generatoren von so(3), d.h. den infinitesimalen
Rotationen. Auf dem Raum der Wellenfunktionen wirken diese Generatoren als

M= —iZAV, . (8.2.2)

Um dies zu verstehen, erinnern wir uns daran, dass die infinitesimalen Rotationen von der
Form # — &+ & A & sind (wobei & nun infinitesimal ist). Auf dem Raum der Funktionen
wirken diese also wie (siehe (7.1.5))

f@) = f[(Z=dAT) = f(T) = (GAT) - Vo f(T) = f(Z) =G (TAVLf) . (823)

Der Rotationsgenerator M = iU ist daher also wie (8.2.2) definiert. Bis auf einen Faktor
stimmt also M mit dem Drehimpulsoperator L

L=ZANp=—ihZAVz=hM (8.2.4)

iiberein.

Wie wir in Kapitel 7.4 gesehen haben, spielt in der Analyse der Darstellungen der
Rotationsgruppe der Casimir-Operator M? eine wichtige Rolle. Auf dem Raum der Wel-
lenfunktionen wirkt dieser Operator nun wie

—

M?* = M7} + M3;+ M; = —€;5€i1mT;Ok710m ( )

= —(0j10km — 0jmOk1) (x;210x Oy + Ogy 200 (8.2.6)
= —BA — 2;0; + £y,110,0,, + 310, ( )
= —PA+ 2,020, + 2,;0; . (8.2.8)

In Polarkoordinaten ist

und daher folgt
. a\* 9 o
2 =22 g Y _ 2 o
M= = A+ (rar) +T(97’ A+rar2r , (8.2.10)
bzw. L .
A= M? (8.2.11)

= -7 — —
r Or? r2
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Andererseits sind die Eigenwerte von M? gerade durch [(I+1) gegeben (siche Kapitel 7.4),
wobei fiir die Darstellungen auf dem Funktionenraum L?*(R®) nur [ = 0,1,... auftreten
konnen. (Diese Funktionen definieren ja immer eine echte Darstellung der Rotationsgruppe
SO(3).) In der Tat sind die Funktionen mit Eigenwert [(I+ 1) gerade die Kugelfunktionen
Yim(0,¢) mit m = —1,—l+1,...,1—1,{. Wenn wir also den Ansatz

O(T) = Yim (0, 0) ¢b(r) (8.2.12)

machen, dann wird die Schrodinger-Gleichung des Relativproblems (m = p)

(~amb+V()) (@) = Bu(@) (5.213)

einfach
r? (1 0 1 i B A
g (3o ) = -+ D000 ) + V() = Bor). (8:214)

Wir haben damit unser urspriingliches Problem auf eine gewthnliche Differentialgleichung
einer Variablen zuriickgefiihrt. Dieses ‘radiale’ Eigenwertproblem vereinfacht sich, wenn
wir

W(r) === (8.2.15)
definieren: PRI
<_W o Y (r))u=cu, (8.2.16)
wobei wir o -
V(r)= ?V(r) : €= ?E (8.2.17)

gesetzt haben. Wir diskutieren nun das Verhalten der Losung bei » — 0 und r — oo.

8.2.1 Das Verhalten bei r =0
Fiir r — 0 fiihrt (8.2.16) auf

I(1+1)
" U= 0 (8.2.18)
mit der allgemeinen Losung
u(r) = ar™ +or7t (8.2.19)

wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit [ > 0 setzen konnen. Falls [ > 1, ist diese
Losung bei r = 0 nur dann quadratintegrabel, falls b = 0. (Die zugehorige Wellenfunktion
geht ja wie ¥(r) ~ br='=1, also geht 72[¢(r)|? ~ [b|*r~2.)

Fiir [ = 0 ist das Argument ein wenig subtiler: in diesem Fall ist die zugehorige Losung
Y(r) ~ r='=1 = r=! nicht zulissig, da dann Ay(r) = —47(r), was nicht die Schrédunger-
Gleichung 16st. Also miissen wir in jedem Fall b = 0 setzen und die asymptotische Losung
geht fiir kleine r wie

u(r) ~ r'tt. (8.2.20)
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8.2.2 Das Verhalten bei r — >

Bei r — oo reduziert sich (8.2.16) auf
—u" =ceu . (8.2.21)

Im Folgenden wollen wir die gebundenen Losungen studieren (die wirklich quadratin-
tegrabel sind); im Fall des Wasserstoffatoms gibt es auch noch Streulésungen, die ein
kontinuierliches Energiespektrum haben. Die gebundenen Lésungen tauchen wiederum
fiir F ~ ¢ < 0 auf. Wir definieren x > 0 durch die Bedingung

9 _2mE

Ko=—e=——0 (8.2.22)
Die allgemeine Losung von (8.2.21) ist nun
u(r) =a " 4 be"™" . (8.2.23)

Damit die Losung quadratintegrabel ist, miissen wir nun b = 0 verlangen. Wie wir in
Kiirze sehen werden, fithrt das auf die Quantisierung der erlaubten Energien.

Die bisherige Analyse war in der Tat unabhéngig von der speziellen Form des Potentials
V(r). Wir behandeln nun den Fall (8.2.1) des Coulombpotentials

y 2mZe?
V(r)=—— = . 8.2.24
=-1, 4="2 (3:2.24)
Die obige Diskussion motiviert den Ansatz
u(r)=e ™" Y " ot (8.2.25)
k=1+1
Dann gilt
u(r) = e Z ck(—mrk+krk_1) (8.2.26)
k=l+1
u'(r) = e Z cp (KPr — 26k 7" + k(K — 1)rh?) | (8.2.27)
k=l+1

und Einsetzen in die Differentialgleichung (8.2.16) fiihrt zu

e " Z Ck [—Iiz’f’k 4+ 26krF Tt — k(k — 1) — Rt o (1 + 1)7"'{_2} =ee " Z cprt
k=Il+1 k=l+1
(8.2.28)
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Da ¢ = —k? ist der erste Term auf der linken Seite gerade gleich der rechten Seite. Wir
fassen die verschiedenen Potenzen zusammen und erhalten dann

[e.9] [e.9]

> a@rk =) =Y ep(k(k—1) =11+ 1)) 2 (8.2.29)

k=l+1 k=l+1
Der Term k = [ + 1 auf der rechten Seite verschwindet; wir definieren &’ = k — 1 und

erhalten damit

[e.e] o0

> ek =) = 3" e (K + D =101+ 1)) 7 (8.2.30)

k=l+1 k=141
Koeffizientenvergleich fithrt nun auf die Rekursionsformel

v — 2Kk

= = 1 2....). 2.31

Falls die Rekursion nicht abbricht (d.h. alle ¢; # 0), so ist fir &k — oo

2 2k )k
Chp1 ~ ckk—fl , also ¢, ~ C( ;) , (8.2.32)
was auf
u(r) = e . Ce* = Ce™ (8.2.33)

fiihrt. Die zugehérige Losung u(r) ~ e "€ " ist dann nicht quadratintegrabel. [Die Si-

tuation ist also genauso wie in der ‘konventionellen Losung’ des harmonischen Oszillators
— siehe Kapitel 6.1.1.] Falls (8.2.31) hingegen abbricht, d.h. falls fiir ein n

en#0, =0, (8.2.34)

so ist die Losung eine Eigenfunktion. [Die resultierenden Polynome sind die sogenannten
zugeordneten Laguerre Polynome.] Die Bedingung dafiir ist

v
n=—, =1+1,1+2,..)), 2.
o =5 (n=1+1,142,...) (8.2.35)
d.h. ) (Zee 1
h mlze
E,=—§t=-"2""7." 2.
5 K o2 3 (8.2.36)

(Schrodinger 1926). Dies ist die von Bohr im Rahmen der “alten Quantentheorie” herge-
leitete Formel fiir die Energieniveaus — siehe Kapitel 1.3.

Da es fiir jedes [ 21+ 1 verschiedene Eigenfunktionen Y}, gibt (die durch m = —1[,... 1
parametrisiert werden), tritt jedes dieser Energieniveaux mit der Multiplizitét

—_

— —1
D, = (21+1):2M+n:n2

5 (8.2.37)

N
Il
=)
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auf. Die Quantenzahlen n, [, m heissen Haupt-Quantenzahl n, Neben- oder Bahndreh-
impuls-Quantenzahl [/, und magnetische Quantenzahl m. Die zusétzliche Entartung in [
ist eine Konsequenz der dynamischen Symmetrie im Coulombpotential. Wird der Spin
beriicksichtigt, (siehe spéter) verdoppelt sich die Entartung, D,, = 2n?.

Fundamental ist die Existenz eines energetisch tiefsten Zustands (I = 0, n = 1): die
Energie des H-Atom ist nach unten beschrénkt und es ist damit stabil! Dies im Gegensatz
zum klassischen H-Atom, wo das (beschleunigte) Elektron beliebig viel Energie durch Aus-
strahlung abgeben wiirde (vgl. Elektrodynamik). Die Wellenfunktion des Grundzustandes
ist nach (8.2.25)

oy Yy me

- = - 8.2.38
u(r) =e ™", KL= o ( )
also (bis auf Normierung), da Y{ eine Konstante ist,
— 12/ — ?
r) = e 1*1/@ = . 8.2.39
w(I) € ) a o2 ( )

Der Bohr-Radius a ist der Radius des Atoms in der Bohr’schen Theorie. Durch (8.2.36)
sind alle Eigenwerte von H gefunden (ohne Beweis). Damit ist aber (im Unterschied zum
harmonischen Oszillator) noch nicht das gesamte Spektrum o(H ) ausgeschopft, welches
(wie beim freien Teilchen) auch einen kontinuierlichen Anteil [0, c0) besitzt:

L4 00

0

Die Ubergiinge zwischen den Niveaus involvieren Al = 1 (siehe spiter) und gehoren
zu einer der Sequenzen in der Tabelle 1; siehe auch Abbildung 12 fiir eine graphische
Darstellung der involvierten Zustédnde.

Endniveau n | Name Energiebereich

n=1 Lyman | UV
n=2 Balmer | sichtbar
n=23 Paschen | IR
n=4 Bracket | IR
n=>5 Pfund IR

Tabelle 1: Uberginge zwischen Niveaus

8.3 Dynamische Symmetrie

Der dynamischen Symmetrie (die fiir die Unabhéngigkeit der Energie von der Drehim-
pulsquantenzahl [ verantwortlich ist) liegt eine besondere Form des Kraftgesetzes (des

88



=

|

o
—h

= =
S

o |

|

I
\ Yy
vy Bracket
Paschen

N wWwho

1 Y
Lyman

Abbildung 12: Ubergénge im H-Atom: Lyman-, Balmer-, Paschen-, Bracket- und Pfund-
Serien.

Potentials) zugrunde, hier V(r) oc 1/r. Ein Potential 1/r'™ ¢ # 0 hat zwar die geome-
trische Rotationssymmetrie, nicht aber eine zusétzliche dynamische Symmetrie. Im Fall
des H-Atoms hat die dynamische Symmetrie ein klassisches Analogon, den (erhaltenen)
Runge-Lenzvektor. Dies muss jedoch nicht immer der Fall sein: eine quantenmechanisch
dynamische Symmetrie muss nicht unbedingt ein klassisches Analogon haben.
Zur Erinnerung betrachten wir das Keplerproblem
2
=L _Z (8.3.1)
2u r

wobei p die reduzierte Masse bezeichnet und & fiir das verallgemeinerte Wasserstoffatom
zu k = Ze* gewihlt wird. Klassische Bahnen sind geschlossene Ellipsen (vgl. Abb. 13)
mit Halbachsen a und b und Exzentrizitit e = (1 — b?/a?)/2. Erhaltungsgrossen sind die
Energie £ = —k/2a und der Drehimpuls E; die Richtung L legt die Bahnebene fest, der
Betrag L bestimmt die Exzentrizitit via L? = pra(l — €?). Die Bahn ist somit durch
die Erhaltungsgrossen E und L festgelegt. Zusétzlich zu H und L ist auch der Runge-
Lenzvektor .J erhalten,

— 1 — g —
J = —gaL-2z. T L=o0,
" r
B 2H
J? = L+ kK. (8.3.2)
"

Der Umstand, dass J konstant ist, impliziert, dass das Perihel sich nicht bewegt; dies ist
eine Besonderheit des 1/r-Potentials.

Fiir V oc 1/r1¢ resultiert eine Periheldrehung; ein berithmtes Beispiel sind die Kor-
rekturen zum Kepler Problem infolge der Allgemeinen Relativitdatstheorie (ART); die
Periheldrehung des Merkurs war eine der ersten experimentellen Bestétigungen der ART.
In der Quantenmechanik definieren wir den Pauli-Lenz Vektor

1 x

J = ﬂ(ﬁ/\/f—Jpr*)—m;. (8.3.3)
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Aphel

Abbildung 13: Der Runge-Lenz-
Vektor J zeigt vom Brennpunkt zum
Perihel und ist eine erhaltene Grosse
. im Keplerproblem. Storungen des
1/ T—Potentials verursachen eine Dre-
Perihel hung von J.

Diese Definition ist so gewéhlt, dass J weiterhin mit dem Hamiltonoperator vertauscht.
Um dies zu beweisen, beobachtet man zunéchst, dass zum Kommutator nur die Terme
beitragen

- K T K - - oy 1

ToH) = =53] - 2 (FAL-LAB), 5 (8.3.4)
20 r 21 r

da der Drehimpulsoperator L mit den rotationsinvarianten Grossen 7 2 und r vertauscht.
Fiir die i'te Komponente von J vereinfacht sich die rechte Seite zu

K T; xT; K 1 1
= oo ]+ ) (e ). 62
wobei wir wiederum benutzt haben, dass die Komponenten von L; mit r vertauschen.
Unter Benutzung von p; = —ihd; finden wir nun, dass
1 . [L’j
[pja ;] = Zﬁﬁ (8.3.6)
€Z; . Xyl 1

was nach Einsetzen zu

1hK T;T5 1 xx; 1 1hK T Ty
[«]Z,H] = ﬂ(pjr—?’j —pi; + 7]])]' - ;pl) - ﬂewk(r_g’[]k - L]ﬁ) (838)

fiihrt. Da L = & A p lésst sich der zweite Term umschreiben als — hier verwenden wir
die Vektoridentitét @ A (b A €) = b(a - ¢) — &(a@ - b), respektieren aber die Reihenfolge der
Operatoren

xj TR\ [T 1 ;T 1
€ijk (ﬁLk — Ljﬁ) = ( 3 Pi— [P +pj7 —pz‘;) . (8.3.9)

Einsetzen in (8.3.8) fithrt dann in der Tat zu
[J, H] =0 . (8.3.10)

Als Folge dieser Identitéit transformieren sich daher die Eigenzusténde des Hamiltonope-
rators zu vorgegebenem Eigenwert (d.h. die Losungen der zeit-unabhéngigen Schrodinger-
Gleichung zu festem E) ineinander unter der Wirkung von J.
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Weiterhin gilt immer noch J- L= 0, wobei L der iibliche Drehimpulsvektor

L=7A (8.3.11)

Sy

ist (der natiirlich auch mit dem Hamiltonoperator vertauscht). Ausserdem findet man

J? = g(ﬁ + %) + K2, (8.3.12)
1
was sich von dem klassichen Resultat um den Zusatzterm o< h? unterscheidet.
Die Operatoren, die mit dem Hamiltonoperator vertauschen, beinhalten also die drei
Generatoren der Drehgruppe M;, die die Lie Algebra su(2) generieren und die Vertau-
schungsrelationen

erfiillen. (Bis auf Normierung sind das gerade die drei Komponenten des Drehimpulses.)
Ausserdem haben wir die drei Komponenten des Pauli-Lenz Vektors J. Da Letzterer ein
Vektor ist, erwartet man, dass er sich in der Vektordarstellung von su(2) transformiert,
also dass

gilt; man priift leicht nach, dass das auch in der Quantenmechanik richtig ist. Schliesslich
berechnet man den Kommutator der Komponenten von .J und findet

2H

Wir betrachten zunéchst den Fall, wo der Eigenwert £ von H negativ ist. Dann reskalieren
wir J; als

o1
L
—2H n
(da E negativ ist, ist der Vorfaktor reell, und Kj; ist immer noch ein selbst-adjungierter
Operator), und erhalten dann die kombinierten Vertauschungsregeln

K; = (8.3.16)

K, K| = igyMy
M;, Kj| = g Ky,

Schliesslich definieren wir

U R, I R
§=5 (M + K) wd D= (M - K) . (8.3.18)
Die beiden Sétze von Operatoren S; und D; vertauschen
[Si, D] =0 (8.3.19)
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und beide bilden gerade jeweils die Lie Algebra von su(2):
[SZ', S]] = 'éEiijk s [DZ, D]] = iEijka . (8320)

Die Lie Algebra dieser Operatoren ist also gerade su(2) @ su(2), was tatséchlich zu der Lie
Algebra von so(4) isomorph ist (Ubungsaufgabe). Falls wir die positiven Eigenwerte von
H betrachten, dann ist die resultierende Lie Algebra nicht so(4), sondern die Lie Algebra
der Lorentzgruppe so(1, 3).

Fiir den Fall, dass E negativ ist, folgt nun aus (8.3.12) und (8.3.16) dass

—  20°H - 20 H -
J? = (M? +1) + K= -""K*, (8.3.21)
% 0
was nach Auflosen nach H zu
H = — pr”
2hm2(K2 4+ M2 + 1)
o pr?
212((S — D)2+ (S + D)2 + 1)
i

— e (8.3.22)
22 (252 Lo+ 1)

fithrt. Die moglichen Eigenwerte von 52 und D? folgen wiederum aus der Darstellungs-
theorie von su(2):

S?=s(s+1), D*=d(d+1), (8.3.23)

wobei s und d halb-ganze Zahlen sind. [Weder S noch D haben eine direkte Interpretation
als Rotationen im Raum; von daher ist nicht notwendigerweise klar, dass nur ganz-zahlige
Spins erlaubt sind.] Weiterhin wissen wir, dass K - M = 0, und daher, dass

(S—D) - (S+D)=5-D*>=0. (8.3.24)
Dies impliziert daher also, dass s = d. Die mdéglichen Energieeigenwerte sind also
E = - k"
2r2(4s(s + 1)+ 1)
_ pur?
C 2n2(2s5 + 1)2
2
pik :
Die moglichen Werte von n sind also n = 1,2, 3, . ... Die Dimension der Eigenrdume ist
dimg, = (25 +1)(2d + 1) = (25 + 1)? = n? (8.3.26)

in Ubereinstimmung mit dem, was wir zuvor gesehen hatten. Wir haben also das gesamte
Spektrum (zusammen mit seinen Multiplizitdten) aus Symmetrieiiberlegungen bestimmen
kénnen!
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9 Drehimpulsaddition

In vielen Féllen ist ein Quantensystem aus mehreren Teilsystemen zusammengesetzt. Wir
wollen verstehen, wie sich der Zustandsraum eines sochen Quantensystems durch jene sei-
ner Teilsysteme beschreiben lédsst. Das relevante Konzept ist jenes eines Tensorproduktes.

9.1 Tensorprodukte

Der Hilbertraum eines Systems, das aus zwei Teilsystemen zusammengesetzt ist, ist das
Tensorprodukt der Hilbertraume der Teilsysteme

H=HYoH? . (9.1.1)

Ein einfaches Beispiel davon haben wir gerade gesehen: der Hilbertraum des 2-Kérper-
problems war L?(R%) = L*(R?) ® L*(R?). Anders ausgedriickt: der Hilbertraum der 2-
Teilchen-Wellenfunktionen (', ¥2) wird aufgespannt durch die (Tensor-)Produkte

@b(l)(fl) w(2)(f2) = (?/f(l) ® ¢(2)) (@1, 75) , (9.1.2)

d.h. jede Funktion W(x1, xs) lisst sich als Summe von Produktfunktionen schreiben (bzw.
so approximieren). Eine einfache Art, sich das Tensorprodukt vorzustellen, ist mit Hilfe
einer Basis. Lass uns annehmen, dass die beiden Hilbertraume H® und H® jeweils eine
abzdhlbare Basis besitzen, die wir mit egl) und 62(2) bezeichnen (wobei i = 1,2,...). Dann
ist eine (abzdhlbare) Basis fiir das Tensorprodukt durch

Mo, i=12..., j=12.. (9.1.3)
gegeben. Insbesondere ist also im endlich-dimensionalen Fall die Dimension des Tensor-
produktes gerade das Produkt der Dimensionen der beiden Vektorrdume.

Im Kontext der Quantenmechanik interessieren wir uns fiir Hilbertrdume. Das Skalar-
produkt fiir das Tensorprodukt wird erklart durch
<’Ul &® wl‘Ug X w2> = <U1|U2> . <w1|w2) . (914)

Dieses Produkt wird dann linear bzw. anti-linear auf beliebige endliche Summen solcher
Ausdriicke fortgesetzt. Man zeigt leicht, dass das resultierende Skalarprodukt positiv-
definit ist, falls die Skalarprodukte der beiden urspriinglichen Vektorrdume diese Eigen-
schaft besitzen.

Falls die egl) und ez@ eine Orthonormalbasis (ONB) fiir #") und H® definieren, dann
definiert (9.1.3) gerade auch eine ONB fiir das Tensorprodukt.

9.2 Addition von Drehimpulsen

Wir betrachten nun den Fall, dass beide separaten Hilbertrdume eine (projektive) Dar-
stellung der Drehgruppe tragen. Zum Beispiel ist das fiir das 2-Koérperproblem der Fall,
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da der Hilbertraum H = L?(R3) eine (reduzible) Darstellung der Drehgruppe triagt —
diese ist durch (7.1.5) definiert. In vielen Situationen ist jedoch der Hamiltonoperator des
Gesamtsystems nicht unter diesen separaten Rotationen invariant (d.h. der Hamiltonope-
rator vertauscht nicht mit den separaten infinitesimalen Rotationsgeneratoren), sondern
lediglich unter den gemeinsamen Rotationen. In diesem Fall vertauscht der Hamilton-
operator also nur mit den infinitesimalen Generatoren der gemeinsamen Rotationen. Wir
wollen nun verstehen, wie diese explizit definiert sind.

Wir betrachten die Situation, wo die beiden Hilbertriume H® und H® Darstellungen
U@ der Rotationsgruppe SO(3) (bzw. ihrer universellen Uberlagerungsgruppe SU(2))
tragen. Fiir jedes g € SU(2) haben wir also lineare Operatoren

UD(g): HO — HO (9.2.1)
die die Gruppenrelationen erfiillen
U9 (g) U (h) = UV (gh) , (9.2.2)

wobei i = 1,2. Auf dem Tensorprodukt H® @ H® haben wir deshalb eine Darstellung
der Produktgruppe SU(2)x SU(2) durch

(9,h) = UV (g) @ U (h) , (9.2.3)
wobei die rechte Seite auf ein Element 1 ® 1), als

(UM (g) @ UD(R)) (11 @ 12) = (UD (g)11) @ (UP (h)ifn)) (9.2.4)

wirkt. [Die Fortsetzung auf ein beliebiges Element des Tensorproduktraumes erfolgt un-
ter Beniitzung der Linearitdt. Man rechnet leicht nach, dass dadurch tatséchlich eine
Darstellung der Produktgruppe definiert wird.]

Wir interessieren uns fiir die gemeinsamen Rotationen, also fiir die Darstellung der
Gruppe SU(2) auf dem Tensorprodukt durch

g UD(g)@UP(g) . (9.2.5)
Die zugehorigen infinitesimalen Generatoren werden wie zuvor definiert: wir betrachten
eine Kurve ¢(t) mit g(0) =id, und nehmen die Ableitung nach ¢t am Punkt ¢ = 0, wobei

d

Q= —g(!) (9.2.6)

=0
der entsprechende Lie-Algebra Generator ist. Auf dem Tensorprodukt gilt dann

U0 eUP) (@) = & U000 UP )

S CLR)

© U <g<t>>»t:0)

. (U“)(g(t))\t:o ® FUP(a(0) )

= UYQ)e1+10U%(Q). (9.2.7)

t=0
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Die Lie-Algebra wirkt also dadurch auf dem Tensorprodukt, dass man die separaten Wir-
kungen auf den einzelnen Faktoren addiert. [Manchmal fasst man das als ‘Komultiplika-
tion” auf der Lie-Algebra g auf

AQ)=0R1+10Q, (9.2.8)

wobei hier A eine Abbildung A : g — ¢ ® ¢ ist. Dieser Gesichtspunkt ist insbesondere
bei der Beschreibung von sogenannten ‘Quantengruppen’ niitzlich.] Als Konsistenzcheck
priift man leicht nach, dass diese Wirkung dann die Kommutatorrelationen erhélt:

[(U(l) ® U(2)) Q1) (U(l) ® U(2)) (Q2)]
=[UYQ)®@1+10UP(Q), UV () @1+1 U (Q)
= [UD(0), TN Q)] @1+ 1 [UD(Q), UD(Q)]
=UW @ U ([0, Q)) . (9.2.9)

Wie wir gesehen haben kénnen wir alle unitdren Darstellungen von SU(2) als direkte
Summe der irreduziblen unitdren Darstellungen beschreiben; diese sind die Darstellun-
gen D; mit j = 0, %, 1,... der Dimension (2j + 1). Falls wir zwei solche Darstellungen
zusammentensorieren, erhalten wir nach dem, was wir gerade erklart haben, wiederum
eine Darstellung der Lie-Algebra su(2). Im Allgemeinen ist jedoch diese Darstellung nicht
irreduzibel. Es ist daher von einigem Interesse zu verstehen, wie sich diese Darstellung
wiederum in irreduzible Darstellungen zerlegen liasst. Dieses Problem kann in volliger All-
gemeinheit gelost werden (Clebsch-Gordan Reihe). Bevor wir aber den allgemeinen Fall

behandeln wollen, ist es instruktiv, einen Spezialfall zu studieren.

9.3 Addition zweier j = % Darstellungen

Der einfachste nicht-triviale Fall tritt auf, falls beide Darstellungen gerade die 2-dimen-
sionale j = % Darstellung ist. Wir wéhlen die iibliche Basis fiir D 1 mit

My 1) = L) Myl = -1
My 1) = 0 ML) = ) (9.3.1)
M) = |8 MY = 0!

[Zur Erinnerung: der Koeffizient in der My Relation ist \/j(j + 1) —m(m £ 1) — siche
(7.4.20).] Das Tensorprodukt ist also 4-dimensional, und eine Basis besteht aus

RN DI RO RO DR A AR (9.3.2)

Wir analysieren nun die Wirkung der Lie-Algebra Generatoren auf diesen Vektoren. Aus
der Definition (9.2.7) folgt sofort, dass alle vier Vektoren Eigenvektoren von Mj sind,
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wobel

M|, 1) = [, 1)
Ms|1,l) = 0
Myld,1) = 0 (9.3.3)
Ms[4 ) = =44 -
Weiterhin ist offensichtlich, dass
M1, 1) =0. (9.3.4)

Der Vektor |1,7) ist also der Hochstgewichtszustand einer Darstellung Dy: diese besteht
aus den Vektoren

L1 = 11,

1
[1,0) = ﬁM—W,T) (9.3.5)
L-1) = S MM[11)

[Zur Erinnerung: M_|j,m) = +/j(j +1) —m(m — 1)[j,m — 1) ist. Dies bestimmt die
obigen Normierungsfaktoren.| Explizit gilt daher also

1

|1>0> = \/i

(8 + 1), (9.3.6)

sowie

L1 = (L D+ L) =154 (9.3.7)

Schliesslich gilt dann auch automatisch, dass M_[1,—1) = 0.

In dem 4-dimensionalen Tensorproduktraum haben wir also bisher die 3-dimensionale
Darstellung Dy (9.3.5) wiedergefunden. Offensichtlich spannen diese 3 Vektoren aber noch
nicht das ganze Tensorprodukt auf, da in D; nur eine bestimmte Linearkombination der
beiden Vektoren mit Ms = 0 auftritt. Der zu |1, 0) orthogonale Vektor muss daher in einer
anderen Darstellung liegen. [Wie wir in Kapitel 7.3 gesechen haben ist das orthogonale
Komplement einer Unterdarstellung im unitéren Fall auch eine Unterdarstellung. Mit der
Definition des Skalarproduktes auf dem Tensorprodukt kann man leicht einsehen, dass
das Tensorprodukt zweier Darstellungen unitér ist, falls die beiden Darstellungen es sind.
Das ist der Fall, der hier fiir uns relevant ist.|
Man rechnet leicht nach, dass der zu D; (bzw. zu |1,0)) orthogonale Vektor gerade

L
V2

ist. Der Vektor M, |0,0) hat dann Mj-Eigenwert 1, aber da er orthogonal zu D; liegt,
kann er nicht mit dem Vektor |1, 1) iibereinstimmen. Da es in dem Tensorprodukt keinen

0,0) = —= (I, 1) = [4, 1)) (9.3.8)
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anderen Vektor mit M3z-Eigenwert +1 gibt, muss also M, |0,0) verschwinden. Natiirlich
kann man das auch direkt nachpriifen
1
M,]0,0) = — (M, |1,])— M|,
H0.0) = = (ML) = M)
1
= _ 5 —_— 5 f— 0 . 939
5 (1= 1n ) (9:3.9)

Der Vektor |0,0) ist also der Hochstgewichtszustand der Darstellung Dy, der trivialen
Darstellung. In der Tat findet man natiirlich auch, dass M_|0,0) = 0.
Wir haben also jetzt das Tensorprodukt der beiden j = % Darstellungen vollstandig

zerlegt

wobei D; durch die Vektoren |1,m) mit m = +1,0 aufgespannt wird, und Dy aus dem
Vektor |0, 0) besteht.

Man kann sich das auch geometrisch vorstellen: die beiden Spins der beiden Darstel-
lungen sind entweder parallel (S = 1) oder antiparallel (S = 0).

s=1 z

|

0,0

Abbildung 14: Singlett und Triplett Eigenzustidnde des Gesamtspins zweier Spin-1/2 Teil-
chen: links, Spin-Singlett zum Gesamtspin S = 0, |0,0) = [| 1,4) — | |, 1)]/V/2, rechts,
Spin-Triplett Zustinde zum Gesamtspin S = 1, [1,1) = | 1,1), [1,0) = [| 1, L)+ | 4, D]/V2
und [1,—1) = [ |, ]).

9.4 Die Clebsch-Gordan Reihe im allgemeinen Fall

Es sollte nun relativ klar sein, wie man die obigen Argumente auf den Fall zweier beliebiger
Darstellungen D;, ® Dj, verallgemeinern kann. Das Resultat ist einfach

Djl ® DjQ — Dj1+j2 @ Dj1+j2—1 @ P @ D|j1—j2| . (941)
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Diese Zerlegung nennt man die Clebsch-Gordan Reihe.

Der Beweis dieser Behauptung ist tatséchlich nicht schwierig: wie zuvor wéahlen wir
eine Eigenbasis von Ms; fiir die beiden Darstellungen D; und D,,. Die Vektoren der
Produktbasis sind dann automatisch Eigenvektoren von Mj,

M ([j1,m1) @ [j2, ma)) = (ma + ma) (|51, m1) ® [f2, ma)) (9.4.2)

Wenn man die verschiedenen Vektoren nach ihrer Eigenwerte auftrédgt erhélt man das
Diagramm:

Daraus erkennt man, dass die Vielfachheiten des Eigenwertes m = my + ms gerade

fiir m = j1 + j» o1
fir m=j1+j—-1 = 2
fir m = |j1 — Jo  2min(j, j2) + 1

fir m=1j;i —jo| =1 : 2min(ji,J2) +1

ist , wobei wir angenommen haben, dass m > 0. (Das Resultat ist symmetrisch unter
m— —m.)

Wir schliessen daraus, dass keine irreduzible Darstellung D; mit j > j;+72 in Dj, ® D,
auftritt. Die Darstellung D, 4;, kommt genau einmal vor und enthélt je einen Eigenvektor
mit Eigenwert mit m = —j,..., 7. Der verbleibende Eigenvektor mit m = j; + 75 — 1
generiert eine Darstellung Dj, 4 j,—1, und so weiter bis Dy, _j,|.

Als Konsistenzcheck kann man auch die Dimensionen iiberpriifen: das Tensorprodukt
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hat Dimension (2j; + 1)(2j, + 1), wohingegen die rechte Seite von (9.4.1) Dimension

Jit+j2 Jitje J1—jo—1
i+ = D @i+)— D (241
J=li1—jz| J=0 j=0
. . i+ J2)(J1 + 2+ 1
— it 14oW J2)(J21 j2+1)
o V(i —
_(]1_]2)_2(]1 J2 )(J1 — Jo)

2
242+ 1)+ (1 +42)G1 +d2+1) = (1 — j2 — 1)(J1 — J2)
= (j1+72)* = (ji — jo)* + 241 + 2ja + 1
= 4o +201 +2jo+1= (271 +1)(2j2+ 1), (9.4.3)

wobei wir OBdA angenommen haben, dass j; > jo.

9.5 Clebsch-Gordan Koeffizienten

Wie wir oben gesehen haben kénnen wir das Tensorprodukt der beiden irreduziblen SU(2)
Darstellungen D;, ® D;, vollstandig nach irreduziblen SU(2) Darstellungen zerlegen. Oft
interessiert uns aber nicht nur, welche Darstellungen in dem Tensorprodukt vorkommen,
sondern wir wollen auch wissen, wie die verschiedenen Vektoren |j,m) der Darstellun-
gen D; durch die Vektoren des Tensorproduktes ausgedriickt werden konnen, d.h. wir
interessieren uns fiir die Verallgemeinerung der Formeln (9.3.5), (9.3.6) und (9.3.7). Wir
bezeichnen die Vektoren des Tensorproduktes durch

|jlaj2amlam2> = |jlaml> ® |j27m2> € Djl ® Djz (951)

und die Vektoren der Darstellung D;, die in der Clebsch-Gordan Reihe auftauchen, durch
|71, j2, j, m). Offenbar konnen wir diese Basisvektoren durch die Tensorproduktbasis aus-
driicken

|j1>j2aja m> = Z <j17j2>m17m2|j17j2aja m2|j1,j2,m1,m2> . (952)
mlﬁ%gim C-G K(;refﬁzient

Die dabei auftretenden Koeffizienten werden die Clebsch-Gordan Koeffizienten ge-
nannt. Wegen der Eigenwerte beziiglich M3 folgt sofort, dass nur die Terme mit m = m4 +
my auftreten. Die Notation suggeriert, dass die Clebsch-Gordan Koeffizienten tatséchlich
Skalarprodukte der Vektoren sind; das ist natiirlich richtig, da beide Basen (die Tensor-
produktbasis sowie die Basis, die durch |ji, ja, j, m) beschrieben sind) Orthonormalbasen
(1) sind, fiir die gilt

1= [t (¥l - (9.5.3)

Clebsch-Gordan Koeffizienten sind tabelliert (siche zum Beispiel A.R. Edmonds, An-
gular Momentum in Quantum Mechanics (Princeton University Press, New Jersey, 1957)
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und es gibt inzwischen sogar Web-Tools (http://www.gleet.org.uk/cleb/cgjava.html). Wir
sollten trotzdem verstehen, wie man diese Koeffizienten in der Tat ausrechnet. Dazu be-
trachten wir die Matrixelemente (im Folgenden lassen wir die Kommata zwischen den
Eintrdgen der Basen weg)

Andererseits kann man M. auch nach links anwenden (unter Beniitzung von M] = M)
und findet dann geméiss der Definition der Wirkung der Lie-Algebra Generatoren auf dem
Tensorprodukt

(rjamama|Ms|jijaim) = /(i + 1) — mi(my F 1) {Grja(mi F 1)mealjijajm)
+v/j2(jo + 1) — ma(ma F 1) (jijoma (ma F 1)|j1j25m) .

Die Kombination dieser Beziehungen ergeben die Dreiecksrekursionen (aus M. )

Vi + 1) = m(m + 1) (jijamims|jijaj(m + 1))
= Vi +1) —mi(mi = 1) {jij2(ma — V)maljijagm)
+/j2(j2 + 1) — ma(mg — 1) (j1jama (ma — 1)[j1jajm) (9.5.5)

und (aus M_)

Vi + 1) = m(m — 1) {jijemimalji joj(m — 1))
= Vi +1) = mi(ma + 1){Gija(ma + D)maljijajm)
/2 (j2 + 1) = ma(ma + 1) (jijzmi (ma + 1)[j1jajm) - (9.5.6)

Diese Dreieckrelationen sind in Abbildung 15 skizziert, oben rechts fiir M, und unten
links fiir M_.

|my — 1,my) |m1, ma)
my, my + 1)

\ml,m2 — 1)

|m1,m2> |m1+1,m2>

Abbildung 15: Dreiecksbeziehungen fiir M, (oben rechts) und M_ (unten links).

Sind zwei der Koeffizienten bekannt, folgt daraus aus den Dreiecksbeziehungen der
dritte. Unsere Aufgabe ist es, bei festem aber beliebigem j mit |j; — jo| < j < ji + J2 die
Koeffizienten fiir alle my, ms zu finden. Dazu betrachten wir das in Abbildung 16 skizzierte
Schema: wir starten am Punkt X und wéhlen (j17271(5 — 71)|j1j2j7) = v mit v € RT. Wir
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fixed j M2 m=m +m =]

E 4

B

Abbildung 16: Schema zur Berechnung der Clebsch-Gordan Koeffizienten: Wir starten
bei X und beniitzen eine Dreiecksrekursion um die Koeffizienten entlang der Kante o zu
finden. Benutzung der zweiten Dreiecksrekursion liefert die Kante 3, usw.

folgen der Kante v unter Verwendung der Dreiecksrelation (9.5.6) (beachte, dass ms <
(j—71)) und beniitzen, dass fiir m; > j; der Koeffizient (j;ja71 +1ma|j1j2jj1+1+ms) =0
verschwindet; damit finden wir die Rekursion

a: VG +1) —m(m = 1){j1, ja, jr, malj, g2, jym — 1)
= V(2 + 1) = ma(ma + 1){(j1, ja, j1, ma2 + 1]jj1, j2. . m). (9.5.7)
Anschliessend erzeugen wir mit (9.5.5) die Werte auf der Kante 5 und arbeiten uns alsdann

iterativ durch die Matrix. Schliesslich finden wir v durch die Bedingung, dass der Zustand
|71j277) normiert ist, d.h. durch

Z | (jrjamama|jijeji))? =1 . (9.5.8)

myp,my
mi1+ma=j

9.5.1 Ein einfaches Beispiel

Besonders einfach sind die Resultate fiir den Fall der Addition eines Spin S in der Dar-
stellung D% und eines Drehimpulses L in der Darstellung D;, wie zum Beispiel gebraucht
bei der Bestimmung des Gesamtdrehimpulses eines gebundenen Elektrons. Die Clebsch-
Gordan Reihe ist in diesem Fall einfach

D@Dy =D ®© D (9.5.9)
und die Clebsch-Gordan Koeffizienten sind
. [l+m+ 1
fU.I'DH_%:<l,%,m$%,i%|l,%,l+%,m> = ﬁ,
[Fm+ 3
fir D12l 5,mF 5, 44|13, 0 —5,m) = F % . (9.5.10)



9.6 Physikalische Beispiele
9.6.1 Magnetisches Moment

Ein Teilchen der Ladung ¢ (¢ = —e fiir ein Elektron) und der Masse m, welches sich auf
einem Orbit mit Drehimpuls L bewegt, produziert ein magnetisches Moment M (nicht zu
verwechseln mit den infinitesimalen Generatoren der Drehgruppe) wie in Abbildung 17
skizziert,

- q =
M=—17L. 9.6.1
2me ( )

Abbildung 17: Orbitales magneti-
sches Moment M = ¢L/2mc eines
L Teilchens der Masse m und Ladung
g in einem Orbital mit Drehimpuls
L.
\
m, g

Den Ursprung dieses magnetischen Moments kann man wie folgt verstehen. Wie aus
der Elektrodynamik bekannt beschreiben wir das externe elektro-magnetische Feld durch

seine Potentiale
. 10A

E=—-"s =V, B=VAA. (9.6.2)
Die Hamiltonfunktion des geladenen Teilchens in diesem externen Feld ist dann
1 /7. q 2
,H:——(p——A>+q®. (9.6.3)
2m c

Hierbei ist p' = mT + %ff der zu 7 konjugierte Impuls. Gemaéss des Korrespondenzprinzips
wird dieser Impuls durch

p— —ihV (9.6.4)
ersetzt. Damit erhalten wir den Hamiltonoperator
L L (v A+A.v) N (9.6.5)
N 2m Z2mc 2mc? ¢ ’ o

Wir arbeiten in der Coulomb-Eichung, fiir die
V-A=0. (9.6.6)
Dann kann man den Gradientoperator an A vorbeiziehen, und erhélt insgesamt

52 7
H=—A A
2m +Z v+ <2mc2

'*+q®). (9.6.7)
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Nun betrachten wir den Fall eines reinen, konstanten Magnetfeldes B. Das zugehorige
Vektorpotential kann man dann als

A=——#AB (9.6.8)

l\DI»—t

wéhlen; in der Tat gilt dann

(I‘OtA)i = Eijk8j< 6Iflmxl )

1
- _§€kzy€klm53lB Bz .

Eingesetzt in (9.6.7) finden wir dann den Term

My - M (—1) (FAB)-V

mce me 2
hq
= i —(@AV)-B
Z2mc( )
q — —
= ——L-B 9.6.9
S , (9.6.9)
wobei wir beniitzt haben, dass L = —ih(ZAV) ist. Wir erkennen also, dass das magnetische
Moment des Teilchens gerade
= q =
M=—L 9.6.10
2mec ( )
ist. Den Zusatzterm zum Hamiltonian
H;=-M-B (9.6.11)

nennt man den (normalen) Zeeman Term. Natiirlich enthélt der obige Hamiltonoperator
(9.6.7) noch weitere Terme, ndmlich

e
AH =
2mc?

Im Fall eines reinen konstanten Magnetfeldes ist ® = 0; der Term proportional zu A2
ist fiir den Diamagnetismus verantwortlich, ist aber fiir die folgende Anwendung auf das
Wasserstoffatom vernachlassigbar klein.

Der Zeemann Term (9.6.11) fiihrt dazu, dass die fiir rotationssymmetrische Probleme
typische Entartung der Energieniveaus aufgehoben wird. Um dies genauer zu verstehen,
betrachten wir das Wasserstoffatom nach Einschalten eines homogenen Magnetfelds. Wie
wir in Kapitel 8 diskutiert haben sind die Energieeigenzustéinde ohne Magnetfeld durch
die Quantenzahlen (n, [, m) parametrisiert, wobei die Energie zunéchst nur von n abhéngt

it +q<I>) . (9.6.12)

me* 1

Ey=———— (9.6.13)

" 2h2  n?
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Abbildung 18: Zeeman Aufspaltung des 6 = 2 x 3-fach (SpinxBahn) entarteten p-
Zustandes im Wasserstoffatom. Das orbitale Moment produziert ein Triplett mit zweifach
entarteten Zustdnden (Spin). Der Landé Faktor g ~ 2 des Elektronspins kompensiert
gerade die Halbzahligkeit des Spindrehmomentes, so dass Orbit und Spin die gleiche
Energieaufspaltung ergeben und es resultiert eine Quintuplet mit zweifach entartetem
zentralen Zustand.

Nach Einschalten des Magnetfeldes sind die Wellenfunktionen, die durch (n,, m) cha-
rakterisiert sind, weiterhin Eigenfunktionen des Hamiltonoperators. Jedoch ist die Dege-
neriertheit der Energie aufgehoben: zusétzlich zu (9.6.13) gibt es nun den Korrekturterm
((normalen) Zeeman Effekt)

wobei g das Bohr’sche Magneton ist, namlich

o eh
- 2mec

Zum Beispiel spalten sich die Niveaus eines p-Zustandes (I = 1) geméss Abbildung 18 auf.

9.7 Der anormale Zeeman Effekt

Der obige (normale) Zeemann Effekt ist jedoch nicht der einzige Effekt. Der Spin eines
Teilchens erzeugt namlich auch ein magnetisches Moment, sogar fiir ungeladene Teilchen
(z.B. Neutronen, siche unten). Fiir ein Elektron findet man

— e —
My =—g—8, 7.1
1 ngcS (9.7.16)

wobei g der Landé Faktor ist. In der Quantenelektrodynamik kann man g berechnen und

findet ) .
(6% e
=2+ —+ 0(a? bei =_— =
g + T +0(e) wobet @ he  137.04

(9.7.17)
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die Feinstrukturkonstante ist. In diesem Fall sind M und S antiparallel, da ¢ = —e < 0.
Fiir ein Proton ist andererseits

M (&

prot — gpmg s 9p = 5.59 , (9718)
p

und fiir Neutronen

- e -
Mnout = —gnmS s gn =~ 3.83 . (9719)

Bewegt sich das Teilchen in einem externen Magnetfeld g, dessen Komponente in die z-
Richtung zeigt, so erhélt man also den gesamten Zeemann Term (der ‘anormale Zeemann
Effekt’ beschreibt den Effekt, der von dem Spin erzeugt wird)

eB.,
H; = L . 7.2

Unter Beriicksichtigung des Spins sind die Quantenzahlen des Elektrons durch (n, [, m, my)
gegeben, wobei my = :I:% die Spinquantenzahl ist. Mit g = 2 erhélt man also dann den
Zusatzterm zu (9.6.13), namlich (Zeemann Effekt)

AE7 = ug B,(m + 2my) . (9.7.21)

Dieser Effekt fithrt dann zu der Aufspaltung (siehe Figur 18), aus der auf die Existenz
des Elektronspins geschlossen wurde (Pauli). Die Einfiihrung des Spins war konzeptionell
ein gewaltiger Schritt: der Spin eines Quantensystems beschreibt einen Freiheitsgrad, der
kein klassisches Analogon besitzt. Insofern stosst hier unsere klassische Anschauung an
ihre Grenzen.

9.7.1 Spin-Bahn-Kopplung

Es gibt noch einen weiteren interessanten Effekt (die Spin-Bahn-Kopplung), der dazu
fithrt, dass wir zur Beschreibung des Problems die zuvor entwickelte Clebsch-Gordan
Technologie einsetzen kénnen. Das sich im E-Feld des Kernes bewegende Elektron spiirt
ein Magnetfeld B=—0AE /¢, woran das Spin-Moment koppelt. Die resultierende Energie
ist

—% 3. (17/\ E) . (9.7.22)
Die Thomas-Prézession fithrt eine weitere Korrektur von derselben Form ein: diese ist ein
relativistisch-kinematischer Effekt und beriicksichtigt, dass das Ruhesystem des Elektrons
sich relativ zum Laborsystem dreht, siche zum Beispiel Jackson (Elektrodynamik), Seite
541 ff. Die Korrektur ergibt sich gerade zum —1/2-fachen von (9.7.22) und wir erhalten
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folgenden Ausdruck fiir die Spin-Bahn Kopplung:

—e N

Hso (FAE)

omez”
L eE = VV = id,V(r)

= —————L-S5. 7.2
2m2c? r dr S (9.7.23)

Der Term L - S ist nur unter der gemeinsamen Rotation von Lund S invariant; in der
Tat gilt
— — 1 — - -, —
L-§= ((L v 822 52) . (9.7.24)
In dem Zustand mit den Quantenzahlen (n,l, m,my) gilt
> = rBl(l+1)
- 1/1 3
S? = o z+1) =r"
2 (2 i ) 4
(L+S)? = 2J(J+1),

wobei J = [ + % der Spin der Darstellung ist, in die sich das Tensorprodukt D; ® D%

zerlegt. [Beachte, dass L und S bis auf einen Faktor von # gerade mit den infinitesimalen
Rotationsgeneratoren iibereinstimmen. Nach unserer Analyse von Kapitel 9.2 ist dann
L+S gerade die Wirkung dieser Generatoren auf dem Tensorprodukt.]

Falls J =1+ % gilt also

I 1 3 3 h?
L-S=— — - | - H)—-| =— 7.2
S 5 Kl+2) <l+2) I(1+1) 4} 2l, (9.7.25)

wohingegen wir fiir J =1 — % gerade

h? 1 h?

E-§:5Kl—§) (l+%)—l(l+1)—ﬂ:—5(l+1) (9.7.26)
haben. Da

62

%arv _ (9.7.27)

r3
kénnen wir den Beitrag zur Energie durch

e2 /1 l J=1
BEsp =500 §<r_3>m { —(+1) J=1

1 11 1
— = —— 9.7.29
<r3>nl YT AT (9.7.29)

1
3 (9.7.28)
2

abschatzen. Mit




und

o212 A gl .
m2c? h2c2 e2m? o
4 2
e*m e
. = = E, = 13.6eV 9.7.30
252 2@0 R ) ( )

[zur Erinnerung: ag = mh—; ist der Bohr-Radius und o = Z—i die Feinstrukturkonstante]
ergibt sich die Aufspaltung

OézER 1 { l
20 1(1+3)(1+1) | —(U+1)

J=1+
AFEsp = T (9.7.31)

B [ D0 [ =

Fiir kleine externe Magnetfelder ist der Spin-Bahn-Kopplungseffekt relativ zum Zeeman-
Effekt dominant.
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10 Quantenmechanik und klassische Physik

Wie wir gesehen haben, macht die Quantenmechanik nur Aussagen dariiber, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit ein bestimmtes Messergebnis eintreffen wird. In der klassischen
Physik gibt es natiirlich auch Situationen, wo man effektiv nur Wahrscheinlichkeitsaus-
sagen machen kann: zum Beispiel kann man die Lotto-Zahlen nicht wirklich vorhersagen,
sondern lediglich (hoffentlich) die Aussage machen, dass alle Zahlen mit derselben Wahr-
scheinlichkeit gezogen werden. Natiirlich interpretiert man das nicht dahingehend, dass
die klassische Physik nicht deterministisch wére: der Grund dafiir, dass man die Lottozah-
len nicht vorhersagen kann, liegt einfach darin, dass man die Anfangsbedingungen nicht
genau genug kennt.

Man konnte also denken, dass der Grund dafiir, dass wir in der Quantenmechanik nur
Wahrscheinlichkeitsaussagen machen konnen, &hnlicher Natur ist. Insbesondere kénnte
man sich vorstellen, dass der wirkliche Zustand eines (quantenmechanischen) Systems
tatsichlich alle Messwerte eindeutig festlegt, dass wir aber den wirklichen Zustand nicht
genau genug kennen, und deshalb nur Wahrscheinlichkeitsaussagen machen konnen. Diese
Idee wird iiblicherweise als ‘Theorie verborgener Variablen’ (‘hidden variables’) bezeich-
net. Sie wire auch aus abstrakten (philosophischen) Uberlegungen sehr attraktiv, da eine
solche Theorie die physikalische Wirklichkeit direkt abbilden wiirde. [Falls die Quanten-
mechanik keine Theorie verborgener Variablen ist, scheint sie zu suggerieren, dass es keine
‘physikalische Realitéit’ gibt: der Wert bestimmter Variablen ist dann (bevor sie gemessen
werden) nicht eindeutig bestimmt!]

Wir wir im Folgenden zeigen wollen, scheint die Quantentheorie jedoch keine lokale
Theorie verborgener Variablen zu sein.

10.1 Das EPR Paradox

Der Unterschied zwischen der Quantenmechanik und einer Theorie verborgener Variablen
kann im Kontext des sogenannten EPR Paradoxes verstanden werden. Dieses Paradox
geht auf Einstein, Podolsky und Rosen (1935) zuriick. Dazu betrachten wir zwei Spin 1/2
Teilchen, die sich in dem Spin-0 Zustand des Gesamtsystems befinden

L
V2

Dieser Zustand ist invariant unter gemeinsamen Rotationen der beiden Spin-Freiheitsgra-
de; er ist deshalb von der urspriinglichen Wahl der 3-Richtung (beziiglich derer | 1) und
| 1) definiert sind) unabhéngig. Man nennt einen solchen Zustand oft ein EPR-Paar.
Er beschreibt zum Beispiel eine der Zerfallsmoglichkeiten des Pions, @ — e~e™, in ein
Elektron und ein Positron.

Die Teilchen laufen danach frei auseinander, was ihren Spinzustand (10.1.1) nicht

10,0) = —=(I1H) = [4, 1) . (10.1.1)

andert. Je eine Spinkomponente S](-i), (j = 1,2,3), der beiden Teilchen, (i = 1,2), wird
dann gemessen. Die beiden Messungen seien raumartig getrennte Ereignisse, so dass nach
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vorher: nachher:
1)
Sjl

. . />~/5§2)

[¥)

der speziellen Relativitétstheorie eine kausale Beinflussung ausgeschlossen ist. Die Mes-
sung von Sj(-l) und S](-z) (gleiche Richtung j) ergibt entweder (h/2, —1/2) oder (—h/2,1/2),
je mit Wahrscheinlichkeit 1/2. (Diese Wahrscheinlichkeit ist unabhéngig davon, in welcher
Richtung der Spin gemessen wird.) Also kann SF) vorausgesagt werden, ohne das Teilchen
(1) zu storen, ndmlich durch Messung von S§2). Dies klingt paradox, da die beiden Mes-
sungen beliebig weit entfernt voneinander stattfinden kénnen. Die dieser Beobachtung zu
Grunde liegende Idee ist das Prinzip auf dem die moderne ‘Quanten Teleportation” beruht
(siche Kapitel 10.3).

10.2 Die Bell’sche Ungleichung

Die Bell’sche Ungleichung bezieht sich nicht auf die Quantenmechanik, sondern gilt fiir
beliebige lokale Theorien verborgener Variablen. In diesem Rahmen kann eine Ungleichung
abgeleitet werden (Bell’sche Ungleichung), die in der Quantenmechanik nicht erfiillt ist.

In einer Theorie verborgener Variablen gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum €2, auf
dem die verborgenen Variablen w € 2 leben. Da wir diese Variablen nicht kennen (bzw.
nicht direkt messen konnen) beschriankt sich unsere Kenntnis des Zustands des System
auf ein Wahrscheinlichkeitsmass dp auf 2. Der Erwartungswert einer Observable A ist
dann einfach

(A), = /QA(w)d,o(w) : (10.2.1)

Im Weiteren wollen wir annehmen, dass die Theorie lokal ist: falls A und B zwei raumartig
getrennte Observable sind, dann soll gelten

(AB)(w) = A(w) B(w) . (10.2.2)

Hierbei bedeutet (AB) die Observable, bei der zuerst B und dann A (raumartig getrennt)
gemessen wird. Insbesondere bedeutet diese Annahme, dass die beiden Messungen A und
B miteinander vertauschen. Die physikalische Motivation hinter (10.2.2) ist, dass sich in
der mikroskopischen Beschreibung (durch alle relevanten Variable, inklusive jener auf )
raumartig getrennte Messungen nicht gegenseitig beeinflussen kénnen.

Unter diesen Annahmen kann man nun die Bell’sche Ungleichung [Bell (1964),
Clauser, Horne, Shimony, Holt (1969)] ableiten: Seien A, A" von B wie von B’ raumartig
getrennte Observable, die alle nur die Werte +1 annehmen kénnen. Dann gilt

(AB) + (A'B) + (AB') — (A'B")| < 2. (10.2.3)
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Zum Beweis beobachtet man, dass
—2 < (A(w) + A(w))B(w) + (A(w) — A'(w))B'(w) < 2. (10.2.4)

In der Tat gilt dass der Ausdruck (10.2.4) gerade = £2 ist, denn

Aw)=Aw) = Aw)+Aw) =42, Alw)—A(w)=0,
Aw)=-Aw) = Aw)+ Aw) =0, Aw)—A(w)==+2.

Die Bildung des Mittelwerts liefert dann (10.2.3).

Wir wollen nun zeigen, dass diese Ungleichung in der quantenmechanischen Beschrei-
bung des EPR Versuches nicht erfiillt ist. Die Observablen, die wir betrachten, beschreiben
einfach die Spin-Messung in Richtung von 7 (|7i| = 1) eines Spin 3-Teilchens, fiir die immer
gilt, dass

or(w) = +£1 . (10.2.5)

[Der tatsdchliche Spin ist immer +#/2; die obige Observable ist also die entsprechend ska-
lierte Spin-Messung.] Konkret betrachten wir den Fall, wo wir (wie im EPR Experiment)
zwei Teilchen haben, die raumartig getrennt voneinander sind. Die Observablen sind dann
71 ) 7} ) M2 ’ 74
wobei sich (1) und (2) auf die beiden Teilchen bezieht. Die Messung von AB zum Beispiel
entspricht dann der Spin-Spin Korrelation
C(ity, is) = (o) oPy | (10.2.6)

71 Tl

Falls das System durch eine lokale Theorie verborgener Variablen beschrieben wird, so
folgt nun aus (10.2.3), dass

IC (i, 7ia) + C (i}, 7ia) + C(iiy, iiy) — C(iT,, )| < 2. (10.2.7)

Diese Vorhersage soll nun mit der QM verglichen werden. Dazu betrachten wir den Zu-
stand |¢), der das EPR-Paar (10.1.1) beschreibt. Fiir jeden Vektor ¥/ gilt dann (wir kénnen
die 3-Achse beziiglich derer das System geschrieben ist, jeweils in Richtung des Vektors ¢
wéhlen)

I
o

(@Y + &P . F[w) (10.2.8)
(W gy = 0. (10.2.9)

Damit ist

C(7ir, i) = (] (00711 ) (0@ o)) = —(] (61 - i) (o) - 7iy) [) = =y, (10.2.10)

- -

g

iy - I+ig() (M1AT2)
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wobei wir in der dritten Gleichung (10.2.8) beniitzt haben, und in der letzten Gleichung
(10.2.9). Ausserdem haben wir die Produktidentitét der Pauli-Matrizen verwendet —
siehe (7.5.7).

Entsprechend kénnen wir die anderen Terme in (10.2.7) ausrechnen. Damit die Bell’-
sche Ungleichung gilt, miisste also jetzt gelten:

|7y - Ty + T, - Tig + Ty - Ty — 7 - 7| < 2. (10.2.11)

Im Allgemeinen ist aber diese Ungleichung verletzt: fiir die Vektoren der Abbildung 19 ist

4 2
die linke Seite in (10.2.11) also = 2v/2 > 2.
Ty
il )
na
/4| m/4
/4
Ty

Abbildung 19: Anordnung der Vektoren 71y, 7ip, 77} und 7.

Diese Analyse zeigt, dass die Quantenmechanik (so wie wir sie formuliert haben) nicht
zu einer lokalen Theorie verborgener Variablen dquivalent ist! Dies ist auch experimentell
bestéitigt worden. Die Experimente [Freedman-Clauser (1972); Aspect, Dalibard & Ro-
ger (1982)] beniitzen dabei polarisierte Photonen statt Spin 3-Teilchen. Die gefundenen
Ergebnisse stimmen mit den Vorhersagen der Quantenmechanik sehr gut iiberein.

10.3 Quanten Teleportation

Wie wir schon in Kapitel 10.2 erwéhnt haben, impliziert das EPR ‘Paradox’, dass es eine
Art ‘Fernwechselwirkung’ zwischen den Spinfreiheitsgraden gibt. Diese Wechselwirkung
kann dazu beniitzt werden, Quanteninformation zu teleportieren. Dazu betrachten wir die
folgende Anordnung.

Alice und Bob besitzen je ein Spin %—Teilchen eines EPR Paars (Teilchen 1 und 2)

1
V2

Alice soll den unbekannten Zustand |p) eines weiteren Spin-1/2 Teilchens (Teilchen 0) an
Bob iibermitteln, und zwar unter Verwendung bloss klassischer Information, d.h. endlich

|¥) (I = 1) - (10.3.1)
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vieler Bits. Insbesondere ist es deshalb nicht zugelassen, einfach das Teilchen von Alice
zu Bob zu bewegen. Naiverweise scheint das unmoglich zu sein, da Alice nicht direkt
|o) messen kann, sondern lediglich den Spin in einer vorgegebenen Richtung. Dabei geht
jedoch die genaue Information iiber den Vektor |p) verloren (Kollaps der Wellenfunktion).

Mit Hilfe von (10.3.1) kénnen Alice und Bob den Zustand des Teilchens 0 auf das
Teilchen 2 dennoch iibertragen (Teleportation). Dazu betrachtet man den Zustand aller
drei Teilchen

o) @ [¢) = %(I%T) @19 —le, )y @[1) . (10.3.2)

Alice kann Messungen an ihren Teilchen 0 und 1 vornehmen, wie z.B. die mit Zerlegung

4 4
I=) P=) Pol, (10.3.3)
=1 =1

wobei P; = |x;){x;| die Projektoren auf die orthonormierten Zusténde

IX1) = 7(| =141,
X2) = 7(|T A+
X3) = 7(| N —=14h4)),

Sl

sind. Die Zustidnde nach der Messung entnimmt man aus

Pile) ® 1) = 1|><1> @ (1) eh — D¢ 1))
Ple) @ 9 = 2h) ® (+10{Lleh = 111 1e)) |
Pleye v = gk @ (10 1e) + 1 (1))
@ (10T ¢} = 1L 19)) -

Alice iibermittelt das Ergebnis ¢ = 1,2,3,4 (2 Bits) an Bob. Je nach Ergebnis iibt er
folgende unitidre Operatoren auf sein Teilchen 2 (realisierbar durch Spinprizession) und
erhélt dessen Zustand:

Pyly) @ i) = |X4

Alices Ergebnis | Bobs Operation | Zustand
1 I —le)
2 03 —l¢)
3 a1 |0)
4 02 —ilp)
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Hier haben wir ausgeniitzt, dass

as| 1) = [1) a3 ) = =4},
o) =), alld) =11),
oo| 1) = ild) a2l ) = =il 1) .

In allen Féllen ist der Zustand |p) (Phase ohne Bedeutung) wiederhergestellt! Quanten-
Teleportation ist mit Photonen experimentell realisiert worden [Zeilinger et al. (1997)].
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11 Storungstheorie

Die meisten interessanten physikalischen Systeme lassen sich nicht exakt 16sen. Man kann
sie jedoch haufig als Storung eines losbaren Systems auffassen. Dann kann man das Pro-
blem in ‘Storungstheorie’ behandeln. Wir wollen zunéchst den Fall betrachten, wo der
Hamiltonoperator zeit-unabhéngig ist.

11.1 Nicht-entartete zeit-unabhingige Storungstheorie

Gegeben sei ein Hamiltonoperator H, fiir den wir die zeit-unabhéngige Schrodinger-
Gleichung 16sen wollen, d.h. das Eigenwertproblem

HV = EV . (11.1.1)
Wir wollen annehmen, dass sich H als
H=Hy+ o (11.1.2)

schreiben léasst, wobei H, exakt losbar ist. Wir bezeichnen den vollstdndigen Satz von
orthonormierten Eigenfunktionen von Hy durch ¢,, n € N, wobei

Hyp, =&, 0n (11.1.3)

und die Energie-Eigenwerte &, paarweise verschieden sind, &,, # &, fiir m # n. Diese
letzte Bedingung bedeutet, dass die Energiecigenwerte nicht entartet sind; den Fall, dass
manche Energieeigenwerte von H, entartet sind, werden wir spéiter behandeln.

Wir wollen annehmen, dass H’ in einem geeigneten Sinn eine ‘kleine Storung’ be-
schreibt. Um die Buchfiihrung zu erleichtern, schreiben wir

H = Hy+ \H' (11.1.4)
und machen einen Stérungsansatz in A:

\If = \Ifo+)\\If1+)\2\I]2+)\3\I]3+ 3

E = Ey+ME, + M NEy+ X NEs+--- . (11.1.5)
Einsetzen von (11.1.5) in (11.1.1) mit (11.1.4) ergibt nun Ordnung fiir Ordnung
)\O . (HQ - E())\I/() = 0 s
A (Hy— Eg)¥, = (B, — H)Y,,
)\2 . (H(] — Eo)\IIQ = (El - Hl)\Ill + EQ\IIO y
PR (Hy— Eo)V3 = (B, — H)Uy+ B0, + E30 . (11.1.6)
T T
hochstes W, hochstes F,
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Die Ordnung \° ergibt sofort, dass

fiir ein geeignetes n € N. Die weiteren W, fiir k& > 1 konnen wir nun iterativ finden,
da auf der rechten Seite der obigen Gleichungen jeweils nur ¥; mit [ < k auftreten.
Allerdings bestimmen diese Gleichungen W, nur bis auf Vektoren, die von (Hy — Ep)
vernichtet werden. Da wir angenommen haben, dass die verschiedenen Eigenwerte von H
nicht-entartet sind, ist jeder solche Vektor zu ¢, proportional. Ein entsprechender Term
wiirde also lediglich die Normierung des ersten Terms ¥y = ¢,, verindern. Wir legen diese
Freiheit dadurch fest, dass wir verlangen, dass

(Wo W) = dox - (11.1.8)
Da ¥y = ¢, entspricht dies gerade der Normierungsbedingung
(pn|¥) =1. (11.1.9)

[Diese Normierungsbedingung fiithrt dann aber dazu, dass W nicht richtig normiert sein
wird; am Ende der Stérungsrechnung werden wir also das resultierende W noch richtig
normieren miissen. |

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun (11.1.6) systematisch losen. Das Skalar-
produkt mit ¥, der Ordnung A\°-Gleichung gibt

(Wo|Hy — Eo|W,) = (Wo| By — H'|U, 1)+ Y E; (Uo|T,_;) (11.1.10)
~ "~ - ~~ - ]:2 E/_/
0 051 E1—(Wo|H'|Ws_1) Osj

woraus folgt, dass
E, = (| H'|V,_1) , s>1. (11.1.11)

Die Berechnung von E in Ordnung s setzt also die Berechnung von V¥ in der Ordnung
s —1 voraus. Die Multiplikation von (11.1.11) mit A* und Addition der Terme oc \* ergibt
E = Ey+) MNE,
s=1

= Eo+A) XN H'T, )

s=1
= &+ Moo |H'| V) . (11.1.12)
Um V¥, zu finden, entwickeln wir nun
T = (@) @), s>1. (11.1.13)

l#n
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Die obige Summe enthélt keinen Term [ = n, da nach Annahme (@, |V;) = (V| V) =0
fiir s > 1. Das Skalarprodukt von (11.1.6) in der Ordnung s mit (¢;| ergibt nun

(01| Ho|Ws) —Eo{or W) ZE (el Wsj) = (o H'[Wsa) - (11.1.14)
—_— —
Ei(pi|Ws)

Damit finden wir

1 S
(1| W) = g [<901|H/\\Ifs )= BV, ,} , (11.1.15)
n =1

wobei wir beniitzt haben, dass Fy = &,,.

Dieses Gleichungssystem lésst sich iterativ 16sen: Sei £ und W bis einschliesslich der
Ordnung s — 1 bekannt, d.h. Ey, -+, Es 1 und Wy, --- , ¥, seien bereits gefunden. Dann
ist fiir s > 1:

Es = <90n‘Hl‘\I]s—1>

3 (u H' V1) = 30500 Byl sy)
En—&

V) = o0) (11.1.16)
l#n

wobei wir in der ersten Gleichung (11.1.11), und in der zweiten Gleichung (11.1.13) und

(11.1.15) beniitzt haben. In der letzten Summe haben wir den Term j = s weggelassen,

da (¢1|¥p) = 0 nach Annahme.

Fir s = 0 bilden Ey = &, und |Vy) = |¢,) den Startpunkt fiir die Iteration. Wir
beobachten, dass (11.1.16) nur fiir den nicht-entarteten Fall Sinn machen, da ansonsten
der Nenner der zweiten Gleichung nicht ungleich Null ist; wir werden auf den Spezialfall,
wo diese Bedingung nicht erfiillt ist, im néchsten Kapitel zuriickkommen.

Schliesslich geben wir die Resultate fiir s < 2 explizit an, wobei wir die Notation
lo) = |I) verwenden:

EO - gna
[Wo) = [n) .

B = <n|H;|2,,

A0

&, — &
([ H'[n)|?
E pu—
)\2 2 Z 5 —51 )
: ((|H'|k)(k|H'|n)  ({[H|n){n[H']n)
0,) = — .
P2 ;[; En—E)(En — &) (En — &)2 &

Zu erster Ordnung in Stérungstheorie, d.h. fiir den Vektor ¥ = Wy 4+ AW, ist die Normie-
rung dann

(U|W) = 1+A22% (11.1.17)
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11.1.1 Gestorter harmonischer Oszillator

Als Beispiel betrachten wir den gestorten 1-dimensionalen harmonischen Oszillator

H=H,+H (11.1.18)
mit )
P m o 9 /
Hy=— 4+ — H =-Fgq. 11.1.19
0= 5oty q ( )

Wie wir in Kapitel 6 gesehen haben, hat das ungestorte Problem die Losung
1
Holn) =&, |n) , En = hw (n + 5) . (11.1.20)

Wie dort gehen wir zu dimensionslosen Variablen iiber, die wir durch Auf- und Absteige-

operatoren ausdriicken
h h
=y/—ax =4/ N 11.1.21
¢ mwx 2mw (a ta ) ( )

al) =V1Ii—=1), d|)=vIi+1]l+1) (11.1.22)

folgt dann fiir die Matrixelemente

, ] o a(n+1)
(l|1H'|n) = F —2mw<l|n 1) —F T (lln + 1)
hn an—+1
= —I4/ 2mw5l’"_1 — 4/ (2mw >5z,n+1 . (11.1.23)

Damit erhalten wir die folgenden Resultate bis zur 2-ten Ordnung

Da

te . . 1
0™ : E(] = (n+ hw

2
o) = |n). (11.1.24)
1. E, = (n|H'|n) =0,
([ H'|n)
T) =) 1)
l#n gn _El
_ <n—1\H|n>|n_1>+ (n+1|H\n)|n+1>
hw —hw

F [ h
= 5\ g (Vi = 1) =V Tl 1))

—iF . mhw 1
:mhw2p|n> mit p:\/Tg(a—aT). (11.1.25)
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ZH/ 2
2. [ :ZH )|

= E,— &
B |<n—1IH’\n>|2+ [(n + 1[H'|n)|?
N hw —hw

—F2( mo h(n—i—l)): e

2mw(hw)  2mw(hw) 2mw?

0, = —( al )2 <p2 |n>—me"(2n+1)\n>) o (11.1.26)

mhw?

[Der Korrekturterm in der letzten Zeile kommt daher, dass nach Voraussetzung |Vs)

orthogonal zu |n) ist — der Beitrag von p?|n) zu |n) muss daher abgezogen werden.]
Andererseits beschreibt der Hamiltonian
2 1
H = 2 4 onw?q? — pyq
2m 2
P mw? F \2 F?
2m 2 mw? 2mw?
—— =
90 Es

gerade einen um ¢y = F/mw? verschobenen harmonischen Oszillator; dessen Grundzu-
standsfunktion ist

[Wo) = exp[—ipgo/H]|n) = exp[—ipF/mhw?]|n)
> |ny — ﬂiiiﬂm - % <mﬁ2) In) . (11.1.27)

Wir sehen, dass die Storungsreihe gerade den verschobenen harmonischen Oszillator als
Potenzreihe in F ergibt — der Unterschied in dem F?2-Term proportional zu |n) folgt
daher, dass |¥y) und das durch die Storungsreihe definierte |¥) unterschiedlich normiert
sind: |Wy) ist kanonisch normiert, (¥o|Wy)o = 1 wohingegen die Norm von |¥) durch
(11.1.17) gegeben ist, und sich zur Ordnung F? von 1 unterscheidet.

11.2 Entartete zeit-unabhingige Storungstheorie

Bisher haben wir angenommen, dass alle Eigenwerte des ungestorten Hamiltonoperators
nicht-entartet sind. Diese Annahme ging explizit in die obige Analyse ein, da wir zum
Beispiel in (11.1.15) durch &, — & geteilt haben, was nur Sinn macht, falls &, # & fiir
alle [ # n. Falls jedoch der Eigenwert Fy = &,, um den wir stéren, entartet ist, bricht
diese Analyse zusammen. Es ist jedoch nicht schwierig zu verstehen, wie dieses Problem
umgangen werden kann.

11.2.1 Aufhebung einer zweifachen Entartung zu erster Ordnung

Bevor wir den allgemeinen Fall diskutieren ist es instruktiv, den Fall zu betrachten, bei
dem der relevante Eigenwert zweifach entartet ist. Sei also Ey = &, = &,,, wobei alle
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anderen Eigenwerte & # &, fir k # n,m sind. Wir nehmen weiterhin an, dass ¢; wie
zuvor eine Orthonormalbasis der zugehorigen Eigenvektoren beschreibt.

Es ist klar, dass die Formeln (11.1.6) weiterhin gelten. Wir kénnen diese Gleichungen
aber nun nicht mehr so einfach invertieren, da Hy — Ey nun einen zwei-dimensionalen
Vektorraum von Vektoren vernichtet. Insbesondere ist Wy nun nicht mehr (bis auf Nor-
mierung) eindeutig festgelegt; statt dessen wissen wir lediglich, dass

Uy = ap,|m) + an|n) , (11.2.1)

wobei a,, und a,, komplexe Konstanten sind. Um einen guten Startpunkt fiir die Storungs-
reihe zu erhalten, betrachten wir nun den Ordnung s = 1 Term von (11.1.6) und bilden
die Matrixelemente mit (m| und (n|. Im ersteren Fall findet man

(m|Ho — Eo|Vy) = (m|Ey — H'|Wo)

7

'

0
= ap(m|Eym) + a, (m|E1|n)
0
—am{m|H'|m) — a,(m|H'|n) , (11.2.2)

und entsprechend fiir das Matrixelement mit (n|. Die beiden Gleichungen lassen sich in
die folgende Matrix-Form bringen,

((m|H'|m) — E1) am, + (m|H'|n)a, = 0
(n|H'\m) ar, + ((n|H'|n) — Ey)a, = 0. (11.2.3)

Wir definieren nun
E = (m|H'|m) E! = (n|H'|n) 8 = (m|H'|n) , R (n|H'|m) . (11.2.4)

Mit diesen Abkiirzungen schreibt sich (11.2.3) als das Eigenwertproblem

S;n — E1 5, (7% o
( - _El) (an) =0. (11.2.5)

Eine Losung ¥ # 0 existiert falls die Determinante gleich Null ist, also falls
(87,77, - El)(grlz —by) — |5l|2 =0, (11.2.6)

woraus wir £, berechnen konnen zu

&, + & Ern =&’
pr—tmtln m_Cn) 452 (11.2.7)
2 2
Die zugehorigen Eigenvektoren sind durch die Bedingungen
+ &
Om _ % (11.2.8)

ot =+ /
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charakterisiert. In niedrigster Ordnung ist das Resultat Fy = £ und |VF) = af |m)+al|n),
wobei aX, af durch (11.2.8) bestimmt ist. Die nichste Ordnung ergibt die Korrektor
By, = B gemiss (11.2.7). Falls & # &£/ oder § # 0 ist B # E;, und die Entartung ist
aufgehoben; das ist der generische Fall.

Um die Korrektur |WUF) fiir den Eigenvektor von H zu finden betrachten wir zuerst

die Ordnung s = 1 von (11.1.6) und berechnen das Matrixelement mit (l|, [ # m,n,

(I|Ho — Eo|¥y) = (I|EY — H'|V5)
(&= Uvy) = B (1195) —(H5) (11.2.9)
0

wobei wir £ = &, = &, geschrieben haben. Diese Gleichung legt also die Komponenten
von |WF) fiir die Vektoren im orthogonalen Komplement von span(|m), |n)) fest,

. (H'9G)
IRSEDY S 0, (11.2.10)
l#m,n

wobei P = 1 — |m)(m| — |n)(n| der Projektor auf diesen Unterraum ist. Um die Kom-
ponenten von W im Unterraum span(|m),|n)) zu bestimmen, wihlen wir zunéchst die
Konvention — das ist analog zu (11.1.8) — dass (V| ¥g) = 0 fiir n > 1. Insbesondere
miissen wir daher nur (U5 |WF) bestimmen. Dazu beniitzen wir die Ordnung A\? Gleichung
von (11.1.6). Fiir |¥]) finden wir

(WG] (Hy— Eo)5) = (Bf — H)|¥) + Ef|wy)
(U [Ho — Bo|W5) = (Vg |Ef — H|W;) + B (Tg|%) ,  (11.2.11)
0 0
woraus
(UHEf — H'|U5) =0 (11.2.12)

folgt. Andererseits ist
(BEf —H)|¥g) = (B = PH)|¥q) - (1-P)H'|¥y)
= (Ef — E])|¥y) - PH'|V;) . (11.2.13)

da (I-P)H'|V;) = E[ |V, ) wie man durch direktes Nachrechnen zeigt. [Dies ist gerade
die Eigenwertbedingung fiir ¥, .] Unter Beniitzung von (11.2.12) nehmen wir jetzt das
innere Produkt mit (¥7 | und finden dann (nach Konjugation)

0 = (B — By (Yo [¥y) — (¥ [H'PUY) (11.2.14)

und damit, unter Verwendung von (11.2.10), die gesuchte Komponente (¥, |¥]). Wir
beobachten, dass die

(Tg|wf)y = > gi‘gg%ﬂ%g?; ~ O(H') (11.2.15)
I£m,n ! 1 1
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ist. Eine analoge Rechnung gibt das korrespondierende Resultat fiir ¥ ). Fassen wir die
obigen Resultate zusammen, so finden wir eine Storungsreihe startend mit

Eo =& E, = ¢
) = anm)taiin) s U1V = anlm) +agln)
(B, = Ef
G QY )
\If+ = < 0 - 0 i} +7()l )
\‘ K l;;n[(Ef—El)(é’—&)' o) E—-¢& ‘>]
((E, = E;
: CEHD WHNG) L ) -
v = i} AN bl Rl V4 ‘ 2.

11.2.2 Der allgemeine Fall

Im allgemeinen Fall, d.h. falls der Eigenraum zu &,, k-dimensional ist, bezeichnen wir mit

{pl -+ ok} eine Orthonormalbasis dieses Eigenraumes. Fiir ¥y machen wir nun den
Ansatz

Zan% . (11.2.17)

Mit denselben Argumenten wie oben fithrt das nun statt (11.2.5) auf das Eigenwertpro-
blem

(enlH'lon) = Ev)  AenlH'lo7) -+ {onlH'lgp) a,
(enalH'len)  (enlH'lp) = Ev) -+ (@hlH'lgp) a, .
(onH'|on) o ((enlH'|oy) = Ev) ) \ay
(11.2.18)
Wir bezeichnen die Eigenwerte mit E{ = (n®|H'|n%), a = 1,..., k, wobei die zugehorigen

Eigenvektoren durch
k
n) =Y an (@) ¢h) (11.2.19)
I=1

gegeben sind. Die weitere Rechnung funktioniert analog wie das, was wir oben besprochen
haben. Zum Beispiel findet man zu zweiter Ordnung fiir £

a|H
E =&, + (n®|H'|n®) Z' A (11.2.20)
e En _gl

121



und in erster Ordnung fiir ¥

|\Ifa> _ |na>+ Z o ]'EO/ Z <na|H/|l><l|Hl|na> |na’>

ata LT g, En =&
({[H'|n")
+ ) (11.2.21)
éz, En

In der zweiten Gleichung haben wir angenommen, dass die Entartung bereits zu erster
Ordnung aufgehoben wurde, d.h. dass Ef* # Ef fiir o £ .
11.2.3 Aufhebung der Entartung zu zweiter Ordnung

Im Allgemeinen kann es jedoch passieren, dass die Entartung zu erster Ordnung noch nicht
aufgehoben wird. Zum Beispiel wird die Entartung fiir den Fall der zweifachen Entartung
dann nicht aufgehoben, falls

(m|H'|m) = (n|H'|n) ,  (m|H'|n) =0, (11.2.22)

siche (11.2.7) mit (11.2.4). In diesem Fall muss man die Rechnung wiederum entspre-
chend anpassen. Dazu betrachten wir die s = 2 Ordnung von (11.1.6) und nehmen das
Matrixelement mit (m| und mit (n|,

Ferner beniitzen wir die Resultate zu 1-ter Ordnung

Vo) = ap|m)+ay|n) , Ey =&, =¢&, =€
(n|H'm) = &6um (11.2.24)
(| H'|m) + a (1| H'|0)
P\U = 11.2.2
w3 2 b, (11.2.25)

wobei die letzte Gleichung gerade (11.2.10) ist. Die 2-te Ordnung Gleichung (11.2.23) lisst
sich nun als

0= (m|Ey — H'|PT,) + (m|Ey — H'|(1— P)0y) +Ey(m|Ty) (11.2.26)

7

g

0

schreiben, wobei wir beniitzt haben, dass die linke Seite verschwindet, da (m|(Hy— Ey) =
0. Der mittlere Term verschwindet, da im Raum (1 — P)H = {|m), |n)} die Entartung in
1-ter Ordnung nicht aufgehoben wird, d.h. (I — P)H'(I1 — P) = E;(1 — P). Wir finden
daher also die Gleichung

(m|H'|PY,) = Eyay, , (11.2.27)
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und Einsetzen von (11.2.25) ergibt

[(UH|m)[> (m| H'1)/ (1) H'|n)
> —Ey|am+ Y a, = 0. (11.2.28)
l;émn _gl l;émn € - gl

e, 5

Ebenso finden wir durch Projektion auf (n|

(& — Ey)ay + 6" an =0 , (11.2.20)
wobei £ analog zu &£/ definiert ist,
ZH/ 2
= KU ‘ iy (11.2.30)
l#m,n o gl

Die Gleichungen (11.2.3) und (11.2.29) haben genau dieselbe Form wie (11.2.5). Die Ent-
artung wird also zu zweiter Ordnung aufgehoben, falls

entweder & #&  oder & #0. (11.2.31)

11.2.4 Der Stark Effekt

Als Anwendung betrachten wir das Wasserstoffatom im elektrischen Feld £ = (0,0, ).
Zusétzlich zu dem Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms haben wir also jetzt die Storung
H' = e£z. Wir untersuchen die Aufhebung der Entartung im n = 2 Niveau mit den
Zustinden |n,l,m) = |2s0), |2p1), |2p0), |2p_1). [Wir haben 4 = n? entartete Zustéinde;
hier bezeichnet |2sy) den Zustand mit [ = m = 0, und |2p,,) die Zusténde mit [ = 1.]
Im Prinzip miissten wir also eine 4 x 4 Matrix betrachten, da aber [L,, z] = 0 vertauscht
H’ mit L, und die Matrixelemente von H’ zwischen Zustanden mit unterschiedlichem L.
Eigenwert (= m) verschwinden

0= (m|[H,L.)Jm) = (m—m)(m'|H'|m) . (11.2.32)

Somit bleiben nur die Matrixelemente (2sq|H’|2pg) = ¢’, ihr komplex konjugiertes 6,
sowie die diagonalen Matrixelemente. Die Kugelfunktionen sind Eigenfunktionen des Pa-
ritdtoperators P mit Paritit (—1)!. Andererseits hat der Operator z Partitiit —1, und es
folgt

(_1)l<Y2m‘Hl‘Y2m> = <Y2m‘H/P‘Y2m> = _<Y2m‘PH/‘Y2m> = _(_1>1<Y2m‘H/|Y2m> )
(11.2.33)
und daher verschwinden alle diagonalen Matrixelemente von H’. Die Matrixelemente von
H’ auf dem entarteten Unterraum sind also durch die Matrix beschrieben

s 0060
i g; (? 8 8 8 (11.2.34)
por \0 0 0 0
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Schliesslich berechnet sich § zu 6 = (2sq|H'|2pg) = —3ag e £, wobei ag der Bohrradius ist.
Es bleibt die 2 x 2 Matrix zu diagonalisieren

3a065(0 _1) — EW = F3apeé, EV =

g L ) L (11.2.35)

1
7 (4
Die Aufhebung des 4-fach entarteten Zustandes bei € /8ag (n = 2) in zwei nicht-entartete
und einen 2-fach entarteten Zustand ist in Abb. 20 skizziert.

Abbildung 20: Stark Ef-

Ho Ho+ H’ fekt: der 4-fach entartete

(28 20 W Zustidnd zu 'n = 2 spaltet

12p,) ,12p.y auf in 2 nicht-entartete

deg = 4 deg = und einen 2-fach entarte-
(12s) #2py) )/ ten Zustand.

11.3 Zeit-abhingige Storungstheorie

Bisher haben wir angenommen, dass sowohl der ungestorte Hamiltonoperator Hy, wie
auch die Storung H’ zeit-unabhéingig sind. Wir wollen nun den Fall betrachten, bei dem
H'(t) von der Zeit abhéngt; wir wollen jedoch weiter annehmen, dass der ungestorte
Hamiltonoperator zeit-unabhéngig ist. Um dieses Problem zu l6sen sollten wir ein wenig
weiter ausholen und zunéchst das sogenannte Heisenberg- und das Wechselwirkungsbild
besprechen.

11.3.1 Der Propagator der Quantenmechanik

In unserer bisherigen Analyse haben wir das sogenannte Schrédingerbild beniitzt. Dabei
sind die Operatoren (so wie der Ortsoperator oder Impulsoperator) zeit-unabhingig, und
die Dynamik des Systems wird durch die Zeitabhéngigkeit der Zustandsvektoren W(t)
beschrieben. Diese wird durch die Schrédinger-Gleichung bestimmt

hd,U(t) = HU(L) (11.3.1)

wobei H der Hamiltonoperator ist. Wie bereits im Kontext der Schwingungsprobleme
der Mechanik beschrieben, kénnen wir die Losung der Schrodinger-Gleichung durch einen
Propagator beschreiben. Dazu definieren wir einen Operator U(t, s) (den Propagator), der
durch die drei Bedingungen charakterisiert ist

(i) U(t,t) =1
(ii) Additivitat: es gilt U(¢t, s)U(s,r) = U(t,r).
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(iii) Der Operator U(t, s) erfiillt die Differentialgleichung

ihoU(t,s) = HU(t,s) . (11.3.2)

Es ist dann leicht einzusehen, dass U(t, s) die Zeitentwicklung generiert: sei der Zustands-
vektor zur Zeit s als U(s) gegeben, dann ist der Zustandsvektor zur Zeit ¢ gerade

U(t) = U(t, s)U(s) . (11.3.3)

Falls H nicht von der Zeit abhingt (das ist das Analogon der autonomen Systeme in
der Mechanik), kann man U(t, s) direkt durch

U(t,s) = exp (—iH(t - s)> (11.3.4)
bestimmen. Da der Hamiltonoperator H ein selbst-adjungierter Operator ist, folgt, dass
U(t, s) unitér ist — das muss natiirlich (selbst wenn H von der Zeit abhéngt) so sein, da
die Zeitentwicklung die Normierung der Zusténde erhalten muss.

Im allgemeinen Fall kann man den Propagator iterativ (so wie schon in der Mechanik
beschrieben) berechnen. Dazu beobachtet man, dass U(t, s) die Integralgleichung

Ut,s) =T+ Zih /t dt' H{t"U(t', s) (11.3.5)

erfiillt, deren Losung durch eine konvergente Iterationsreihe (Neumann Reihe) dargestellt
werden kann

Ult,s) =1+ U™(t,s) (11.3.6)
n=1
wobei .
n—1
U™ ( ( )/dtlfdtg / dt, H(t,)H(ty) ... H(t,) .
Es ist wichtig, dass in (11.3.6) die t; einer Zeitordnung unterliegen: ¢t > ¢; >ty > --- > st
H(ty) - H(tn)
1 0 (11.3.7)
spétere frithere Zeiten.

Diese Zeitordnung ist unangenehm, aber formal behebbar: die Zeitordnung impliziert eine
Integration iiber den Teil t > t;--- > t,, > s des Hyperkubus im R", vgl. Abb. 21 fiir n = 2
Als formales Werkzeug definieren wir den Zeitordnungs-Operator 7T, der eine Sequenz von
zeitabhéngigen Operatoren zeitlich ordnet,

T (a0 Bew) = { ) e G20 (11538)
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t o4

t
Abbildung 21:
Integrationsbereich (grau
schraffiert) iiber den zeitge-
ordneten Sektor fiir den Fall

> n = 2
t
t, t,

Die Verallgemeinerung auf n Operatoren ist trivial,

wobei 7 jene Permutation ist, welche die Zeiten ordnet ¢, > t,, > --- > i, . Der
Zeitordnungsoperator 7 erlaubt uns die Integrale in (11.3.6) auf den vollen Kubus zu
erweitern, fir n = 2,

/:dtl /:1 dty H(t)H(t2) = %(/stdt1 /:1 dty H(t1)H ()

+ / by / * ity H(tg)[-[(tl))
_ %/gtdtl /:dtﬂ'(H(tl)H(tg)) . (11.3.10)

und entsprechend im allgemeinen Fall

t t1 tn—1 n t
/ dtl/ dt, / dt, = i' H/ dt; T . (11.3.11)
s s s n. i—1 7 to

Damit erhalten wir

U™t s) = — (%)n/t dtl.../: dt T (H(t)--- H(t,)) (11.3.12)

n!

bzw. fiir den Propagator

Ult,s) = T exp [—% / tdt’H(t’)} . (11.3.13)

Wir bemerken, dass sich diese Formel vereinfacht, falls [H(¢1), H(t2)] = 0 fiir alle ¢y, to,
da wir dann die Zeitordnung 7 weglassen kénnen.
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11.3.2 Das Heisenbergbild

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir nun das Heisenbergbild erkldren. Im Heisen-
bergbild wélzt man die Zeitevolution von den Zustdnden auf die Operatoren ab. Diese
beiden Beschreibungen sind durch den unitéren Propagator U (¢, s) miteinander verbunden
und daher dquivalent. Konkret definieren wir die Zusténde im Heisenbergbild durch

Uy =U(t) , (11.3.14)

d.h. der Zustand ist einfach der Zustand im Schrédingerbild zu einer festen Zeit. Anders
ausgedriickt bedeutet dies, dass

Uy = Ulto, ) U(t) . (11.3.15)

Die beiden Beschreibungen hingen also iiber den (zeit-abhéngigen) unitdren Operator
U(to,t) miteinander zusammen. Entsprechend werden dann auch die Observablen der
urspriinglichen Beschreibung (d.h. des Schrédingerbildes) umtransformiert:

Ay = Ul(to, t) AU(t, to) . (11.3.16)
Diese Definition garantiert dann, dass

(AU(t), = Ulto,t) AU(t)
= Ulty,t) AU(t,to) Ulte,t) (1) = Ay Uy . (11.3.17)

Insbesondere sind daher auch die Erwarungswerte in den beiden Beschreibungen gleich

(A) = (T@)A[Y(?))
= (U(to)|UT(t, to) AU, to) [V (to))
= (UulAu(®)|Vu) , (11.3.18)

wobei wir beniitzt haben, dass U(t, s) unitér ist, und daher
Ult,s)' =U(t,s)™" = U(s, 1) . (11.3.19)

Die Bewegungsgleichung im Heisenbergbild ist eine Bewegungsgleichung fiir die Operato-
ren: sie ist von der Form

ihiAH(t) = (10 U(t, to)") AU(t,to) + U(t, to)  Aind,U(t, to) + U(t, to)ind AU (t, o)

g

—Ul(tto)tH HU(t,to) ihé):rAH
= —U(t,to)' HAU(t, to) + U(t, to)!AHU(t, to) + in(0,A) i
= [A Hlg +ihd, Ay
= [Ap, Hy| + ih0Ap . (11.3.20)
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Falls 0,H = 0 so ist [H,U(t,t9)] = 0 und damit Hy(t) = Hy = H. Dann ist also Hy
zeit-unabhéngig, wiahrend fiir die anderen Operatoren die Zeitabhéngigkeit durch

Ay (t) = e H-t)/h g =it(t=to)/h (11.3.21)
beschrieben ist. Insbesondere ist dann also Ay eine Erhaltungsgrosse, falls
A =0, [H,A] =0. (11.3.22)

Dies ist das quantenmechanische Analogon der Aussage, dass eine Funktion des Phasen-
raumes und der Zeit A(p, ¢, t) in der klassischen Physik dann erhalten ist, falls 9,4 = 0 und
die Poissonklammer {A, H} = 0 verschwindet. In der Tat stimmt die Bewegungsgleichung
im Heisenbergbild gerade mit der klassischen Formel

dA

o= {A,H} + 0, A (11.3.23)
iiberein — siehe Mechanikskript Kapitel 6.3. Diese Relation ist kein Zufall: eine Art, die
Quantisierung ein wenig formaler zu verstehen, besteht darin, dass man die Poissonalgebra
(die die Algebra der Observablen eines klassischen mechanischen Systems beschreibt)
quantisiert. Dabei wird die Poissonklammer durch den Kommutator ersetzt (Dirac):

(A, B} — —%[A, B (11.3.24)

Zum Beispiel kann man in dieser Weise auch die ‘kanonischen’ Vertauschungsregeln zwi-
schen Ort und Impuls erhalten, denn

{a.p} =1= —%[q,p] =1, (11.3.25)

was gerade zu [¢, p| = ih fiithrt. Das Schrodingerbild ist zwar begrifflich einfacher, aber die
Beziehung zur klassischen Physik ist im Heisenberg-Bild transparenter.

11.3.3 Das Wechselwirkungsbild

Fiir die Beschreibung der zeit-abhéngigen Storungstheorie ist weder das Schrédinger- noch
das Heisenbergbild, sondern das sogenannte Wechselwirkungsbild (oder Diracbild) am
angemessensten. Wir betrachten also den Fall, wo der Hamiltonoperator von der Form

H = Hy+ H'(t) (11.3.26)

ist, wobei Hj zeit-unabhingig und exakt losbar ist, und H'(t) eine ‘kleine’ Stérung be-
schreibt. Die Idee des Wechselwirkungsbildes ist, dass wir die (triviale) Zeitentwicklung,
die von Hy herkommt, von den Zustdnden auf die Observablen hiniiberschieben; das Wech-
selwirkungsbild ist also ein Kompromiss, wo sowohl die Zustédnde als auch die Observablen
zeit-abhéngig sind.
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Konkret betrachten wir also die unitidre Transformation mit Uy(¢,ty), wobei U der
Propagator des ungestorten Problems ist, also (11.3.2) mit Hj erfiillt. Dann definieren
wir

Up(t) = Ug(to, t)¥(t) = Up(to, t) U(t, to) Y(to) , (11.3.27)
wobei U der Propagator fiir H = Hy + H' ist, und entsprechend
Ap(t) = Up(to, t) A Uy(t, o) - (11.3.28)
Die Zeitentwicklung der Zustédnde ¥ p ist dann durch
Up(t) = Up(t,to) ¥p(to) (11.3.29)

beschrieben, wobei
Up(t,to) = Up(to,t) U(t, to) (11.3.30)

ist. Der zugehorige Hamiltonoperator ist

ihOUp = ind, [e"TU0/M (¢ 49)]
- U(](to,t) (—H(] + H) Uo(t,to) Uo(to,t)U(t,to)
N————— o

g

H' Up
= H)Up (11.3.31)
mit
Hjy = Uy(to, t) H' Uy(t, to) = e'Holt=to)/n ! o=itolt=to)/n (11.3.32)
Als Neumann-Reihe gilt daher
.
Up(t,ty) =T exp {—%/ dt’H},(t’)} : (11.3.33)
to

11.3.4 Erste Ordnung Stérungstheorie

Wir sind nun in der Lage, diese Ideen auf das Problem der zeit-abhéngigen Storungstheorie
anzuwenden. Wie zuvor betrachten wir ein System, bei dem der Hamiltonoperator von
der Form (11.3.26) ist. Wir nehmen an, dass fiir ¢t < ¢ty H' = 0 ist, d.h. dass die Stérung
erst zur Zeit t = ty eingeschaltet wird. Die Zeitentwicklung fiir ¢t < ¢, ist also durch H
beschrieben. Weiterhin konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass
das System zur Zeit ¢ = ¢ in dem Eigenzustand |¢) (‘initial’) von Hy mit Eigenwert &;
préapariert ist. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit der das System zu einem
spateren Zeitpunkt t > to im Zustand |f) (‘final’) ist, wobei wir annehmen wollen, dass
(fli) = 0.
Wie wir im vorigen Unterkapitel erklédrt haben ist der zugehorige Zustand im Wech-
selwirkungsbild durch
U(t) = Up(t,to)|i) (11.3.34)
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beschrieben. Das relevante Matrixelement ist im Wechselwirkungsbild also zu erster Ord-
nung

(F1e(t)) = (flUn(t to)li

1

- —f|/dtH’

12

;r

= h/ dt'(f|eiCs=to/h f (1) emi & —to)/h gy (11.3.35)
to
Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten wir daher also zu dieser Ordnung

2

t
/ dt' e Er=E N F I H (1)]6)| (11.3.36)

to

1
Piefzg

Als einfaches Beispiel betrachten wir eine Storung, die abrupt eingeschaltet wird,
H'(t) =VO(t —to) , (11.3.37)

wobei ¢ die Stufenfunktion ist, d.h. §(z) = 1 fiir x > 0 und #(z) = 0 fir x < 0. Ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit wihlen wir ¢y = 0. Mit der Definition w;r = (€5 — &;)/h
gilt dann

2

P ezwlft V
s = [V
sin(w;st/2)\ > 1D
= —_— \%4 . 11.3.38
(er 2 ysvial (11.339)
Rt
Abbildung 22: Ubergangsampli-
tude P, f(w;s). Die Fliche des
zentralen Peaks wichst gemaéss
t2 2. (27 /t) o t.

=2k 0 2nft Wit

Der zeitabhéngige Vorfaktor von (11.3.38) hat Nullstellen bei w; st = 2nm und verhélt
sich fiir w;y — 0 wie
(wist/2)* _ (t)°
(hwig/2)2 (g) ’
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vgl. Abb. 22. Fiir lange Zeiten ¢ — oo erhalten wir einen scharfen Peak bei w;y = 0 mit
Gewicht proportional zu t.

Die Interpretation dieses Ergebnisses ist wie folgt: nach Einschalten der Storung kon-
nen im Prinzip Ubergéinge zu allen Energien erfolgen. Die relevanten Ubergiinge (diese
treten mit grosser Wahrscheinlichkeit auf und oszillieren nicht in der Zeit) sind diejenigen
welche die Energie erhalten, w;y = 0, d.h. & = &;. Die Bandbreite der Energieerhaltung
ist durch das Heisenberg’sche Unschérfe-Prinzip gegeben,

Awis -t ~ 21 . (11.3.39)

Das Gewicht dieser energieerhaltenden Prozesse nimmt linear mit der Zeit zu,

/277r P i(w)dw = /277r dw w ’ |<f|V|Z>|2 (11.3.40)
_2T7r acd _ZTW hwif/Q o
2t [T sin®*(u »
= o) ug( Ligving ~ ¢, (11.3.41)

wobei wir die Substitution u = wlet gemacht haben.

In der Folge betrachten wir ein Kontinuum von Zustédnden oder eine Gruppe von Final-
zustanden welche dicht liegen. Die Dichte dieser Zustédnde im Energieraum sei beschrieben
durch p(&y), das heisst, wir konnen Summen iiber Zusténde |f) ersetzen durch Integrale
iiber &£ 1o

> = /dgfp(ef) . (11.3.42)
f

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang in einen Zustand um |f) herum ist dann
gegeben durch

= SR = [ aepaten SR 1V

= TepENAVIAP, (11.3.43)

=&y

wobei wir beniitzt haben, dass sin®(wt)/mtw? — §(w) fiir t — oo, sowie d€; = hdw;;.
Schliesslich haben wir angenommen, dass die Zustandsdichte p(£f) und das Matrixelement
|(f|Vi)|? in der Umgebung von &; stetig sind. Damit erhalten wir fiir die Ubergangsrate
dPi_¢/dt =T

2
I'= % [FIVIDY? p(&s) Fermis Goldene Regel, (11.3.44)

wobel 2mh/AE; < t < 2mh/oe, vgl. Abb. 23.
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Die Zeitrestriktionen haben folgenden Ursprung:

— Der Peak in P,y muss innerhalb der Gruppe von Zustinden um f liegen. Wir
bezeichnen die Breite dieser Gruppe mit A&y, insbesondere sei das Matrixelement
|(i|V'|f)| innerhalb von A&, in etwa konstant. Dann muss AEy > 27h/t sein, vgl.
Abb. 23.

— Die Dichte unter dem Peak muss geniigend gross sein, d.h., die Energieseparation
de zwischen Zustdnden klein, so dass viele Zustinde innerhalb des zentralen Peaks
zu liegen kommen, de < 27h/t, vgl. Abb. 23.

0¢€

0 2reht €

W

AE;

Abbildung 23: Details zur Ubergangsamplitude P,_, #(€). Das Intervall Ae; um den Fi-
nalzustand |f) mit Matrixelementen |(f[V']i)|.,eae;) A~ const. muss geniigend breit sein,
A&y > 2mh/t (d.h., das Matrixelement darf sich auf der Skala 27h/t nicht stark dndern).
Ein kleiner Abstand zwischen Zustédnden de < 2mwh/t (grosse Zustandsdichte) garantiert
korrektes ‘sampling’ des Peaks.
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