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1 Einleitung

Diese Vorlesung soll eine Einfithrung in die konforme Feldtheorie geben. Wie wer-
den uns hauptsiachlich mit zwei-dimensionalen konformen Feldtheorien beschaftigen.
Zwei-dimensionale konforme Feldtheorien haben in den letzten zwanzig Jahren eine
zentrale Rolle gespielt, da sie fiir drei verschiedene Bereich der modernen Theoretis-
chen Physik von Relevanz sind: konforme Feldtheorien beschreiben einfache (16sbare)
Modelle von wechelswirkenden Quantenfeldtheorien; sie spielen fiir die Beschreibung
zwei-dimensionaler kritischer Phenomene in der Theorie der kondensierten Materie eine
wichtige Rolle; und sie beschreiben die Weltflachentheorie von Stringtheorie, gegen-
wartig der aussichtsreichste Kandidat einer vereinheitlichenden Theorie aller funda-
mentalen Kréfte. Ausserdem sind zwei-dimensionale konforme Feldtheorien auch von
einem konzeptionellen Standpunkt aus interessant, da die konforme Symmetrie in zwei
Dimensionen viel grosser als in hoheren Dimensionen ist. Insbesondere haben zwei-
dimensionale konforme Feldtheorien eine sehr reiche mathematische Struktur: sie be-
sitzen (in gewissem Sinn) eine mathematisch rigorose Formulierung als Vertex Operator
Algebren, und die Theorie dieser Algebren hat tiefe Zusammenhénge mit der Theorie
unendlich dimensionaler Lie Algebren (Kac-Moody Algebren), endlicher Gruppen (Mon-
stergruppe), als auch modularer Formen (Charaktere von konformen Darstellungen).

Unser Zugang zu konformer Feldtheorie ist durch die Stringtheorie motiviert, aber
wir werden versuchen die Theorie ohne direkten Bezug auf Stringtheorie zu formulieren.
(Insbesondere ist es daher fiir das Verstdandnis dieses Kurses nicht notwendig, den
Stringtheorie Kurs besucht zu haben. Andererseits sollte dem informierten Hérer man-
ches vertraut vorkommen.) Wir werden hauptsichlich Euklidische konforme Feldthe-
orien besprechen; dies sind einfach Euklidische Quantenfeldtheorien, die unter konfor-
men Transformationen, d.h. Transformationen, die Winkel aber nicht notwendigerweise
Langen erhalten, invariant sind. Die lokale konforme Symmetrie ist von besonderer
Bedeutung in zwei Dimensionen, da die zugehorige Symmetriealgebra in diesem Fall un-
endlich dimensional ist. Dies fiihrt dazu, dass konform invariante Quantenfeldtheorien
in zwei Dimensionen im wesentlichen vermoge ihrer Symmetrie losbar sind.

Wir werden damit beginnen, die Gruppe lokaler konformer Transformationen in ver-
schiedenen Dimensionen zu beschreiben. Insbesondere wollen wir zeigen, dass diese
Gruppe in zwei Dimensionen, im Gegensatz zu hoheren Dimensionen, unendlich dimen-
sional ist.

In Kapitel 3 analysieren wir (zwei-dimensionale) konforme Feldtheorien, die durch
eine Lagrange Dichte beschrieben werden; insbesondere diskutieren wir das freie Boson
und das freie Fermion. Die unendliche lokale konforme Symmetrie wird durch die Vi-
rasoro Algebra beschrieben, deren Struktur wir im Detail analysieren. (Insbesondere
berechnen wir die zentrale Ladung fiir diese beiden Theorien.)

In Kapitel 4 beschreiben wir die Konsequenzen der konformen Symmetrie auf die
Struktur der Vakuumerwartungswerte. Diese Analyse ist unabhéingig davon, ob die
Theorie in der Tat durch eine Lagrange Dichte beschrieben wird. Wir erklaren, wie
man konforme Feldtheorien allgemein beschreiben kann; dazu fithren wir das Konzept



der chiralen Felder ein und beschreiben die meromorphe konforme Feldtheorie, die sie
generieren. (Die resultierende Struktur ist im wesentlichen zu der einer Vertex Opera-
tor Algebra dquivalent.) Zur Hlustration beschreiben wir einige meromorphe konforme
Feldtheorien (die U(1) Theorie, die Gittertheorie und affine Theorien), im Detail.

In Kapitel 5 erklaren wir, inwieweit die Kenntnis der meromorphen Untertheorie die
gesamte konforme Theorie bestimmt. Dazu fiihren wir das Konzept einer ‘Darstellung’
einer meromorphen konformen Feldtheorie ein. Wir diskutieren die Darstellungstheo-
rie in einfachen Beispielen, und beschreiben die Struktur der resultierenden konformen
Feldtheorien. Wir berechnen die Zustandssumme der Theorie, und diskutieren ihre mod-
ularen Eigenschaften. Schliesslich beschreiben wir die Verlinde Formel und diskutieren
die Konstruktion von D-branen.



2 Konforme Transformationen

2.1 Die konforme Gruppe in R™"

Konforme Transformationen sind dadurch ausgezeichnet, dass sie Winkel erhalten. Im
folgenden betrachten wir diese Transformationen fiir den Fall des Raumes IR™". Wir
wollen zunéchst nur verlangen, dass diese Abbildungen lokal definiert (und lokal in-
vertierbar) sind. [Der Vektorraum IR™"™ hat die Metrik

n= <_ém 10n> . (2.1.1)

Die Vektoren von IR™" bezeichnen wir durch x, mit Komponenten z#, p = 1,...,n+m.]

Sei also x ein Punkt in IR™", und sei g : R"™" — IR"™" eine konforme Transfor-
mation, die x auf y = ¢g(x) abbildet. Lokal kann diese Abbildung durch eine lineare
Transformation beschrieben werden dx — dx = Mdx, wobei

o

dF = MP,de” . M*, =
ox”

(2.1.2)

X

Die lineare Abbildung M soll Winkel erhalten, und muss daher eine Ahnlichkeitsabbil-
dung fir jedes Dreieck definieren. Betrachte also die Richtungsvektoren u und v. Dann
muss gelten, dass

0 = \*u?, V2= AV (@—v)2=XN(u-v)?, (2.1.3)

wobei A ein Skalenfaktor ist (der natiirlich von u und v unabhéngig ist, aber von dem
betrachteten Punkt x abhéngen kann). Ausmultiplizieren der letzten Gleichung ergibt

02+ v: 20 v =2t + AV -2\ v, (2.1.4)

und daher folgt, zusammen mit den anderen beiden Identitaten, dass

a-v=X\Nu-v. (2.1.5)
Das innere Produkt ist hier durch die Metrik (2.1.1) definiert, d.h.
u-v=un, v’ (2.1.6)

und entsprechend fiir u - v. Nach der Definition von M ist 1 = Mu und entsprechend
fiir v; die letzte Gleichung liefert daher

a-v =My u n, MY, 0" =u” N2n,, 0”, (2.1.7)

<

was impliziert, dass
M* oy 0y MY, = N1, . (2.1.8)



[In Matrixnotation ist das einfach die Gleichung M!npM = A\?7.] Da die Matrix M durch
die partiellen Ableitungen wie in (2.1.2) bestimmt ist, wird diese Gleichung einfach

T 0x° JxP

wobei wir explizit deutlich gemacht haben, dass der Skalenfaktor A von x abhangen kann.
Jede Abbildung, die (2.1.9) erfiillt, definiert eine konforme Transformation. Die Menge
der konformen Transformationen bildet offensichtlich eine Gruppe, da die Hintereinan-
derausfithrung zweier winkel-erhaltender Abbildungen wieder eine winkel-erhaltende Ab-
bildung definiert. [Wir ignorieren hier eventuelle Schwierigkeiten, die bei der Definition
der Komposition zweier solcher (nur lokal definierter) Abbildungen auftreten kénnten. |

= A3(X) o (2.1.9)

2.2 Endliche konforme Abbildungen fiir IR™"

Um ein Gefiihl fiir die konforme Gruppe zu erhalten, wollen wir nun die (endlichen) kon-
formen Transformationen von IR"""™ beschreiben. Wir suchen zunéchst Abbildungen, die
(2.1.9) erfiillen; im néchsten Abschnitt wollen wir dann untersuchen, ob die so gefun-
denen Transformationen bereits die gesamte Gruppe der (infinitesimalen) konformen
Transformationen generieren.

Die einfachsten konformen Transformationen sind natiirlich die Poincaré Transforma-
tionen, fiir die A(x) = 1. Die Poincaré Gruppe wird durch Translationen und Rotationen
erzeugt; eine Translation ist eine Abbildung der Form

[T] Translation ot = Tt =at +ad, (2.2.1)
und eine Rotation ist eine Abbildung der Form
[R] Rotation ot — 7" = RN oV (2.2.2)
Die Rotationsmatrix R*, muss die Matrixgleichung
R'nR =19 (2.2.3)

erfilllen. In d = m + n Dimensionen gibt es d Translationen und 3d(d — 1) Rotationen;
zusammen ist die Dimension der Poincarégruppe daher £d(d + 1).

Die Poincarégruppe ist das semidirekte Produkt der Rotationsgruppe und der Trans-
lationsgruppe: eine allgemeine Poincarétransformation (R, a) wirkt durch

(R,a)x =Rx +a, (2.2.4)
und die Komposition zweier solcher Transformationen ergibt
(Rl, al) (RQ, ag) = (Rle, Rlag + al) . (225)

Die Rotationsgruppe enthélt Transformationen mit det R = £1. Die Untergruppe, fiir
die det R = +1 wird auch als SO(m,n) bezeichnet. Im euklidischen Fall (d.h. fiir n =0
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oder m = 0) und falls sowohl m > 1 als auch n > 1, beschreiben detR = +1 und
detR = —1 zwei wegzusammenhingende Komponenten der Rotationsgruppe. [Dies
bedeutet, dass zwei beliebige Rotationen in einer Komponente durch einen Weg von
Rotationen miteinander verbunden werden konnen, aber dass dies fiir zwei Rotatio-
nen aus unterschiedlichen Komponenten nicht méglich ist.] Andernfalls, d.h. fiir IR™'
mit m > 1 gibt es vier wegzusammenhangende Komponenten. Zusammen mit der
Bedingung det R = +1 werden diese dadurch charakterisiert, ob sie die ‘Zeitrichtung’
invertieren oder nicht. Die Komponente, die die Identitat enthalt ist dadurch charak-
terisiert, dass det R = 41 gilt, und dass die Zeitrichtung erhalten wird; sie wird als
SO(m,1)" bezeichnet und orthochrone Lorentzgruppe genannt. Im folgenden werden wir
immer nur die Komponente der Rotationsgruppe betrachten, die die Identitat enthalt.

Die einfachste konforme Transformation, die nicht eine Poincarétransformation ist,
ist die Dilatation; eine Dilatation ist eine Abbildung der Form

[D] Dilatation = Tt = A\t (2.2.6)

wobei A # 0 eine reelle Zahl ist. In diesem Fall ist A(x) = A, unabhéngig von x.
Eine interessantere konforme Transformation ist die Inversion: sie ist durch

1] Inversion = It = — (2.2.7)

definiert. Diese Abbildung ist nur fiir solche x definiert, fiir die x? # 0 ist; im euklidis-
chen Fall beschreibt die Gleichung x? = 0 lediglich den Ursprung, aber fiir IR™" ist das
ein Kegel. Da wir in der Definition von konformen Transformationen nicht angenommen
haben, dass diese global definiert sind, ist das jedoch in keinem Fall ein Problem.
Um zu sehen, dass die Inversion tatsachlich eine konforme Transformation ist, berech-
nen wir
oT+ 1 2xMn "

—_ S5 T
s = a0 - (2.2.8)

Es gilt dann, dass

ozt oxrv 1 5 2xH g, 1 5 22" Npm ™
Tev opo g~ (x2 7 > <X2 P xd )

1 2 T 14 ™ 14 T iy

= xaller T S6 {Wﬂxunmx + Nov T Npr® } + Xg(n;wf% Mor @ Nprx™ .

Die letzten drei Terme addieren sich zu null, und die obige Inversionsabbildung ist daher
eine konforme Transformation mit

MN(x)=—. (2.2.9)

Die Inversionsabbildung ist eine diskrete Transformation, deren Komposition mit sich
selbst gerade die Identitat ergibt. Um eine weitere kontinuierliche Menge konformer



Transformationen zu erhalten, kombinieren wir die Inversion mit einer Translation und
einer weiteren Inversion, d.h. wir betrachten die Komposition konformer Abbildungen

g ot + x2at ot + x2at

oS S td'= 2.2.10
’ 27t x2 1+2(x-a)+ x%a?’ ( )
wobei wir ausgeniitzt haben, dass
i 2,0\%2 1 1
(T) = (x2 +2x*(x - a) + X4a2) == (1 +2(x-a) + x2a2) . (2.2.11)

Da die Komposition konformer Abbildungen konform ist, ist daher auch die sogenannte
spezielle konforme Transformation
o 4+ x2at

[S] spezielle konf. Trans. zt — # = o0 a) e (2.2.12)

eine konforme Abbildung. Sie ist wie die Inversion nicht global definiert, da sie nicht
fiir x, fiir die 1 + 2(x - a) + x%a? = 0 ist, definiert ist. [Diese Bedingung definiert einen
Kegel durch den Punkt z# = —a*/a? falls a? # 0, und eine Hyperebene andernfalls;
diese Hyperebene ist einfach durch x - a = —1/2 charakterisiert. |

Die Rotationen, Translationen, Dilatationen und speziellen konformen Transforma-
tionen generieren alle konformen Transformationen (die in der wegzusammenhéngenden
Komponente der Identitdt liegen) falls d = m +n > 2, d.h. falls die Gesamtdimension
grosser als zwei ist. Dies soll nun gezeigt werden.

2.3 Infinitesimale konforme Transformationen

Wir wollen nun, ganz allgemein, analysieren, unter welchen Bedingungen infinitesimale
Transformationen konform sind. Zu niedrigster Ordnung kann jede infinitesimale Trans-

formation als
o 77 = 27 + 627 = 27 + ew’ (x) + O(€?) (2.3.1)

geschrieben werden. Die Bedingung

03 07,
M 5 s Gy A(X)" Nop (2.3.2)
wobei
Ax)? =1+ ex(x)+O(), (2.3.3)
gibt
OwH AV
e (‘5”” gt O<€2)> (‘” + G T 0<e2>) oy + XX oy + O() . (23.4)



Der konstante Term stimmt (nach Konstruktion) auf beiden Seiten iiberein, und fiir den
in € linearen Term finden wir

ow” OwHt
Nov OxP + Nup Oz = X(X)nap . (235)

Nach Kontraktion mit dem 7-Tensor erhalt man dann

Ow,  Ow,
ozl  0x°

= X(X) oy - (2.3.6)

Zunachst wollen wir nachpriifen, dass die Transformation, die wir schon gefunden haben,
diese Bedingung erfiillen. Fiir Translationen ist

77 =2 +a° =27 +ec” + O(?), (2.3.7)

und daher ist
S sd = e 2.3.8
w?=c", sodass wyu=o-=0. (2.3.8)

Dies erfiillt trivialerweise (2.3.6) mit x(x) = 0.
Fir Rotationen haben wir

i = R% 2" = 27 + em” ,a” + O(€?), (2.3.9)
wobei wir die Rotationsmatrix R als
R, =0, +em’,+ O(e?) (2.3.10)
geschrieben haben. Daher ist
w? =m’,x’, sodass ws,=Mg,. (2.3.11)
Dies erfiillt (2.3.6) mit x(x) = 0, da m,, anti-symmetrisch ist,
Wo,p + Wpo = Mgy +Mpe = 0. (2.3.12)
[Dies ist eine Folge davon, dass die Rotationsmatrix R nach Annahme die Gleichung
R R ) = o) (2.3.13)
erfiillt; mit dem Ansatz (2.3.10) gibt das
(0"5 +emty) nu (6", +em”,) =1y, (2.3.14)
und fithrt daher zu der Identitét

Mpo + Mgy = 0] (2.3.15)
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Fir Dilatationen haben wir
77 = A7 = 17 + ena” + O(€?), (2.3.16)
wobei A = 1+ ex + O(€?). Daher ist
w? =kx?, sodass W, = KNy (2.3.17)
und die linke Seite von (2.3.6) wird
Wo,p + Wpo = 2605, - (2.3.18)

Daher ist (2.3.6) erfiillt mit x = 2.
Schliesslich haben wir fiir spezielle konforme Transformationen mit a” = b +

O(e?),

2% + a’x>

7 = T2 x 1 oo 7 +¢€ (b"x2 —2(b- x)x”) + O(€?), (2.3.19)
und daher ist
W’ =0"x> = 2(b-x)27 sodass Wy, = 2b,z, — 2b,x, — 2(b-X)n,,. (2.3.20)
Daher gilt
Wo,p +Wpo = —4(b - X)15,, (2.3.21)

und (2.3.6) ist erfiillt mit y = —4(b - x).
Eine beliebige Kombination dieser infinitesimalen Transformationen hat die Form

w? =7 +m? 2’ + kz’ + x> — 2(b - x)27, (2.3.22)
wobei m,, = —m,,. Dann gilt
Opo = Mgy + KNop + 2b5x, — 2b,25 — 2b - X1, . (2.3.23)

Wie wir eben gesehen haben erfiillt das dann (2.3.6) mit x = 2k — 4b - x.
Wir wollen nun zeigen, dass, falls d = m +n > 2, (2.3.22) bereits die allgemeinste
Losung ist. Dazu beobachten wir, dass die Bedingung (2.3.6)

Opo + Opw, = X(X) Nop (2.3.24)

impliziert, dass

20w =dx(x). (2.3.25)
[Dies folgt indem man (2.3.24) mit n°” kontrahiert und beniitzt, dass

N7 Nep =076 =d, (2.3.26)

11



wobei d die Anzahl der Dimensionen ist.] Wir konnen daher x(x) in (2.3.24) durch die
linke Seite von (2.3.25) ersetzen. Dann erhalten wir

Opwo + Opw), = 2 (0 w)Nop - (2.3.27)

Weiterhin folgt aus (2.3.24) nach weiterer Ableitung nach 7,

0;0,Wy + 0:0,w, = 0-X Nop - (2.3.28)
Zusammen mit der Gleichung, in der wir 7 und p vertauschen,

0,0:ws + 0,0,wr = 0pX Nor (2.3.29)
erhalten wir dann durch Addition der beiden Gleichungen

20,0;w, = O0:XNop + OpX Nor — 0s(0rw, + Opwy)
— aTX Nop + apX Nor — aaX Nrp s (2330)

wobei wir in der letzten Zeile wiederum (2.3.24) beniitzt haben. Kontraktion mit 7"
gibt nun
20°w, = (2 — d)0,x, (2.3.31)

und Ableitung nach 97 (mit Kontraktion iiber o) gibt
20° (0 -w) = (2—d) . (2.3.32)
Zusammen mit (2.3.25) folgt dann
do*x = (2 —d)o0*x, und daher  (d—1)9*x = 0. (2.3.33)

Falls d > 1 gilt also
O*x =0. (2.3.34)
Ableitung von (2.3.31) nach 0, und Symmetrisierung von ¢ und p fiihrt zu
(2—d)0,0,x = 0*(9pw, + Opw,)
NopO” X (2.3.35)

wobei wiederum (2.3.24) beniitzt wurde. Falls d > 2, folgt daher zusammen mit (2.3.34)
dass

0,0,x = 0. (2.3.36)
Dann ist y von der Form
X =2k —4(b-x), (2.3.37)
was wegen (2.3.30) zu
20,0;w, = —4b; 15y — 4by Nor + 4bs 17 (2.3.38)
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fithrt. Der allgemeinste Ansatz zur Losung dieser Gleichung ist
We = Ay + By’ + Cyprafa’ | (2.3.39)

wobei, ohne Einschrankung der Allgemeinheit, Cy,; = Cy,, gilt. Einsetzen in (2.3.38)
ergibt
Copr = —br Nop — by Nor + b Ny - (2.3.40)

Weiterhin erfiillt (2.3.39) die Gleichung (2.3.24) nur falls
Bop+ Bpo + 2(Coprx” 4+ Cror™) = X Norp - (2.3.41)
Zusammen mit (2.3.40) gibt das dann
Bop+ Bpy — 4(b - X, = (25— 4(b - X)) 11, (2.3.42)
wobei wir (2.3.37) beniitzt haben. Daher folgt
B,, 4+ By = 2615, (2.3.43)
und B,, ist dann von der Form
Bop = Kllgp + Moy, (2.3.44)
wobei m,,, anti-symmetrisch ist. Einsetzen in (2.3.39) ergibt dann
w’ = + Kkx” +m’, 2" + x> — 2(b - x)2° (2.3.45)

wobei wir (2.3.40) beniitzt haben. Dies beweist, dass (2.3.22) tatséchlich die allgemeinste
Losung fiir d > 2 ist. In diesem Fall hat der Raum der infinitesimalen konformen
Transformationen die Dimension

d+;d(d—1)+1+d:;(d+1)(d+2). (2.3.46)

Dies ist daher die Dimension der konformen Gruppe in R"™" mit d = m +n > 2.
Insbesondere zeigt dies, dass die infinitesimalen konformen Transformationen fiir d > 2
durch Translationen, Rotationen, Dilatationen und speziellen konformen Transformatio-
nen erzeugt werden. Da jede konforme Transformation, die in der Zusammenhangskom-
ponente der Identitat liegt, durch infinitesimale Transformationen aufgebaut werden
kann, zeigt dies daher, dass die Zusammenhangskomponente der Identitat durch Trans-
lationen, Rotationen, Dilatationen und spezielle konforme Transformationen erzeugt
wird. Abgesehen von diskreten Transformationen (zum Beispiel Inversionen) erzeugen
daher diese Transformationen die gesamte konforme Gruppe.
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2.4 Die Lie Algebra der konformen Transformationen

Die Lie Algebra einer Lie Gruppe (d.h. einer Gruppe, die auch eine Mannigfaltigkeit ist,
wobei die Gruppenoperationen hinreichend glatt sind) bestimmt ihre lokale Struktur.
Fiir unsere Zwecke konnen wir uns die Gruppe als Gruppe von Matrizen vorstellen, und
wir konnen ein Gruppenelement g € GG, das nahe bei der Identitat liegt, durch

g=e“X=21+4ie- X, (2.4.1)
beschreiben. Die Generatoren X, erfiillen die Vertauschungsregeln
[Xa7 Xb] =1 :L:bXC7 (242)

wobei f¢, die Strukturkonstanten der Lie Gruppe G sind. Die Lie Algebra g der Gruppe
G hat die Generatoren X, als Basis und ist durch die Vertauschungsrelationen (2.4.2)
definiert. Darstellungen der Lie Algebra kénnen (unter geeigneten globalen Bedingun-
gen) zu Darstellungen der Lie Gruppe integriert werden.

Der einfachste Weg, die Lie Algebra einer Lie Gruppe zu berechnen, besteht oft
darin, die Wirkung der Gruppe auf Funktionen zu betrachten, die auf einem Raum, der
eine Gruppenwirkung tragt, definiert sind. Sei zum Beispiel M eine Mannigfaltigkeit,
auf der die Gruppe G wirkt, d.h. jedes Gruppenelement g € G definiert eine Abbildung

g: M= M, reMm—i=g(x)e M, (2.4.3)

so dass die Komposition g o h gerade der Wirkung von gh € G entspricht. Betrachte
dann den Raum der Funktionen f : M — €. Dieser Raum trégt natiirlicherweise eine
Gruppenwirkung, die durch

o) () = (57 @)) (2.4.4)
gegeben ist. Dies definiert in der Tat eine Gruppenwirkung, da
U(Unf)(2)) = Uy (F(h"w))
= f(r'(g7"))
= f((gh)'z)
= UpH)@). (2.4.5)

Um nun die Lie Algebra der konformen Transformationen zu berechnen, betrachten wir
den Fall M =1R"™". Sei g ein Element von G nahe bei der Identitat,

g=1+ieXy, (2.4.6)
das auf den Punkten x € IR™" als

X = X =X+ ew(xX) (2.4.7)
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wirkt. Dann ist

U,() (%) = f(x—ew(x))
= f(x) —e(w(x)-0)f

= (1—ieXw)f, (2.4.8)
wobei
, 0
Xw = —ZWQ(X)@ . (2.4.9)

Mit dieser Formel ist es jetzt leicht, den Kommutator der Generatoren auszurechnen:

N, i\ 0
e ‘”2> = i X, 00, W, 0w, - (2.4.10)

X, Xw,| = ( 2900 N oga ) a8

Damit konnen wir nun leicht die Vertauschungsregeln der konformen Gruppe bestimmen.
Fiir Translationen haben wir w(x) = ¢, und daher ist Xy = ¢*P,, wobei

P, = —id, . (2.4.11)
Fiir Rotationen ist w®(x) = m®g 2”, wobei m,s = —mg,. Der Generator
1
Xw = —imaﬂxg(?a = im“’BLag , wobel Log =ix,05 — 1230, . (2.4.12)

Fiir Dilatationen ist w(x) = kx, X@ = kD mit
D=—ix-9. (2.4.13)

Und schliesslich haben wir fiir spezielle konforme Transformationen w®(x) = b*x? —
228 2?, und damit Xy = b* K, mit

K, = 2iz,2"05 — ix*0, . (2.4.14)

Man kann dann leicht nachrechnen (I"Jbungsaufgabe!), dass

(L vy L ] = i(anL;w + Nuo Ly — NppLive — 771/0'Lyp)
[ s ] = i(nuopu - UWPV)
[Pu, P} = 0
[L nz K,] = i(maKu - maKy)
(K K] = 0
P, K,] = 2in,, +2iL,,
[ P = ib,
[D, ] = —iK,
D,L,,] = 0. (2.4.15)
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2.5 Der zweidimensionale Fall

Die Analyse in Kapitel 2.3 bricht fiir d = 2 zusammen und in der Tat ist der d = 2 Fall
(der uns primér interessiert) deutlich unterschiedlich. Im folgenden wollen wir daher die
infinitesimalen konformen Transformationen fiir d = 2 separat studieren.

2.5.1 Die Analyse fiir den Minkowski Raum

Spéter werden wir hauptsachlich Fuklidische Konforme Feldtheorien behandeln, aber
zunachst ist es instruktiv die Analyse fiir den Minkowski Fall durchzufiihren. Der zwei-
dimensionale Minkowskiraum, d.h. IR™, hat die Metrik

n= <_01 (1)> : (2.5.1)

Es ist fiir das Folgende niitzlich, Lichtkegelkoordinaten einzufithren,
=z +t, rT =x—t. (2.5.2)
In diesen Koordinaten faktorisiert die Metrik
—dt* + do* = datdr . (2.5.3)

Diese Faktorisierung ist der essentielle Unterschied, der dafiir verantwortlich ist, dass
die konforme Gruppe in zwei Dimensionen viel grosser ist. Wie zuvor ist die Bedingung,
dass eine Abbildung konform ist, einfach

ditdi~ = N (z*, 27 ) dotdz™ . (2.5.4)
Falls 7 und z~ separat transformieren, d.h. falls
it = f(ah), T =g(x7), (2.5.5)
dann ist die Abbildung (z*,27) +— (Z7,Z7) automatisch konform, wobei
Nt zT)=fl(aT) g (x7). (2.5.6)

Da f(xz%) und g(z~) beliebige Funktionen sind, ist die Lie Algebra der infinitesimalen
konformen Transformationen in diesem Fall unendlich dimensional!

Es ist nicht schwierig zu beweisen, dass alle konformen Transformationen, die in der
Wegkomponente der Identitat liegen, von dieser Form sind. Eine allgemeine Transfor-

mation kann als
it =fate), 1 =gte) (2.5.7)

geschrieben werden. Die Bedingung, dass sie konform ist, d.h. dass (2.5.4) gilt, ist dann
einfach

Of 99 . o, (0f 99 | OfF 9y
Oxt Oxt (dz™)" + Ooxt 0x— + Oox— Oxt

of 99

—\2 -
o - (dx™)* = NMa)dz"dx™ .

(2.5.8)

> detde™ +

16



Daher folgt, dass

9f 99 _
Ozt Ozt
of dg
_— = . 2.9.
oxr— Ox— 0 (2.5.9)
Daher muss entweder of 5
_ 99 _
Tt 0 oder e 0, (2.5.10)
und entweder of 5
Y Y9 _
e 0 oder = 0, (2.5.11)

Falls wir die erste Alternative in (2.5.10) und (2.5.11) wahlen folgt daraus, dass f
konstant und daher nicht invertierbar ist. Entsprechendes gilt, falls wir die zweite
Alternative in (2.5.10) und (2.5.11) wahlen. Es gibt daher nur zwei Mdglichkeiten:
entweder ist

of dg

axff = O und aer = O, (2512)
oder of 9

I Y9 _

Pt 0 und = 0. (2.5.13)

Der erste Fall (2.5.12) entspricht gerade unserem Ansatz (2.5.5). Im zweiten Fall ist 2+
nur eine Funktion von = und Z~ nur eine Funktion von x™; insbesondere enthalt diese
Klasse von Losungen dann nicht die Identitat.

Natiirlich kann man die konformen Transformationen, die wir zuvor gefunden haben,
auch in diesem Rahmen verstehen. Fiir Translationen, Rotationen (Lorentz Transfor-
mationen) und Dilatationen haben wir entsprechend

[T] Tt +at, e a 4a, (2.5.14)
[R] zt et e Y, (2.5.15)
[D] = At P (2.5.16)

Fir die speziellen konformen Transformation finden wir hingegen

xt+atxtae™ xt

+ — 2.5.17
v l+atex+azt +ataaxtz- 14+a at’ ( )
und N
x +a T x
. l+atz=+a zxzt+ataztz- 1+atz ( )

Alle diese Transformationen sind von der Form

art +b
cxt +d’

= f(zh) = (2.5.19)
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und entsprechend fiir =. Hier sind a, b, ¢, d reelle Zahlen, und die Eigenschaft, dass die
Transformation lokal umkehrbar ist, verlangt, dass ad — bc # 0. Fiir die Transformatio-
nen, die in der Wegkomponente der Identitat liegen ist ad — bc > 0; wir konnen dann
a,b,c,d durch pa, pb, pc, pd ersetzen, wobei p = (ad — bc)_l/Q. Dies andert nattirlich
nicht die Transformation (2.5.19), aber nach dieser Ersetzung gilt ad — bc = 1. Wir
konnen daher zu jeder Matrix

(Z Z) € SL(2,R), (2.5.20)

der Gruppe der 2 x 2 Matrizen mit Determinante eins, eine Transformation (2.5.19)
zuordnen. Diese Abbildung beschreibt tatséchlich einen Gruppenhomomorphismus da,
falls

a1y + bl asy + bQ
= d = 2.5.21
fily) cyrd, ™ f2(y) ey ds ( )
dann ist f3(y) = fi(f2(y)) gerade durch
azy + bs . <a3 53) ((11 bl) ((12 52>
= — b = . 2.5.22
f3<y) C3yY + d3 wobel C3 d3 C1 d1 Co d2 ( )

Der Kern dieses Homomorphismus, d.h. die Matrizen, deren zugehorige Abbildung
gerade die Identitét ist, ist gerade {£1} = Z,. Die Gruppe der fraktional-linearen
Transformationen ist daher isomorph zu SL(2,IR)/Z,. Da diese Transformationen sep-
arat auf 27 und 2~ wirken, ist die Gruppe dieser konformen Transformationen gerade
(SL(2,IR)/Z5) x (SL(2,R)/Z,).

2.5.2 Die Analyse im Euklidischen

Die Analyse im Euklidischen ist relativ dhnlich. In diesem Fall ist die Metrik einfach
dz?+dy?, und die Bedingung, dass die Abbildung (z,y) — (Z, 7) konform ist, ist einfach,
dass

di® + dif* = X*(z,y) (da” + dy?) . (2.5.23)
Dies fithrt zu ) ) ) )
0z Yy 9 oz Yy
bt 7] = == = 2.5.24
(6) + (@) —ven=(5) +(G) - e
sowie 9595 95 90
T0r | 0yoy
—— 4+ —=—=0. 2.5.2
5’x8y+8x8y 0 (2:5.25)
Die Gleichung (2.5.25) impliziert, dass
0F o5  0F 1 9j
or MOV Gy oy T uwy) oa (2520

Einsetzen dieser Identitdten in (2.5.24) ergibt
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und daher ist ) ,
1 2 (99 99\ _
(,ﬂ 1> {,u <8y> + (8:1:) } =0. (2.5.28)

Die zweite Klammer kann nur dann verschwinden, wenn sowohl g—g = 0 als auch % =
gilt; dies wiirde aber implizieren, dass g(z,y) = const, und die Abbildung wére dann

nicht mehr invertierbar. Daher muss gelten
= =+l. (2.5.29)

Also gilt entweder
or 0y 0z Yy
oY S 2.5.30
or Oy’ oy ox’ ( )

oder
or 0y or 0y
or Oy’ oy Oz’
Dies sind aber gerade die Cauchy-Riemann Gleichungen: (2.5.30) sagt gerade, dass
( = I + iy eine analytische Funktion von z = z + 1y ist; die alternative Gleichung
(2.5.31) besagt hingegen, dass ( = & + g eine analytische Funktion von z = z — iy ist,
d.h. eine anti-analytische Funktion von z = x + 7y.
In der Tat kann man auch den Euklidischen Fall in ‘faktorisierter’ Form analysieren.

Dazu fiithren wir die komplexen Koordinaten ( = z + iy und z = = 4 1y ein. Gleichung
(2.5.23) ist dann einfach

(2.5.31)

d¢d¢ = N*(z, %) dzdz, (2.5.32)
und dies fithrt mit denselben Argumenten wie im Minkowski Fall zu der Bedingung,
o o ¢ o ¢

@@ZO’ ££:0, (2.5.33)
Wie im Minkowski Fall gibt es dann zwei mogliche Losungen: entweder ist

a¢ 9¢

— =0 — =0 2.5.34

0z ’ 0z ’ ( )
oder o o

— =0 — =0. 2.5.35

0z ’ 0z ( )

Im ersten Fall ist ( = ((z) eine analytische Function von z. und im zweiten Fall ist
¢ = ((2) eine anti-analytische Funktion von z. [In der obigen Analyse haben wir beniitzt,
dass
0 or 0 Oy 0
0: = 9zox 920y
10 10
20x 20y
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0 _ 050 0y0
0z 0z0xr 0z 0y
10 10

20z T 20y

daz=1%(z+2),y=—1%i(z—2).]

Die formale Ahnlichkeit der obigen Analyse zu dem Minkowski Fall ist natiirlich
kein Zufall: die Minkowski Theorie ist durch eine ‘Wick Rotation” mit der Euklidischen
Theorie verbunden. Dabei wird ¢ durch 7y ersetzt, und die Lichtkegelkoordinaten ™ =
r+tund 7 = —t werden gerade zu z = x + 1y und z = x — 1y. Die Bedingung, dass
ZT nur eine Funktion von z* ist wird dann zu der Bedingung, dass ¢ nur eine Funktion
von z, nicht aber von z ist, d.h. dass es eine analytische Funktion von z ist, u.s.w.

Die Transformation, die durch Translationen, Rotationen, Dilatationen und speziel-
len konformen Transformationen erzeugt werden sind von der Form

az+b
2 ((2) = rd (2.5.36)
wobei jetzt a, b, ¢, d komplexe Konstanten sind, und ad —bc # 0. Diese Transformationen
werden oft Mobiustransformationen genannt.

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit konnen wir verlangen, dass ad — be = 1
— andernfalls werden alle vier Konstanten einfach durch vad — be geteilt, und die
zugehorige Matrix ist daher in

(‘2 z> € SL(2,C). (2.5.37)

Mit denselben Argumenten wie zuvor folgt weiterhin, dass die Gruppe dieser Transfor-
mationen (die Mobiusgruppe) gerade isomorph zu SL(2,C)/Z; ist.

Die Lie Algebra der Mobiusgruppe kann einfach beschrieben werden. Betrachte die
Matrizen

(0 1 _ % 0 (0 0
wa= (00 = (3 5). (00, s
Dann ist
N A) o (e 0 VMl_(1 0)
€ - (O 1 ) € — 0 e_%# y (& = v 1 . (2539)
Die zugehorigen Transformationen sind
2 z4 A, z—elz, s~ , (2.5.40)
1—-vz

d.h. eine Translation, eine Dilatation, und eine spezielle konforme Transformation. [In
komplexen Koordinaten wird eine spezielle konforme Transformation durch
z+ alz|? z

= 2.5.41
l+az+az+|a?|z]? 1+az ( )
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beschrieben.] Die Lie Algebra der Mébiusgruppe hat als (komplexe) Basis die Genera-
toren My und M4,; man kann leicht nachrechnen, dass

(M, M) = (m —n) My, m,n,=+1,0. (2.5.42)

Wie zuvor beschreiben diese Transformationen jedoch nur eine Untergruppe der konfor-
men Gruppe: wir wir gesehen haben, muss ((z) nicht notwendigerweise eine fraktional-
lineare (oder Mébiustransformation) sein, sondern im allgemeinen ist ((z) eine beliebige
analytische Funktion von z. Um die Lie Algebra der allgemeinsten infinitesimalen Trans-
formationen zu untersuchen, konnen wir jetzt wiederum die Analyse von Kapitel 2.4
durchfithren. Wie zuvor machen wir den Ansatz (jetzt in komplexen Koordinaten)

2 ((2) =2z +ew(z). (2.5.43)

Auf einer Funktion F(z) induziert das die Wirkung

F(z)— F(z —ew(z2)) = F(z) — ew(2)0.F(z) . (2.5.44)

Die Wirkung auf der Funktion F'(z) ist daher einfach durch den Differentialoperator
X, = —u)(z)2 (2.5.45)

w az Je

gegeben. Da w(z) eine beliebige lokal analytische Funktion ist, kénnen wir sie in einer
Laurent Reihe entwickeln,
w(z) =Y w_,2". (2.5.46)
neZ
Eine Basis der infinitesimalen Transformationen ist daher durch

0 - 0
Ln = —Zn+1% N Ln = —2”"'1% 5 (2547)
gegeben. Die Vertauschungsregeln konnen jetzt einfach berechnet werden:
0 0 0 0
Lm Ln — m+1 Y n+l ¥ nt+l Y om4l
(L L % 8 f 8 8
0 0
— (TL 4 1>Zn+m+1& . (m + 1)Zn+m+1%
= (m—n)Lpyin- (2.5.48)
Ausserdem findet man
[Lma En] = 07
[Lyn, Ly] = (m —n)Lyin. (2.5.49)

Die Algebra (2.5.48) ist die so-genannte Witt Algebra. In der Quantentheorie wird uns
spater auch eine zentrale Erweiterung dieser Algebra begegnen: diese hat die Vertau-
schungsregeln

(Ln, L] = (m — n) Ly + %m(mg — 1), (2.5.50)
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wobei ¢ ein zentrales Element ist, d.h. ein Element, das mit allen anderen Generatoren
vertauscht. Diese zentrale Erweiterung der Witt Algebra ist die Virasoro Algebra, die
in der Konformen Feldtheorie in zwei Dimensionen eine sehr wichtige Rolle einnimmt.

Fiir n = £1, 0 stimmen die Transformationen L,, gerade mit den durch M,, definier-
ten Transformationen tiberein. Um dies zu verstehen, miissen wir nur die infinitesimalen
Transformationen, die durch M,, definiert werden als Differentialoperatoren berechenen.
Wie wir gesehen haben, beschreibt M_; eine Translation; auf eine Funktion F'(z) wirkt

sie daher als
F(2) = F(z = \) = F(2) = M,F(z) + O(\?), (2.5.51)

und wir haben deshalb
M =-0,=L_;. (2.5.52)

Entsprechend haben wir fiir die Dilatation, die durch M, beschrieben wird
F(z) = F(e™#2) = F(z — uz + O(p?)) = F(2) — pz0,F(2) + O(u?), (2.5.53)

und daher

Schliesslich ist fiir die spezielle konforme Transformation, die durch M; beschrieben wird

F(z)— F (1 jyz + O(Vz)) =F (z(l —vz) + O(V2)> = F(2) —vz?0.F(2) + O(v?),
(2.5.55)

und daher
M, =—2°0, = L. (2.5.56)

Als néchstes wollen wir Feldtheorien betrachten, die konform invariant sind.
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3 Konforme Feldtheorien mit Lagrange Dichte

Spater werden wir haufig konforme Feldtheorien betrachten, fiir die keine Lagrange
Formulierung bekannt ist. Um die Diskussion von konformen Feldtheorien jedoch mit
den tblichen Techniken der Quantenfeldtheorie zu verbinden, ist es zunéachst niitzlich,
ein Beispiel zu betrachten, fiir das eine Lagrange Beschreibung existiert.

3.1 Der Energie-Impuls-Tensor einer konformen Theorie

Betrachte eine Feldtheorie mit einem Skalarfeld ¢, das zunachst auf einer d-dimensio-
nalen Raumzeit definiert ist. Seine Dynamik ist durch die Wirkung

Slg] = /E((b, 06, ) (3.1.1)

charakterisiert, wobei L(¢, "¢, x) die Lagrange Dichte ist. Mittels des iiblichen Varia-
tionsarguments fiihrt diese Wirkung zu den Euler-Lagrange Gleichungen:

o 0L o\
5S = /{%5 + 5570 5¢}dm

oc [ oc
- [{5 (o)} o 12

wobei in der zweiten Zeile partiell integriert wurde. Falls 05 fiir alle Variationen von ¢
verschwindet, dann gilt die Euler-Lagrange Gleichung

" oL _%:
a(a(aw)) 5 =0 (3.1.3)

Wir interessieren uns fiir Feldtheorien, die invariant unter konformen Transformationen
(des zugrunde liegenden Minkowski Raumes) sind. Sei G die Gruppe der konformen
Transformationen, und betrachte die Wirkung von g € GG

r — IT=g(x)
d(x) = (@) =97 (7)) = ¢(x). (3.1.4)
[Hier betrachten wir den Fall, dass das Feld ¢ sich nicht explizit unter konformen Trans-

formationen transformiert. Der allgemeinere Fall kann &hnlich behandelt werden.] Die
Feldtheorie ist invariant unter dieser Transformation, falls

L (qb(x), %(x),a;) diz = L <¢(5:), alﬂ(@,:ﬁ) 'z, (3.1.5)

ozt ok

da dann, nach Integration,

Si] = 5] (3.1.6)



Falls ¢ eine Losung der Euler-Lagrange Gleichungen ist, dann ist auch ¢ eine Losung
und umgekehrt.
Die Bedingung (3.1.5) ist dquivalent zu

c ((b(x), ag;?,:c) Az — L <¢(:1:‘), agi‘f) gzﬂ g(:l:)) det ‘gi; dr (3.7
Nun sei g eine infinitesimale Transformation, fiir die wir schreiben
g'(x) = 2" +ewt(z)+O()
gi: = e+ O
det gi: = 1+€d-w+O()
R

Es folgt nun aus (3.1.7), dass

0 =L (¥(&),0"p(2), %) d'F — L(¢(x),0"¢(x),x) d'

0 oL
— . 14 _ v d
6{8 wﬁ%—wauﬁ Ouw V¢8(8ﬂ¢)}dx

— e@u{n‘“’ﬁwy w - 0 (£¢>}ddx (3.1.9)
u

oL oL\
oo 5o

wobei in der letzten Zeile 9,L die gesamte Abhangigkeit von £ nach z* berticksichtigt,
d.h.
oL 8£ .6+ oL
aor " 96T B(0,0)

[Wenn wir von der zweiten zur dritten Zeile von (3.1.9) iibergehen, haben wir die Kor-
rekturterme

DL = = 9,0,0. (3.1.10)

oL oL oL oL
8 0 w’o 3,, 0,00, ————,
96 10T a,0) 0| TW000 5 5 TA00E5 5

wobei die ersten beiden Terme daher rithren, dass nun die 0, Ableitung von £ nicht
mehr nur die explizite Abhéngigkeit berticksichtigt. Der zweite und dritte Term kiirzen
sich gerade, und der erste und vierte Term sind gerade die letzte Zeile von (3.1.9).]

Falls ¢ die Euler-Lagrange Gleichung erfiillt, verschwindet der letzte Term in (3.1.9),
und es folgt, dass

— (3.1.11)

O =0, mit Jt=T"uw,, (3.1.12)
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wobei der Energie-Impuls-Tensor TH durch

oL
0(9u9)

gegeben ist. Dies ist das iibliche Nother-Theorem.

Wie wir schon gesehen haben, ist jede konform invariante Wirkung translationsin-
variant. In diesem Fall ist w, = a, konstant, und die Stromerhaltung von J ist einfach
die Bedingung, dass

T = 8¢ — L (3.1.13)

0,T" =0. (3.1.14)
Falls wir die Definition von 7" (3.1.13) beniitzen, impliziert das, dass
oL oL
a9, " = (0,0" +(0"¢) Oy=——— —0"L
oc oL ., oc
= o007 0 0,0
oL
= Ton 0, (3.1.15)

wobei wir wiederum die Euler-Lagrange Gleichungen beniitzt haben, und die Ableitung
g—fy nun nur die explizite Abhangigkeit von £ nach x, berticksichtigt. Es folgt daher aus
(3.1.14), dass fiir eine translationsinvariante Wirkung die Lagrange Dichte nicht explizit
von z abhangen kann.

Als nachstes betrachten wir die Rotationssymmetrie, d.h. die Invarianz unter Trans-

formationen mit w* = m*,z", wobei m,,, = —m,,,. Der zugehorige erhaltene Strom ist
dann
Jt = T m,,z"
1
= M (TH P — THPzY) . (3.1.16)

Die Erhaltung des Stromes impliziert nun

0 = 0, (T"a" — THz")
(0,T") z* — (8, TH°) 2* + T* — T (3.1.17)

Die ersten beiden Terme verschwinden wegen (3.1.14), und es folgt daher, dass der
Energie-Impuls-Tensor symmetrisch ist,

TP =T (3.1.18)

Betrachte nun eine allgemeine konforme Transformation, die durch w beschrieben wird.
Falls die Wirkung konform invariant ist, muss

1
0, (T"wy) =T O, w, = 5 T (Oywy + Opwy) (3.1.19)
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verschwinden, wobei wir (3.1.14) und (3.1.18) beniitzt haben. Da w eine konforme
Transformation ist, gilt (2.3.6), und daher wird dieser Ausdruck

D, (T"e0,) = ;Tﬂﬂ x(x). (3.1.20)

Es folgt daher, dass der Energie-Impuls-Tensor einer konformen Feldtheorie zusétzlich
spurlos ist. Wir haben daher: falls eine Feldtheorie auf R™" konform invariant ist,
dann gilt

Konforme Symmetrie: 0, =0, T =T"", T",=0. (3.1.21)

3.1.1 Der zwei-dimensionale Fall

In zwei Dimensionen lassen sich die obigen Bedingungen elegant zusammenfassen. Im
euklidischen Fall (die Diskussion fiir den Minkowski Fall ist vollig analog) geben (3.1.21)

gerade
oT™ N orv 0 o1 n o
0x0 ozt 0x0 Ox!

—0, (3.1.22)

und
7O = —71t T =710, (3.1.23)

Wegen den zweiten Gleichungen gibt es nur zwei unabhangige Komponenten, namlich
T und T'°. Die ersten Gleichungen implizieren dann, dass

8T00 8T10 8T00 8T10
=0 — =0. 3.1.24
0x0 + Oxl ’ ( )

Ox? 0x?
Dies sind wiederum Cauchy-Riemann Gleichungen, die einfach besagen, dass

1 1
++ _ L (00 | pl0 —— _ 2 (700 _ .10
TH =2 (1% +i7%)  und T = . (7% — i) (3.1.25)
nur von z = 2% + iz! bzw. z = 2° — ix! abhingen,
9. T =0, o T~ =0. (3.1.26)

Diese Komponenten des Energie-Impuls-Tensors sind daher chirale Felder, d.h. sie han-
gen nur von z oder z, nicht aber von beiden Koordinaten gleichzeitig ab. Wie wir spater
sehen werden, generieren die chiralen Felder die Symmetriealgebra der Theorie.

3.2 Das freie Boson in zwei Dimensionen

Das einfachste Beispiel einer (zwei-dimensionalen) konformen Theorie ist die Theorie
eines freien masselosen Bosons. Im Euklidischen Fall wird diese Theorie durch die
Lagrange Dichte

L= -[(009)(009) + (010)(019)] (3:2.1)

DO | —
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beschrieben. Die zugehorige Theorie ist konform invariant, falls
dudy [(9:0)° + (0,0)?] = didg [(9:0)* + (90)?] - (3.2.2)
In der Tat ist
(0:0)° + (0y0)° = (020 0ol + 03¢ 027)* + (0:¢ 0, T + 950 0,7)*
A Y AT AN
_ 2 | (9T e | [ 9Y 9y
- oo |(3) - (5) | - | (32) + (3)

070y 07 0y

(3.2.3)

Jede konforme Transformation erfiillt die Cauchy-Riemann Gleichungen; daher ver-
schwindet der dritte Term, und

or\* (07 ) AN AN
- - — = || = — . 24
() ()] o= (G - (3 524
Die Bedingung (3.2.2) ist daher einfach, dass
dzdy)?(z,y) = didj, (3.2.5)

d.h. dass die Determinante ergibt

ox!
oxI

det

= \(2,y). (3.2.6)
Die Determinante ist einfach

_ (03 (05 _ (0% (05 _ . |(0%\ L (2%
~\oz) \ oy oy ) \ox) ox oy
und wir haben die konforme Invarianz gezeigt. Die Euler-Lagrange Gleichungen sind in
diesem Fall einfach

oz’
oxI

det =+ (z,y), (3.2.7)

(80(90 + 81(91) ¢ - O 5 (328)

und der Energie-Impuls-Tensor ist
. ) ) 1 ...
TV =09 ¢ — 55’]8% o' (3.2.9)
Der Energie-Impuls-Tensor ist offenbar symmetrisch und spurlos (diese letzte Eigen-

schaft gilt nur in dieser Form in zwei Dimensionen); um die Translationssymmetrie
0;T" = 0 zu sehen, rechnet man

0T = (0,0') P + (9'0) (07 ) — (7' p) . (3.2.10)
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Die letzten beide Terme heben sich gerade gegenseitig weg, und der erste Term ver-
schwindet vermoge der Euler-Lagrange Gleichung (3.2.8).
Wie schon zuvor ist es niitzlich, komplexe Koordinaten einzufiithren, z = 2% + ix!

und z = 2° — iz!. Die Euler-Lagrange Gleichung ist dann gerade
0.0:0=0. (3.2.11)
Die allgemeinste Losung ist daher, dass
d(2,2) = ¢r(2) + ¢or(2) . (3.2.12)

Da die Felder auf der komplexen Ebene (und nicht nur auf einer Uberlagerung der
komplexen Ebene) definiert sein sollen, kénnen wir sie wie folgt in Moden entwickeln:

1
or(z) = —q——plogz—l— Z
2 2
n;é()
1 —-n
or(2) = -q-— fplongr Z*dn’ :
2 2 n;éo

wobei die Summen iiber alle nicht-verschwindenen ganzen Zahlen laufen. [Die Faktoren
von ¢ treten natiirlicherweise auf, wenn man diese Euklidische Theorie durch Wick Ro-
tation aus einer Minkowski Theorie erhélt. Beachte, dass in ¢(z, z) nur die Kombination
log z + log z = log |z|* auftritt; die Funktion ¢(z, z) ist daher auf der komplexen Ebene
eindeutig definiert.]

Um die Theorie quantisieren zu konnen, miissen wir jetzt eine Zeitrichtung aus-
wahlen. In der Stringtheorie ist die konforme Feldtheorie zunachst auf einem Zylinder
definiert, wobei die Raumrichtung kompakt und die Zeitrichtung entlang der unendlichen
Ausdehnung des Zylinders lauft. Der Zylinder kann mittels einer konformen Abbildung
auf die komplexe Ebene (ohne den Ursprung) abgebildet werden; dabei entspricht dann
der Ursprung gerade ¢ — oo, wahrend der Punkt bei Unendlich ¢ — co entspricht. In
diesem Kontext ist also die Zeitrichtung gerade die radiale Richtung; wenn man sie der
Quantisierung zu Grunde legt (was wir nun tun wollen), spricht man auch von radialer
Quantisierung.

Um das konkret durchzufiihren, schreiben wir z = re? und z = re~. Die kanoni-
schen Vertauschungsregeln sind dann

[p(r,0),7 0, ¢(r,0)] =2m5(0 — ¢') . (3.2.13)

Der obige Ansatz ergibt nun

roy ¢p(r,0) = —ip— —= > apr me ™ "™ 3.2.14
(r,0") = \/Em%:o \/—H%;O ( )

Die obigen kanonischen Vertauschungsregeln (3.2.13) sind dann erfiillt, falls wir pos-
tulieren, dass die Moden a,, und a,, die Kommutatoren

[arw am] = n 5n,—m
[an,@m] = 0 (3.2.15)
[C_Ln, am] = n 6n,7m
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erfiillen. Ausserdem gilt
[g.p] =i, (3.2.16)

wahrend alle anderen Kommutatoren verschwinden. In der Tat ist dann die rechte Seite
von (3.2.13) gerade

1

[¢(T> 9)7 T8T¢(T7 8/)} =5

5 > (7O~ 4 emO=00) = 27 6(0 — 6). (3.2.17)

neZ

3.2.1 Die konforme Symmetrie

Wir erwarten, dass auch die Quantentheorie konform invariant ist. Um dies zu beweisen,
miissen wir jetzt die Generatoren der konformen Symmetrie konstruieren. Wie wir in
Kapitel 3.1.1 gesehen haben, ist die T~~ Komponente des Energie-Impuls-Tensors ein
chirales Feld. Wegen (3.2.9) ist diese Komponente

T~ = ; (TOO - iT01>
= ; <80¢80¢ - ; (80¢ 80§b + alQb 81¢) — @c%gb 81gz5)
= ; (80¢ —1019) (o9 — i010)
= ZWW : (3.2.18)
und entsprechend fir
T =0:00:0. (3.2.19)

Da ¢(z,2) = ¢r(2) + ¢r(2), tragt zu T~ nur ¢, bei, und entsprechend fiir 77,

T77 =0.000.0, T =0:00:05. (3.2.20)

Mit der obigen Modenentwicklung fiir ¢y (z) ist

0.01(z \[2 anz ", (3.2.21)

neZ

wobei wir ag = p/ v/2 definiert haben, und ensprechend

0:0r(? Z anz ", (3.2.22)

nEZ
wobei wiederum ay = p/ V2 ist. Entwickeln wir 77~ und T+ als

= > Lz, TH(E) ==Y L,z "7, (3.2.23)

neZ neZ
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dann sind die zugehorigen Moden gerade

L, = 1 Z Qaj Qp—|
2 lez

_ 1 o

Ln = = Z a; Ap—q -
2 leZ

[Da fiir n = 0 der Kommutator der beiden Operatoren, die in der unendlichen Summe
auftreten, nicht verschwindet, muss man in diesem Fall auf die Reihenfolge achten, in
der diese Operatoren stehen; dies wird weiter unten diskutiert werden. Das folgende
gilt daher zunéchst nur fiir n # 0.] Diese Moden implementieren gerade die konformen
Symmetrietransformationen. Um dies zu sehen, berechnen wir den Kommutator

1
[Lm7 an] = 5 Z [al Qm—1, an]
leZZ
1
= 3 > (g [amt, an] + [ar, an] ny)
leZ
1
= 5 (_n Amin — na'm-l—n)
= N (3.2.24)

Entsprechende Formeln gelten dann auch fiir den Kommutator von [L,,, a,]. Ausserdem
finden wir mit einer ahnlichen Rechnung

75 0m [Lon, q) = _ﬁd’”' (3.2.25)

Der Operator L,, implementiert dann in der Tat die Transformation (2.5.47), da

[Lm7 CI] - -

Lm0z 9] = ——sn = 3

n#0

— _\;5 Zalzm—l

lez
= 2", ¢(z, 7). (3.2.26)
[Beriicksichtige hier, dass [L,, ¢r(2)] = —fﬁam!] Die Rechnung fiir den Kommutator

von L,, ist analog.
Um unser Argument zu vervollstandigen, miissen wir jetzt noch den Operator Lg
definieren (und nachweisen, dass er auch entsprechende Vertauschungsregeln mit ¢(z, z)

hat). Wir postulieren, dass
1 1

1
L0:§Z:ana_n221p2+22:ana—n:7 (3227)

nezZ n#0
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wobei die Normalordnungsvorschrift bedeutet, dass

L QL = Qp O falls m>n
= apa, falls m<n. (3.2.28)
[Insbesondere bedeutet das, dass wir den Operator Ly auch als
L,
Ly=-p"+> a_,a, (3.2.29)

4 n>0

schreiben kénnen.] Die Rechnung (3.2.24) ist identisch wie zuvor, und wir haben deshalb
Lo, an] = —nay,, [Lo, @) = —na, . (3.2.30)
Es folgt ausserdem aus (3.2.16), dass

i i _ i i
[Lo,q) = —5 ap,  [Lo.gl=—5p=——7xao. (3.2.31)

2P T 2 NG

Mit denselben Argumenten wie oben folgt dann, dass (3.2.26) auch fiir m = 0 gilt.
Damit haben wir gezeigt, dass die Quantentheorie tatsachlich Operatoren besitzt, die
die infinitesimale konforme Symmetrie implementieren. Die Konstruktion dieser Sym-
metriegeneratoren als Bilineare der bosonischen Moden wird Sugawara Konstruktion
genannt.

3.2.2 Die Virasoro Algebra

Es ist instruktiv, jetzt die Kommutatoren der konformen Generatoren L,,, zu berechnen.
Aus der Jakobi Identitét folgt, dass

0= [Lmv [Lna ¢<Z7 E)H + [Lm [gb(Z, 2)7 Lm“ + [¢(Z’ 2)7 [Lm, Ln“ : (3'2'32)

Unter Beniitzung der Anti-Symmetrie der Kommutatoren kann man diese Identitat auch
als

(Lo L), (2, 2)] = [Ln, [Ln, (2, 2)]] = [Lns [Lm, $(2, 2)] (3.2.33)

schreiben. Da der Kommutator [L;, ¢(z, Z)] wegen (3.2.26) wie ein Differentialoperator
auf ¢(z, z) wirkt, folgt aus der selben Rechnung wie in Kapitel 2.5.2, dass

[Lm, Ln], ¢(2, 2)] = (m = 1) [Ln g, (2, 2)] - (3.2.34)

[Die Wirkung von (3.2.26) unterscheidet sich durch ein Vorzeichen von (2.5.47). Die
obige Rechnung ist dennoch korrekt, da sich bei der Auswertung von

(L, [Lns 6(2, 2)]) = 2710, L, 6(2, 2)] = 210, (27710.) é(z, 2) (3.2.35)
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die Reihenfolge relativ zu der in Kapitel 2.5.2 beniitzten umdreht.] Zunéchst kénnte
man denken, dass dies impliziert, dass

[Lim, L] = (m —n) Lyt (3.2.36)

d.h. dass die Operatoren einfach die Witt Algebra (2.5.48) erfiillen. Jedoch ist das nicht
korrekt: das obige Argument zeigt lediglich, dass (3.2.36) bis auf Operatoren stimmen
muss, die mit ¢(z, z) vertauschen. Jeder solche Term muss daher mit allen a, und
a, vertauschen, und deshalb insbesondere auch mit L, und L,; vom Standpunkt der
Witt Algebra definiert dieser Korrekturterm daher einen zentralen Operator. Bevor wir
diesen zentralen Term berechnen, ist es instruktiv, ein paar allgemeine Bemerkungen zu
zentralen Erweiterungen zu machen.

3.2.3 Interlude: Zentrale Erweiterungen

Sei g eine Lie Algebra (zum Beispiel die Witt Algebra), die durch den Kommutator
[a,b] € g fur a,b € g definiert ist. Eine zentrale Erweiterung von g ist die Lie Algebra
g =g ® C, deren Kommutatoren durch

[a,b]" = la,b] + k6(a,b) (3.2.37)
k] = kA =0, (3.2.38)

gegeben sind, wobei k der Basisvektor in C ist. Die Abbildung 6 : gé®g — C ist bilinear.
Damit dies eine konsistente Lie Algebra definiert muss 6 anti-symmetrisch sein,

0(a,b) = —0(b,a). (3.2.39)
Ausserdem muss die Lie Algebra g die Jakobi Identitét erfiillen: dies verlangt, dass
0(a, [b,c]) + 6(b, [c,a]) + 0(c, [a,b]) = 0. (3.2.40)

Diese Bedingung ist genau die Bedingung, dass # ein 2-Kozykel der Lie Algebra g ist.
Der Raum dieser 2-Kozykel ist ein Vektorraum: falls 6; und 5 die beiden Bedingungen
(3.2.39,3.2.40) erfiillen, dann ist das auch fiir af; 4+ 56, mit «, 5 € C der Fall.

Manche zentralen Erweiterungen sind trivial in dem Sinn, dass sie in eine Redefinition
von g absorbiert werden kénnen. Fuer jedes Lie Algebra element a definiere

a=a—kéa), (3.2.41)

wobei § : g — C eine linear Abbildung ist. Wegen (3.2.38) ist der Kommutator von a
mit b dann gleich dem Kommutator von a und b, aber da auch [a, b] umdefiniert wurde
findet man

@, = [a,b] + k0(a, b) = [a,0] + k [0(a, b) + £([a, b])] . (3.2.42)

Es ist einfach zu sehen, dass (a, b) — £([a, b]) die beiden 2-Kozykel Bedingungen (3.2.39)
und (3.2.40) erfiillt; jedes ¢ : g — C definiert daher einen sogannten Korand. Die
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interessanten zentrale Erweiterungen werden daher durch den Quotientenraum der 2-
Kozykel modulo der Korander beschrieben; dieser Quotientenraum ist gerade die zweite
Kohomologie H? der Lie Algebra g.

Fiir endlich-dimensionale halb-einfache Lie Algebren ist H? = {0}, d.h. diese Lie
Algebren besitzen keine nicht-trivialen zentralen Erweiterungen. (Ubungsblatt). Die
Witt Algebra hat jedoch eine nicht-triviale zentrale Erweiterung. Wir wollen nun den
Raum der zentralen Erweiterungen der Witt Algebra analysieren. Wir machen den

Ansatz
[Lim, L] = (m —n) Liyin, + Cn (3.2.43)

wobei ¢ = 0(Li, Ly,). Die Matrix ¢,,,, muss anti-symmetrisch sein, ¢y, = —Cpm.
Die Kozykel-Bedingung ist nun

(n—k)emmir + (B —m)Cppym + (M — n)ckmin = 0. (3.2.44)

Zunachst wollen wir die Freiheit, einen Korand zu addieren, dazu beniitzen, die Terme
Cn,0 = Com = C1,—1 = 0 zu setzen. Dazu definieren wir

L, = L,+ CLnO falls 1 # 0 (3.2.45)

Ly = Lo+ ;c“ : (3.2.46)
Es folgt dann, dass

[f/m, [N/O] = nl,+ cpo = nLy, (3.2.47)

[L1,L_y] = 2Lo+ci—q = 2L, (3.2.48)

d.h. nach Redefinition durch einen Korand gilt ¢, o = ¢p,, = ¢1,-1 = 0. Nun beniitzen
wir (3.2.44) mit k=0
NCpn — MCpm = 0. (3.2.49)

Zusammen mit der Antisymmetrie von ¢, ,, folgt dann, dass
(m—+n)cm, =0. (3.2.50)

Dies bedeutet, dass ¢, , = 0 fiir alle m, n fiir die nicht m+n = 0. Schliesslich betrachten
wir (3.2.44) mit k=—m —1lundn =1

(m + 2)Cm,—m + (m — 1)C_m_17m+1 =0 s (3251)

was zu der Rekursionsformel

m+ 2

mcm’_m7 m Z 2 (3252)

Cm+1,—m—1 =
fithrt. Die allgemeinste Losung dieser Rekursionsformel ist dann

Crn = %m(m +1)(m — 1)6p . (3.2.53)
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Dieses Argument beweist, dass der Raum der zentralen Erweiterungen fiir die Witt
Algebra gerade 1-dimensional ist; die 1-Parameter Familie von zentralen Erweiterungen
ist durch den Parameter ¢ beschrieben. Dieser Parameter wird iiblicherweise zentrale
Ladung genannt.

Zentrale Erweiterungen von Lie Algebren hingen eng mit projektiven Darstellungen
der zugehorigen Gruppen zusammen. Letztere treten natiirlicherweise in der Quanten-
theorie auf, da der Raum der Zustande ein projektiver Vektorraum ist. Eine projektive
Darstellung einer Gruppe U : G — End(V) ist eine Darstellung, fiir die

U(g)U(h) = c(g,h)U(gh) (3.2.54)

gilt, wobei ¢(g, h) € C ein Gruppenkozykel ist. Die Kozykelbedingung kommt in diesem
Fall von der Assoziativitat dieser Operatoren; dies fithrt zu

c(g1, 9293) (92, 93) = (9192, 93)c(g1, g2) - (3.2.55)

Durch Redefinition von U(g) kann man leicht ‘triviale’ projektive Darstellungen erzeu-
gen. Betrachte dazu die Redefinition von U(g) durch eine g-abhéngige Zahl,

U(g) — U(g)c(g) - (3.2.56)
Eine solche Redefinition modifiziert den Kozykel ¢(g, h) vermoge
c(g)e(h)
c(g,h) — c(g,h) —"——=. 3.2.57
(9:h) = elg, 1) = ms (3.2.57)

Die Menge der Kozykeln bilden eine Gruppe unter Multiplikation; die projektiven
Darstellungen sind dann durch die Quotientengruppe der Kozykeln modulo der Korander
(d.h. der Transformationen der Form (3.2.57)) definiert. Dieser Quotientenraum ist
wiederum eine Gruppe, und wird als 2. Kohomologiegruppe der Gruppe G, H?(G, C)
bezeichnet. Die 2. Kohomologie der einfach zusammenhéngenden Uberlagerungsgruppe
stimmt gerade mit der 2. Kohomologie der zugehorigen Lie Algebra itiberein; ins-
besondere ist die 2. Kohomologie fiir die Identitdtskomponente der einfach zusam-
menhangenden einfachen Lie Gruppen trivial. Fiir diskrete Gruppen ist jedoch diese
Kohomologie oft nicht trivial; zum Beispiel ist

H*(Zy x Zy,C) = Zs. (3.2.58)
Nicht-triviale Gruppenkohomologien diskreter Gruppen implizieren, dass der zugehorige
Orbifold einer Stringtheorie ‘diskrete Torsion’ besitzt.
3.2.4 The zentrale Ladung fiir das freie Boson

Nach diesen Vorbemerkungen, jetzt aber zur eigentlichen Rechnung: betrachte zunachst
den Fall des Kommutators [L,, L,| wobei m + n # 0:

1
{Lm7 Ln] = § Z[Lma aj anfl]

leZ
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m> al Ap—1 + ap [Lm7 an—l])

N

€

N

(Iz

( lamsy Qp_y + (l - n)al Amtn— l)
S
((m

N~ N~ N~

— l CL[ Umin—1 + (l - n)al Qm4n— l)

N

€

m —n) Lyin - (3.2.59)

—~

Hier haben wir beniitzt, dass, solange m +n # 0, es auf die Reihenfolge der Operatoren
in der vorletzten Zeile nicht ankommt. [Falls m = 0 oder n = 0 ist diese Rechnung auch
giiltig, da allfallige Korrekturterme, die durch Normalordnung von L, auftreten kénnen,
immer zentral sind, und daher nicht zu dem Kommutator beitragen kénnen.|

Der problematische Term ist daher der Kommutator [L,,, L_,,], wobei ohne Ein-
schrankung der Allgemeintheit angenommen werden kann, dass m > 0 ist. Fur L_,,
spielt die Ordnung der Generatoren keine Rolle, aber es ist dennoch fiir das folgende
niitzlich, L_,, als

Z A_m_1a; + = Z a; A_m—1 (3260)

>0 <0

zu schreiben. Dann haben wir (fiir m > 0)

1 1
[Lma Lfm] = 5 [Lm7 A_m—| al] + 5 Z[Lm, aj afmfl]
>0 1<0
1
= 5 Z((m + l) a_;a; — la,m,l amH)
>0

+— Z( lam+la_m_l+(m+l)ala_l)

<0
1
= 7Zm+l a_jap: ‘|— Z PO Ay -
2 iz lez
1 —1
+5 Z (_l) [am—i-la a—m—l] . (3261)
l=—m+1

[Der letzte Term kommt hier daher, dass der dritte Term der dritten Zeile nicht korrekt
normal-geordnet ist.] Die beiden Terme in der vorletzten Zeile sind jetzt gerade

—Zm—l—l a_jaj: —|— Z Sa_q ::mZ:a_lal =2mLy. (3.2.62)
lez 2 ez lez
Sie ergeben daher gerade (m — n)L,,., fir n = —m. Der letzte Term in (3.2.61) ist
dagegen
1 -1 1 m—1 m m—1 1 m—1
= > (=D)(m ~ N i(m — N1 - 2 (3.2.63)
2 S 2 =1 23 2 3
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Nun gilt

S )
I = —m(m-1)
=1 2
m—1 1
P = -©2m—1)m(@m-—1),
=1 6
(3.2.64)
und daher ist der letzte Term in (3.2.61) gerade
m 1 11 m  2m—1
Lomm—1) =5 @m-1mm—1) = m(m-1) (4— _ )
1
= g™ (m—1)(m+1). (3.2.65)

Wir finden daher, dass die Algebra der infinitesimalen Transformationen L,, gerade die
Vertauschungsregeln

1

om (m* —1) (3.2.66)
erfilllen. Dies ist die bertihmte Virasoro Algebra. Der Koeffizient vor dem zentralen
Term wird im allgemeinen durch 5 parametrisiert, wobei ¢ die zentrale Ladung genannt
wird; die obige Darstellung der Virasoro Algebra hat daher den Wert ¢ = 1.

Ly, L) = (m —n) Ly +

3.3 Das freie Fermion in zwei Dimensionen

Die zentrale Ladung einer konformen Feldtheorie ist nicht immer gleich ¢ = 1. Zum
Beispiel nimmt sie den Wert ¢ = 1/2 fiir eine freie Fermionentheorie an.

Die Euklidische Wirkung eines freien Majorana-Fermions in zwei Dimensionen ist
durch die folgende Lagrange Dichte definiert

1 .
L= 3 DT A~ 0, (3.3.1)
wobei die Dirac-Matrizen %, i = 0, 1, die Dirac Algebra erfiillen,
Yl iyt =264 (3.3.2)

Das Fermionenfeld ¢ hat zwei Komponenten (1/,), und die zwei-dimensionale Darstel-
lung der Dirac Algebra ist durch

7°—<(1] é) 71—(? _OZ> (3.3.3)

gegeben. Es folgt daher, dass
Oy + 10 0 d: 0
0,0 %) 1 %) 0 1 z
7 (70 + 1)—( 0 80—2'81) 2(0 &L)’ (3:34)
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wobei, wie zuvor, z = 2% +ix! und z = 2° — ia!. Die Wirkung hat daher die Form

S = / dzdz (0 + 0.9 . (3.3.5)

Die Euler-Lagrange Gleichungen, die daraus abgeleitet werden, sind einfach, dass
0 =0, 0.4 =0, (3.3.6)
d.h. ¥ = 9(2) und ¢ = 9(2). Wir konnen daher die Felder ) und v wie folgt entwickeln:

1 —s—1/2
’QD(Z) = ﬁ;bsz /7
B(z) = jﬁzbsz—s—m. (3.3.7)

In der Situation, die uns hauptsachlich interessiert, sind diese Felder zunéchst auf einem
(unendlichen) Zylinder definiert, der dann vermittels einer konformen Abbildung auf die
komplexe Ebene (ohne den Ursprung) abgebildet wird. Es gibt daher zwei verschiedene
Sektoren dieser Theorie, die sich dadurch unterscheiden, ob das Fermionfeld 1 (oder )
auf dem urspriinglichen Zylinder periodische (Ramond-Sektor) oder anti-periodische
(Neveu-Schwarz-Sektor) Randbedingunen erfiillt. Nach der Transformation auf die
komplexe Ebene entspricht das dann den zwei Méglichkeiten, dass ¢(z) periodisch oder
anti-periodisch unter z — €*z ist. Da das Fermionfeld sich nicht-trivial unter der
relevanten konformen Tranformation transformiert (siehe weiter unten), entspricht der
R-Sektor gerade s € Z auf der komplexen Ebene, wohingegen der NS-Sektor gerade
se L+ % gibt. Im Folgenden werden wir hauptsachlich den technisch einfacheren Fall
von NS-Feldern behandeln.

Als néchstes wollen wir die Theorie quantisieren. Dazu postulieren wir die folgenden
Vertauschungsregeln fiir die Moden

{b87 bt} - 55,—t ) {687 Bt} - 68,—15 ) (338)

wobei hier {.,.} den Anti-Kommutator bezeichnet. Da

S0 = 275(0 — 0 (3.3.9)

fithren diese zu den kanonischen Vertauschungsregel fiir das Fermionfeld auf der kom-
plexen Ebene

{z20(2), 220()} = 7d(0—1), (3.3.10)
{z29(2),720(2)} = n6(0—0), (3.3.11)
wobei z = re® und 2/ = re®® mit entsprechenden Formeln fiir Z = re=®, u.s.w. Die

Vorfaktoren 22 und 2’2 (und entsprechend z2 und 7/ %) rithren daher, dass die Fermio-
nenfelder sich unter der konformen Transformation, die den Zylinder auf die komplexe
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Ebene abbildet, nicht-trivial transformieren. (Wir werden das spéter genauer disku-
tieren.)

Die obigen Identitaten gelten unabhangig davon, ob s ganzzahlig oder halbzahlig ist.
Insbesondere gelten daher die Vertauschungsregeln (3.3.8) gleichermassen fiir den NS-
und den R-Sektor.

3.3.1 Die konforme Symmetrie

Wie zuvor wollen wir jetzt die Generatoren der Virasoro Algebra aus den freien Fermio-
nenfeldern konstruieren. Unter Ausniitzung der Bewegungsgleichungen finden wir jetzt,
dass

1

T = (T —ir")
2
_ ;(zz(aozz)w(aow—z‘z/?(aﬂm—w@w))
— o (3.3.12)

Wie erwartet ist 7~ also wiederum ein chirales Feld, das wir wie zuvor als

T (2) == L,z "7 (3.3.13)

neZ

entwickeln. Da
1 1 N ., s
Yo = —3 stz s 2Zbr (r+2>z "2
1 2 1
= -3 D2 bur by (r + 2) : (3.3.14)

folgt daraus, dass
1
L, = B S by 1, (3.3.15)

wobei die Normalordnungsvorschrift, die fiir Fermionen relevant ist, sich durch ein Mi-
nuszeichen vom bosonischen Fall unterscheidet

2b.by: = b, b falls s>r
= —bsb, falls s <r. (3.3.16)

[Wegen der Anti-symmetrie der fermionischen Moden verschwindet der —i—% Term in
der Klammer von (3.3.14). Dies gilt zunéchst nur, falls n # 0 ist. Fiir Ly ist dieser
Korrekturterm gerade eine Zahl, und kann deshalb durch diese quasi-klassischen Analyse
sowieso nicht direkt bestimmt werden. (Ein eventuell auftretender zentraler Term in
der Defitinion von Ly wird dadurch festgelegt, dass die Moden L,, gerade die Virasoro
Algebra erfiillen sollen. )]
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Eine entsprechende Formel gilt natiirlich auch fiir L,; im folgenden werden wir uns
nur auf den chiralen Sektor (der durch b, erzeugt wird) beschrinken, da die Diskussion
fiir den anti-chiralen Sektor (der durch b, erzeugt wird) offensichtlich identisch ist.

Als erstes berechnen wir den Kommutator von L, mit den fermionischen Generatoren
[Lnabs] = 3 Z n— rbr,b
— 5 zr: T (bnf'r' {b'r'7 bs} - {bnfr’ bS} b,r-)

= ; (—5 bpys — (n + S) bn+s)
n

_ (_2 _ 5) b (3.3.17)

Hier haben wir wiederum bentitzt, dass allfallige Normalordnungskorrekturterme fiir
diese Rechnung keine Rolle spielen. Um zu zeigen, dass diese Definition von L,, ange-
messen ist, berechnen wir

[Lny(2)] = D027 [Ln, ]
= 227871/2 <_T2L - 5) bn—i—s
= 2" zs: Zs712 (Z — s) bs . (3.3.18)

Dies stimmt mit

2"M0(2) = 2" Z < s — > bez 5712 (3.3.19)

nur fiir den Fall von n = —1 iiberein. Der Grund fiir diese Diskrepanz besteht darin,
dass sich das Fermionfeld nicht-trivial unter konformen Transformationen transformiert.
Unter der Transformation z — f(2) = z + w(z), transformiert sich das Fermionfeld

namlich als 1

V()= ()" (F(2)),  mit h= 5 (3.3.20)

[Diese Vorschrift ist offensichtlich mit der Gruppenstruktur der Transformationsgruppe
vereinbar: dies ist einfach eine Folge der Kettenregel, die besagt, dass

0:1(9(2) = f'(9(2)) ¢'(2) ] (3.3.21)

Um zu zeigen, dass (3.3.20) tatsdchlich mit (3.3.18) kompatibel ist, betrachte die in-
finitesimale Transformation, z — z + e2"™!. Die rechte Seite von (3.3.20) ist dann zu
erster Ordnung in €

(1+h(n+1)ez") (V(2) + 2" 10.10(2) ) = (2)+e [2"710. + hin +1)2"| ¥(2) . (3.3.22)
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Wenn das auf ¢(z) angewendet wird, erhélt man, statt (3.3.19)

2", + ;(n + 1)2"} Y(z)=2") (;l — s) bez 572 (3.3.23)

was damit in der Tat mit (3.3.18) iibereinstimmt.
Der Umstand, dass sich das Fermionfeld wie in (3.3.20) unter konformen Transfor-

mationen transformiert, ist ibrigens auch der Grund dafiir, dass die Faktoren z%, Uus.w.
n (3.3.10) auftreten.

3.3.2 Die Virasoro Algebra im fermionischen Fall

Wie zuvor im bosonischen Fall ist es auch jetzt instruktiv, die Virasoro Algebra zu
berechnen, um dadurch die zentrale Ladung ¢ zu bestimmen. Falls m + n # 0 haben
wir wieder

(Lo, L] = }: (Lo by b ]
- 5 Z r ((_m/2 - T) bm+r br—r + 0y <_m/2 —n+ 7’) bm+n_7~)
= Zb bmw( —m/2 = n+7)+ (r—m) (m/2-7))
= (m - TL) 5 ; r br bm—i—n—r - ,nf 2 br bm+n—r . (3324)

Der letzte Term verschwindet, da der Term mit » und der Term mit m + n — r sich
gerade wegheben. Damit haben wir gezeigt, dass fiir m +n # 0

(Lo, L] = (m = n) Ly (3.3.25)

Um den zentralen Term zu bestimmen miissen wir jetzt noch den Kommutator [L,,, L_,]
mit m > 0 berechnen:

1 1
[Lma Lfm] = 3 Z S [Lm7 bfmfs bs] -3 Z S {Lm> bs bfmfs]

2 s>0 2 5<0
1 1

= 3 Z S [Lm7 bfmfs]bs + 3 Z S bfmfs [Lmy bs]
2 s>0 2 s>0

- a Z Lmyb b—m s ZSb Lmab—m s]
s<0 5<0

1

= 72 (m/248)b_sbs + = Z —m/2 — 8) b_p—s by s
2 s>0 2 s>0

—72 —m/2 —s) m+5b,m,s—fz (m/2+ s)bsb_g

s<0 s<0
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= ;ZS(m/Hs) tb_ + Z (=m/2 = 5) : boms s :
1
—= Y s(=m/2 = 8) {bmsss bom—s} (3.3.26)
2 —m<s<0

Die ersten beiden Terme sind gerade

- Z( (m/2+s) +(m/2—s) (s—m)) tb_ by = ;Qm ZS:S tb_g by —ﬂf XS: tb_gby .
(3.3.27)

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet wieder wegen der Anti-Symmetrie
der fermionischen Moden (d.h. weil der Beitrag von s und der Beitrag von —s sich
gerade wegheben; dieses Argument gilt nur im NS-Sektor). Der erste Term ist gerade,
wie erwartet, 2mLg. Schliesslich ist der letzte Term in (3.3.26) fiir den Fall, dass die
Fermionen im NS-Sektor sind, gerade

5,20 (57 = x5 ()

0<s<m =1
1 1 /m mo om+ 1
- ﬁ_(1) el
2; ACHE ;Jr s
1 1 /m
= 12(2m+1)(m+1)m—4<2+1> (m+1)m
1
—i—g(m—l—l)m
1
- (m+1)[12(2m+1)—(m+2—1)]
1
= ﬂm(m—l-l)(m—l), (3.3.28)

wobei wir (3.2.64) beniitzt haben. Daher folgt, dass die Virasoro Algebra im NS-Sektor
gerade die Vertauschungsregeln

(Lins L] = (m — 1) Loy + % m (m? — 1) (3.3.29)
mit
1 (3.3.30)
C = B .0,
erfullt.

Die Analyse im R-Sektor ist im wesentlichen identisch, es gibt jedoch ein paar
wichtige Unterschiede. Zum einen verschwindet der letzte Term in (3.3.27) nicht mehr,
da der Term mit s = 0 gerade —m?/8 ist. Zum zweiten ist in der letzten Summe in
(3.3.26) s ganzzahlig, und wir erhalten daher, statt (3.3.28),

185 - e nE

s=1 s=1

DN | —
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_ 112(2m+1)m(m+1)—n;(m+1)

1
= gym(m+1)(m+2). (3.3.31)

Zusammen mit dem Beitrag —m?/8 aus (3.3.27) erhalten wir daher

2

214m(m+1)<m+2)—”; = 57 (m+1) (m+2) - 3m)
= ﬂ( ?+2)
::Zm%w+ﬁg (3.3.32)

wobei wir wiederum (3.2.64) beniitzt haben. Der erste Term gibt wieder die richtige
zentrale Ladung (¢ = 1/2), und der letzte Term bedeutet, dass im R-Sektor L,, nicht
durch (3.3.15), sondern durch

1 1

LE = Z 7 by byt +— Onpo (3.3.33)
reZ 16

O

gegeben ist. [Der Beitrag von 2mLg auf der rechten Seite des Kommutators [L,, L_,]
enthélt dann zusdtzlich den Term 2m/16 = 3m/24. Die Addition dieses konstanten
Terms dndert natiirlich keine der anderen Kommutatoren. |
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4 Konforme Felder und die chirale Theorie

Wir wollen nun allgemeine Konsequenzen der konformen Symmetrie fiir zwei-dimensio-
nale konforme Feldtheorien analysieren. Insbesondere wollen wir analysieren, inwieweit
die konforme Symmetrie die Struktur der Vakuumerwartungswerte bereits bestimmt.
[Die Einschrankungen, die wir ableiten werden, gelten tibrigens nicht nur in zwei Di-
mensionen; wir werden jedoch die Analyse nur in diesem Fall durchfiihren.]

4.1 Primare Felder

Wie wir oben im Fall des Fermionfeldes 1) (z) gesehen haben, transformieren sich die
Felder einer konformen Feldtheorie im allgemeinen nicht trivial unter konformen Trans-
formationen. Im einfachsten Fall ist jedoch die Transformation einfach durch einen
skalaren Vorfaktor beschrieben und ist von der Form

(=2 (1) (7)) (1), 72) (4.11)

wobei f(z) eine analytische Funktion von z ist, und f(2) ihre komplex Konjugierte. In
diesem Fall nennt man ¢ ein primdres Feld; die beiden Parameter h und h sind die
sogenannten konformen Gewichte des Feldes 1. Zum Beispiel, das Fermionfeld ¢(z) des
vorigen Kapitels hat h = 1/2, h = 0. Im folgenden wollen wir hauptsichlich den Fall

betrachten h = h, fiir den gilt
V(= 2) = |1 )" o), F(2) - (4.1.2)

Die Vakuumerwartungswerte von Priméarfeldern sind durch die konforme Symmetrie
stark eingeschrankt. In der Tat ist fiir die folgende Diskussion nur die Moébiussymmetrie
relevant; entsprechende Einschriankungen gelten daher auch fiir konforme Feldtheorien
in anderen Dimensionen (fiir die die ganze konforme Symmetriegruppe gerade aus dem
Analogon der Md&biusgruppe besteht). Die Mébiusgruppe besteht aus den fraktional
linearen Transformationen, d.h. aus den Abbildungen

az+b

&) =2 (4.1.3)

wobei a, b, ¢, d komplexe Konstanten sind, und ad —bc = 1. Sie ist genau die Gruppe der
invertierbaren analytischen Funktionen, die die 1-Punkt-Kompaktifizierung der kom-
plexen Ebene (die Riemannsche Kugel) auf sich selbst abbilden. Die anderen lokal kon-
formen Transformationen, die wir diskutiert haben, haben weitere Singularitaten, und
definieren daher nicht direkt Symmetrien von Vakuumerwartungswerten. [Sie fithren
zu sogenannten Ward Identitaten, die die Vakuumerwartungswerte weiter einschranken;
die Struktur der daraus resultierenden Differentialgleichungen ist aber im allgemeinen
kompliziert.] Diese Subtilitdt ist darauf zuriickzufiihren, dass das Vakuum der Theorie
nicht unter der ganzen Virasoro Algebra invariant sein kann. Das Vakuum € ist auf
jeden Fall translations- und skaleninvariant, und daher gilt

L,lQ:O, LoQZO, (414)
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aber es ist nicht moglich, dass es von allen L, vernichtet wird. Dies ist eine Folge der
Algebrastruktur der Virasoro Algebra: betrachte zum Beispiel den Kommutator

(Lo, L_s] = 4 Lo + g . (4.1.5)
Falls L, Q) = L_,Q = 0, dann wiirde auch der Kommutator auf der linken Seite 2
vernichten. Da Ly {2 = 0, ware das nur dann konsistent, falls ¢ = 0 — im allgemeinen
ist dies aber, wie wir gesehen haben, nicht der Fall.

Es ist jedoch konsistent anzunehmen, dass das Vakuum von Ly und L., vernichtet
wird — das obige Argument greift in diesem Fall nicht, da [L;, L_;] = 2 Lg. Die Kor-
relationsfunktionen (d.h. die Vakuumerwartungswerte) transformieren sich dann unter
der Mobiusgruppe vermoge der obigen Transformationseigenschaften der Primarfelder.

Wir wollen das nun im Detail analysieren. Dazu betrachten wir zunachst den Fall
einer 1-Punktfunktion,

(U(z,2)), (4.1.6)

wobei 1) ein primires konformes Feld mit konformem Gewicht h(= h) ist. Da die kon-
forme Gruppe Translationen enthélt (und das Vakuum translationsinvariant ist) kann
diese 1-Punktfunktion in der Tat nicht von (z, zZ) abhéngen. Unter einer Skalentransfor-
mation f(z) = Az haben wir dann

F = ((z,2)) = A" (¥(Az,22)) = A" F, (4.1.7)

wobei wir ausgeniitzt haben, dass F' nicht von (z, Z) abhéngt. Es folgt daher, dass F' # 0
nur moglich ist, falls h = 0:

Die Einpunktfunktion eines konformen Primarfeldes ¢ kann nur dann von
null verschieden sein, falls das konforme Gewicht h, = 0.

Als néchstes betrachten wir eine Zweipunktfunktion,

(Y1 (21, 21) P2(22, Z2)) (4.1.8)

wobei das konforme Gewicht von 1); gerade h;(= h;) ist. Wegen der Translationsinvarianz
kann diese Zweipunktfunktion nur von der Differenz der Argument abhéangen, und die
Skaleninvarianz impliziert, dass

F(z1— 20,21 — Z2) = (1(21, 21) ¥(22, 22))
= |>\‘2h1+2h2 (h1(Az1, Az1) Y2 (A2, AZ2))
= PR Rz - 22), Mz — 2)) - (4.1.9)

Daraus folgt, dass

(V1(21, 21) Ya(2, 72)) = Clzg — 29| #7202 (4.1.10)
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Bisher haben wir nur Translations- und Skaleninvarianz beniitzt; unter einer speziellen
konformen Transformation

z , 1
— = i 4.1.11
finden wir
Clzy — 2| 72722 = (3hy(21, 21) a(22, 22))
1 2hy 1 2hs
- ‘(1 —vz)? (1 —vz)?
2 Z1 2o Zo
: <77ZJ1 <1 - 1/2’17 1-— 1721) % <1 - 1/2’2, 1-— 1722))>
1 4hy 1 4ho 2 2 —2h1—2hs
- O | _
(1 —vz) (1 —vz) 1—vzy 1—vz
= C |Zl o Zg|_2h1_2h2 |(1 o 1/21)|2h2_2h1 |(1 o V22)|2h1—2h2 ]

Daraus folgt dann, dass C' # 0 nur moglich ist, falls hy = hy. Wir schliessen also:

Die Zweipunktfunktion zweier konformen Primarfelder ¢, und 1 kann nur
dann von null verschieden sein, falls die beiden konformen Gewichte iiber-
einstimmen. In diesem Fall ist

(¥1(21,21) ¥a(22, Z2)) = Clzg — 2o ™" (4.1.12)

Die konforme Symmetrie ist auch hinreichend, die Struktur von Dreipunktfunktionen
zu bestimmen. Dies ist eine Folge davon, dass fiir jede beliebige Kombination von drei
distinkten Punkten, (2, 22, 2z3), eine Mébiustransformation f(z) existiert, die diese drei
Punkte auf (0,1, —1) abbildet. [Entsprechend bildet dann die Mé&biustransformation

f(z) die drei Punkte (zi, 22, z3) auch auf (0,1, —1) ab.] Die Funktion f(z) ist einfach
durch

_ (2 — 21) (22 — 23)
J(2) = (20 — 21)(2 — 23) + (23 — 21) (2 — 22) (4.1.13)
gegeben. Nach Konstruktion ist f(z1) = 0, f(22) = 1 und f(2z3) = —1. Man rechnet

leicht nach, dass

Fi(z) = -2 (22 — 23) (21 — 23) (21 — 22) 5. (4.1.14)
((z2 —z21)(z—23) + (23 — z1) (2 — 22))

Zur Berechnung der Struktur der Dreipunktfunktion miissen wir ferner ausrechnen

: _ lm-n)a-—n)(a-n) 1 (:2-2)
fa) = 2 (21 — 22)? (21 — 23)? 2 (21 — 29) (21 — 23)

/ _ () (s —2) (21— 2) _ (21 — 23)
fla) = ? (21 — 22)? (22 — 23)? ? (21 — 22) (22 — 23)

/ _ o (m—z)(n— ) (a1 — %) _ (21 — 20
fla) = . (21 — 23)% (22 — 23)? ’ (21— 23) (22 — 23)
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Da

F(21,21, 22, %0, 23,23) = (Y1(21, 21) Yol 22, 22) ¥3(23, 23) )
= |/ )P F ()22 1 (28)]P* (1(0,0) 92(1,1) ¢h3(—1, =1))
(22 — 23) 2hy (1 — 2) 2ho

(2’1 - 22) (2’1 - 23) (21 - 22) (2’2 - Z3)

C

(21 — 22)
(Zl - 23) (22 — 23)
_ C |Z1 _ Z2|2(h37h17h2) |Zl _ Z3|2(h27h17h3) |Z2 _ 23’2(h17h27h3)

X

folgt dann:
Die Dreipunktfunktion dreier konformen Priméarfelder v, 15 und 13 ist von
der Form
(1(21, 21) o(22, Z2) o(23, 23) ) = C [ |2 — 2 Pe—Pi7ha) | (4.1.15)

(i5)
wobei C' eine Konstante ist, und sich das Produkt iiber alle ungeordneten
Paare i # j erstreckt und k # i, k # j.

Die Vierpunktfunktion ist durch die konforme Symmetrie nicht mehr direkt bestimmt.
Da man jedoch mittels einer Mobiustransformation drei beliebige Punkte auf drei ge-
gebene Punkte abbilden kann, héngt die Vierpunktfunktion (abgesehen von einem uni-
versellen Vorfaktor) nur von einer Variablen ab, ndmlich von dem unter Mébiustrans-
formationen invarianten ‘cross ratio’

_ (21 — 22) (23 — 24)
(21— 23) (22 — 21)
Es ist offensichtlich, dass x unter Translationen und Dilatationen invariant ist, und man
rechnet leicht nach, dass x auch unter der Inversion z; — 1/z; in sich selbst iibergeht.
Da diese Transformationen die ganze Mobiusgruppe erzeugen, zeigt dies, dass x unter
der gesamten Mdobiusgruppe invariant ist. Ubrigens ist « die einzige Invariante: zum
Beispiel ist

(4.1.16)

(21 — ) (22 — 23)

(21— 23) (22 — 24)
und entsprechend fiir die anderen moglichen Kombinationen. [Es gibt sechs verschiedene
‘cross ratios’, und diese entsprechen gerade den sechs verschiedenen Kombinationen

1 11—z 1 T
) 1_ ) ) 3 3 . 4118
v v T x 1—=x 1—3:] ( )

=1-uz, (4.1.17)

Eine entsprechend Analyse kann fiir beliebige n-Punktfunktionen durchgefiihrt werden,
und man kann beweisen, dass jede n-Punktfunktion von priméaren konformen Feldern
(abgesehen von einem universellen Vorfaktor) nur von n — 3 ‘cross ratios’ abhéngt
(ﬂ'bungsaufgabe) .

46



4.2 Chirale Felder

Lass uns annehmen, wir haetten eine konforme Feldtheorie. Diese kann durch eine La-
grange Dichte definiert sein, oder auch nicht; fiir das weitere spielt es keine Rolle, wie
diese Theorie genau gegeben ist. Wir wollen lediglich annehmen, dass wir ihre Korrela-
tionsfunktionen (d.h. ihre Vakuumerwartungswerte), zumindest im Prinzip, bestimment
konnen.

Die Theorie wird typischerweise besondere Felder ¢ enthalten, deren Korrelations-
funktion

(0(2,2) P1(21,21) - - Onl2ns Zn)) (4.2.1)

wobei ¢; beliebige Felder sind, nur von z, nicht aber von z abhangen. Diese Felder
werden chiral genannt. Entsprechend nennt man Felder, die in beliebigen Korrelations-
funktionen von z unabhéngig sind (und nur von z abhéngen), anti-chiral. Natiirlich ist
die Analyse der chiralen Felder zu der der anti-chiralen Felder vollig identisch.

Wie wir spater sehen werden, definiert die Operator Produkt Entwicklung der chi-
ralen Felder eine Algebrastruktur auf dem Raum der chiralen Felder. Diese Algebra
wir Vertex Operator Algebra genannt. Entsprechendes gilt auch fiir die anti-chiralen
Felder. Beliebige Felder der Theorie transformieren sich dann in Darstellungen der bei-
den Vertex Operator Algebren. In dieser Weise kann die gesammten Theorie vermittels
der Darstellungstheorie der Vertex Operator Algebren in geschickter Weise organisiert
werden.

Zunéchst wollen wir die Struktur der chiralen Felder beschreiben. Es ist tiblich,
chirale Felder statt als ¢(z) als V (¢, z) zu bezeichnen; V (¢, z) wird dann oft auch als
Vertex Operator bezeichnet. Falls ¢ ein priméres chirales Feld ist, dann hat V (1, z) die
Transformationseigenschaft

Vi, 2) o (F(2)'V @, £(2)) - (4.2.2)

[Falls diese Transformationseigenschaft nur fiir die Untergruppe gilt, die durch Trans-
lationen, Rotationen, Dilatationen und speziellen konformen Transformationen erzeugt
wird, dann nennt man v quasiprimdr.] Sei f(z) = €?z eine ‘Rotation’ um den Winkel
6. Die obige Formel impliziert, dass unter einer Rotation um 27, das Feld V' (v, z) sich
gerade um die Phase exp(27mih) dndert. Falls das Feld ein Boson ist, muss daher h € Z
sein; fiir Fermionen muss umgekehrt h € Z + % gelten. Im folgenden wollen wir uns auf
Bosonen beschriinken, obgleich das meiste auch (mit kleinen Anderungen) fiir Fermio-
nen gilt. Bosonische Felder sollten auf der komplexen Ebene definiert sein, und daher
konnen wir sie als Laurentreihe

V(h,2) = > Va(y) 2" (4.2.3)

neZ

schreiben. Wie wir in Kapitel 3.3.1 gezeigt haben, transformiert sich ein chirales Primar-
feld unter der lokalen konformen Transformation z — z + ez"*! als

V($h,2) = V(¥,2) + € |20, + h(n + 1)2"| V(, 2) + O(€). (4.2.4)
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Der Kommutator von L,, mit V (1, z) sollte daher
(L, V (3, 2)] = [0, + h(m + 1)2"| V (1), 2) (4.2.5)
sein. Mit Hilfe von (4.2.3) kénnen wir beide Seiten als Potenzreihe entwickeln

> 2 L Va(@)] = 30 2@ (<= k) + (m+ 1) 8

neZ lezZ
= 2 W) [mh -]
— %Z—n_h Vieem (@) [m (h — 1) = n] | (4.2.6)

wobei wir in der letzten Zeile die Substitution [ = m + n durchgefiihrt haben. Durch
Vergleich der Koeffizienten folgt

(L Va@)] = (m (A = 1) = ) Vi (¥). (4.2.7)

Fiir Primérfelder gilt diese Relation fiir alle m; falls ¢ nur quasi-primér ist, gilt (4.2.7)
nur fir m =0, +1.

Fiir die Generatoren L4, und Lg, die die Lie Algebra der M&biusgruppe aufspannen,
konnen wir diese infinitesimalen Transformationen zu Gruppentransformationen aufin-
tegrieren. Wie wir in Kapitel 2.5.2 gezeigt haben, kann man der Mobiustransformation

az+0b
= 4.2.
fla) =2 (123)
das Gruppenelement
a b
(C d)esm,o) (4.2.9)

zuordenen. Ferner konnen wir diese Matrix als

a b\ (1 b/d\ (1/d 0\ (1 0
(0 a)=(0 W) 00" o) (a 1) (1210
schreiben, wobei wir beniitzt haben, dass ad — bc = 1 und daher (1 + bc)/d = a. Diese

Matrizen entsprechen gerade den Exponentialen von L_;, Ly und L; (siehe Kapitel
2.5.2), und daher haben wir die allgemeine Transformationsgleichung

o (b14) () o (52 v o (1) () (41

h
_ ((czidy) V(¢Z§iz> , (4.2.11)

wobei 1) ein chirales (quasi-)priméres Feld mit konformen Gewicht h ist. Mit Hilfe der
Vertauschungsrelationen (4.2.7) kann man das auch direkt nachpriifen (Ubungsauf-
gabe).
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4.2.1 Meromorphe konforme Feldtheorie

Da die chiralen (priméren) Felder nur von z, nicht aber von z abhéngen, gilt entspre-
chendes auch fiir ihre Korrelationsfunktionen. Diese sind daher meromorphe Funktionen
ihrer Argumente, und man nennt die Theorie, die durch die chiralen Felder generiert
wird, deshalb manchmal auch meromorphe konforme Feldtheorie. [Wir vertreten hier
den Standpunkt, dass eine Theorie durch die Korrelationsfunktionen ihrer generierenden
Felder definiert wird. Ob diese von einer Wirkung herstammen ist dabei nebenséchlich.
Dieser Gesichtspunkt wird spéter noch genauer diskutiert werden. |

Die Korrelationsfunktionen der chiralen Primarfelder sind durch die Mobiussymme-
trie stark eingeschrankt. Zum Beispiel folgt (mit denselben Argumenten wie in Kapitel
4.1), dass die 1-Punktfunktion von V (¢, z) verschwindet, falls das konforme Gewicht h
von 1t nicht null ist. Die 2-Punktfunktion ist gerade durch

C

(Zl — 22)h1+h2

(V(¥1,21) V(tha, 22)) = (4.2.12)

gegeben, wobei C' # 0 nur moglich ist, falls hy = hy. Weiterhin héngen die n-Punkt-
funktionen (abgesehen von einem universellen Vorfaktor) nur von n — 2 ‘cross ratios’
ab. Insbesondere kann man daraus sehen, dass die Korrelationsfunktionen der Felder
V(wiv Z)

(V(1,21) -V (tn, 20)) (4.2.13)

meromorphe Funktionen in z; definieren, deren Pole bei z; = z; fiir ¢ # j oder bei z; = 0o
liegen. Es folgt daher, dass
Vv, 2)Q, (4.2.14)

wobei Q der Vakuumszustand ist, keine Pole in z (in der komplexen Ebene) besitzt.
Wegen der Modenentwicklung (4.2.3)

V(,2) Q= > 27""V,(4)Q (4.2.15)

neZ

gilt dann
Vap)Q=0  firn>1-h. (4.2.16)

Zunachst gilt diese Eigenschaft nur fiir Primarfelder, aber es ist nicht schwierig zu sehen,
dass das gleiche auch fiir alle Felder gelten muss, die aus Produkten von Primérfeldern
erzeugt werden konnen. Wir postulieren daher, dass diese Formel ganz allgemein fiir
alle chiralen Felder gilt.

Wir konnen jedem Feld der Theorie einen Zustand zuordnen. Diese Identifikation
wird einfach dadurch definiert, dass man das entsprechende Feld, an einem bestimmten
Punkt ausgewertet, auf das Vakuum anwendet. Es ist bequem diesen speziellen Punkt
als z = 0 zu wahlen; d.h. wir definieren

v =V(¥,0)0Q. (4.2.17)
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Wegen der Modenentwicklung (4.2.3) gilt dann

v=V_)Q. (4.2.18)
Falls ¢ ein Primérfeld ist, folgt weiterhin aus (4.2.7), dass

Loy = [Lo, Vor ()] 2 = AV (¢) @ = b, (4.2.19)

d.h. das konforme Gewicht des Feldes V' (v, z) ist gerade der Lg-Eigenwert des zugeho-
rigen Zustandes. In der ‘radialen Quantisierung’, die wir hier immer implizit verwendet
haben, ist die Zeitrichtung gerade die radiale Richtung, und der Hamilton Operator
kann daher mit Lg identifiziert werden. In einer unitdaren Theorie sollte daher das
Spektrum von L, positiv semi-definit sein. Insbesondere bedeutet das dann, dass alle
konformen Gewichte einer unitdren konformen Feldtheorie nicht negativ sein diirfen.
Weiterhin ist es natiirlich anzunehmen, dass der Vakuumzustand der einzige Zustand
mit Lo-Eigenwert Ly = 0 ist. [Wie wir spéter sehen werden ist diese letzte Eigenschaft
im wesentlichen zu der ‘Clustereigenschaft’ aquivalent. Diese besagt, dass im Limes, in
der die ersten n und die letzten m Felder einer (n + m)-Punktfunktion sich zu zwei weit
voneinander entfernten ‘clustern’ zusammenscharen, diese Funktion gerade das Produkt
der n-Punktfunktion und der m-Punktfunktion wird.] Im folgenden werden wir (wenn
nicht anders bemerkt) diese beiden Eigenschaften annehmen:

Lytp=hy = h>0 oder h=0und ¢ = \Q. (4.2.20)

Jede chirale konforme Feldtheorie enthalt zumindest ein Feld, namlich die chirale T—~
Komponente des Energie-Impuls-Tensors. Wie wir in den Beispielen von Kapitel 3
gesehen haben, haben wir die Entwicklung

L(z)=V(L,2) = > L,z "2, (4.2.21)
neZ

die suggeriert, dass dieses Feld konforme Dimension h = 2 hat. Dies ist konsistent damit
(siche (4.2.16)), dass L_; 2 = Ly = 0 und ferner damit, dass

LO L,Q Q - [Lo, L,Q] Q - ZL,Q Q . (4222)

Das Virasorofeld L(z) ist jedoch kein priméres Feld, da die Virasoro Algebra
[Lms L] = (1m0 — 1) Ly + % m (m? — 1)0pm_n (4.2.23)

wegen des zentralen Terms nicht mit (4.2.7) iibereinstimmt. Das Virasorofeld ist jedoch
quasi-primdr, da seine Moden (4.2.7) fir m = 0, £1 erfiillen.
Falls V (¢, z) ein Primérfeld ist, dann gilt fiir n > 1

an = an—h(w) Q
[Lm V—h(¢>] Q
(n(h— 1)+ W)V n () Q = 0, (4.2.24)
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wobei wir ausgniitzt haben, dass wegen (4.2.22) L, = 0 fir n > 1 [wegen der Vi-
rasoro Algebra gilt LoL,Q) = [Lo, L,]Q? = —nL,Q, und daher wire der Zustand L,
ein Lo-Eigenvektor mit negativem Lg-Eigenwert|, sowie (4.2.16). Primérfelder sind also
dadurch ausgezeichnet, dass die zugehorigne Zustande von L, mit n > 1 vernichtet
werden. Fiir quasi-priméare Felder kann das gleiche Argument nur fiir L; durchgefiihrt
werden; die zugehorigen Zustande werden daher im allgemeinen nur von L vernichtet.

Der Vakuumzustand wird von L_; vernichtet (da er translationsinvariant ist), und
daher folgt aus (4.2.11), dass

V,2)Q = eV (§,0)e 10
= 1V (,0)Q
= ey, (4.2.25)

Wiederum gilt diese Formel zundchst nur fiir Primérfelder, da wir (4.2.11) beniitzt
haben. Da jedoch alle chiralen Korrelationsfunktionen translationsinvariant sind, gilt

eV (Y, 2) et = V(ah, 2 + () (4.2.26)

generell fiir jedes chirale konforme Feld ¢). Daher gilt dann auch (4.2.25) im allgemeinen.
In einer lokalen Feldtheorie sind die Korrelationsfunktionen unabhéangig von der Ord-
nung, in der die Felder in der Korrelationsfunktion auftreten, d.h.

(VW1 210) - V(i 220) V(Y 20) V(g1 2i1) V(ige, 2ig2) == V (U, 20) )
= (V@1 21) - V(hi1, 2210) V(@uga, 2i01) V(1 20) V(Quga, zi42) - V(s 20) ) -

Als Operatoridentitit bedeutet das, dass
V(,2) V(9. Q) =VI(g, V(. 2),  z#C. (4.2.27)

4.2.2 Das Eindeutigkeitstheorem

Jedes konforme Feld ist durch die beiden Eigenschaften (4.2.25) und (4.2.27) eindeutig
charakterisiert: dies ist der Inhalt des Eindeutigkeitstheorems, das zuerst von Goddard
in diesem Kontext formuliert wurde.

Eindeutigkeitstheorem: Sei Uy(z) ein Operator mit den Eigenschaften

Us(z) Q=€ ¢, Us(x) V¥, Q) = V(¥, ) Ug(2), (4.2.28)

fiir alle chiralen Felder V' (v, () einer meromorphen konformen Feldtheorie. Dann gilt

Us(2) =V(¢,2). (4.2.29)
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Beweis: Sei ¢ ein beliebiger Zustand der meromorphen konformen Feldtheorie. Dann
haben wir

Up(2)y = Us(2) V(¢,0)Q

¢, 2) Y. (4.2.30)

Da Uy(z) und V (¢, z) auf jedem Zustand der Theorie iibereinstimmen, definieren sie
denselben Operator. Dies beweist (4.2.29).

Diese relativ einfache Beobachtung hat in der Tat weitreichende Folgen. Als kleine
Anwendung wollen wir mit ihrer Hilfe die Mobiustransformationsformel (4.2.11) be-
weisen. Da beide Operatoren lokal sind, gentigt es, die Identitat auf dem Vakuum zu
beweisen. Da ) von Lo und Ly, vernichtet wird, ist die linke Seite von (4.2.11) auf dem
Vakuum gerade

exp (2 L_1> <;>2LO exp (—2 Ll) V(y,z)Q
= exp (2 L_1> (Cli)QLO exp <—2 L1> exp(zL_1) ¢

az+b 1 2Lo c
- oXp <cz +d L_1> (cz + d) P (_ cz+d Ll) v,

wobel wir in der letzten Zeile die einfache Matrixidentitat
a b 1 z\ [(a az+b

(2 a) )= =) (4231

beniitzt haben. Da v quasi-primar ist, gilt Liv» = 0, und das letzte Exponential wirkt

trivial. Ferner stimmt der Ly Eigenwert gerade mit dem konformen Gewicht iiberein,
und wir erhalten deshalb gerade

exp<a2+bL )( ! >2h¢, (4.2.32)

cz+d Tt cz+d

was dann gerade mit der rechten Seite von (4.2.11), auf das Vakuum angewendet,
iibereinstimmt.

Insbesondere erlaubt das Eindeutigkeitstheorem, die folgende Dualitatsformel abzu-
leiten, die fiir die Operatorproduktentwicklung (die wir in Kiirze diskutieren werden)
von zentraler Bedeutung ist: seien v und ¢ zwei chirale konforme Felder, dann gilt

Ve, 2) V(6,Q) =V (V2= ) 6,() . (4.2.33)
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Der Beweis ist wiederum relativ einfach. Wegen des Eindeutigkeitstheorems geniigt es,
die obige Identitét auf dem Vakuum auszurechnen (da beide Seiten lokal sind, und daher
(4.2.27) erfiillen). Da V (¢, () (4.2.25) erfiillt, gilt dann

Vi, 2)V(g, () = V(v 2)ett 1 ¢
= V(2= ()¢
= V(V(v,2-0)¢.¢)Q, (4.2.34)

wobei wir (4.2.26) beniitzt haben.

Wegen der Modenentwicklung (4.2.3) haben wir

V,z2=Q¢=> (=™ Vi(¥) ¢, (4.2.35)

1<hg

wobei wir beniitzt haben, dass Vi(¢)¢ = 0 fiir | > h,, da dieser Zustand sonst einen
negativen Lg-Eigenwert hétte. Daher konnen wir (4.2.33) schreiben:

VW, 2)V(6,¢) = > (2= Q)M V(Vi(w) 6,¢) . (4.2.36)

1<hg

Diese Formel ist fiir die Berechnung der algebraischen Eigenschaften der Vertexoper-
atoren von zentraler Bedeutung (wie wir bald sechen werden). Sie definiert in gewis-
sem Sinn eine Art Algebrastruktur auf dem Raum der chiralen Felder (oder Zusténde).
Das resultierende mathematische Objekt wird Vertex Operator Algebra genannt; fiir
die Entwicklung dieser mathematischen Theorie (und ihrer Anwendung auf den so-
genannten ‘Monstrous Moonshine’) erhielt Richard Borcherds vor ein paar Jahren die
‘Fields Medaille’.

4.3 Eine axiomatische Beschreibung

Die beiden konformen Feldtheorien, die wir bisher im Detail besprochen haben (ndmlich
die freie Bosonen- und Fermionentheorie) waren durch eine Lagrange Dichte definiert, die
konform invariant war. Viele konforme Feldtheorien von Interesse haben nicht notwendi-
gerweise eine solche Beschreibung. Sie werden im allgemeinen durch ihre Korrelations-
funktionen definiert.

Wir wollen nun in ein wenig Detail erklaren, wie man eine meromorphe konforme

Feldtheorie vermittels ihrer Korrelationsfunktionen definieren kann. Im folgenden wollen
wir dann einige Beispiele konkret beschreiben.
Sei V' ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum. (In den Beispielen wird V' ein
geeigneter Unterraum der (quasi)-priméren Chiralfelder sein.) Wir nehmen an, dass
man V' als direkte Summe von Unterraumen Vj, schreiben kann, V = &, V), wobei
h € Z. Falls ¢ € V), sagen wir, dass 1) konformes Gewicht h hat.
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Wir nehmen weiterhin an, dass fiir jede positive Zahl n, und jede endliche Kollektion
von Vektoren v¢; € Vj,,, und z; € C, wobei ¢ = 1...,n, die ‘Amplituden’

fbr, sz, zn) = V(1 20)V (Y2, 22) -+ V(th, 20)) (4.3.1)

definiert sind. Die Notation (V (11, 21)V (¢a, 22) -+ - V(1n, 2,)) ist zu diesem Zeitpunkt
lediglich suggestiv; wir nehmen nicht an, dass diese Funktionen als Vakuumerwartungs-
werte von Vertexoperatoren definiert sind.

Die Funktionen f miissen die folgenden Eigenschaften besitzen:

(i) Die Amplituden sind multi-linear in den t;, und invariant unter dem Austausch
von (v, z;) mit (¢, 2;). Wegen der Unabhéngigkeit von der Ordnung schreiben
wir

FWr, oo ns 21,y 2) = <jﬁ1V(¢j,zj)> . (4.3.2)

(ii) Die Amplituden sind analytisch in den z;, abgesehen von méglichen Polen endlicher
Ordnung bei z; = z; fir i # j.

(iii) Die Amplituden sind Mébius-invariant: fiir jede Mébiustransformation (z) gilt
<H V (¥, 2) > <HV ¥5,7( >H & (4.3.3)
j=1 —1
(iv) Die Amplituden erfiillen die ‘Cluster-Eigenschaft’:

=Ry <H Ve G) [TV (¥, Azj)> ~ <H V(¢s, Q)> <1‘[ V(1 zj)> fiir A — 0,

(4.3.4)
wobei ¢; € Vi, ¥b; € Vi,,. Wegen der Mobiuskovarianz ist diese Bedingung dquiva-
lent zu

ol <H V(6 AG) [TV (45, Zj)> ~ <H V(¢i,<i)> <H V(¢j,zj)> fiirA — oo,
i ; ; ;
(4.3.5)

(v) Die Theorie ist konform invariant: es existiert L € V5, so dass V = LC @& V' und

b T 2) [V 20) = 3 s (I TV 20)
+3 t (T L) [TViwn2)
T kij: (w _1wk) ddwk <f[1L(wj) f[lv(%,%))



= (w—2z) dy o et
b3 P ] pw) [TV ),
o (W= w5 i1

wobei 1; € V' konformes Gewicht h; hat. Die Zahl ¢ nennt man die zentrale
Ladung der meromorphen konformen Feldtheorie.

4.3.1 Der Zustandsraum

Wir wollen nun skizzieren, wie man aus dieser Menge von ‘Amplituden’ eine meromorphe
konforme Feldtheorie im obigen Sinn rekonstruieren kann. Zunéachst bemerken wir,
dass, falls alle Amplituden, die ein gegebenes iy € V involvieren, verschwinden, wir
ohne Einschriankung der Allgemeinheit 1) = 0 setzen konnen. [Dies ist keine Annahme,
da wir in diesem Fall den Vektorraum V' durch den entsprechenden Quotientenraum
ersetzen konnen. |

Um den Raum der Zustande zu konstruieren, machen wir nun die folgende Konstruk-
tion. Sei C eine Teilmenge der Riemannschen Zahlenkugel P. Zunéchst definieren wir
B, deren Elemente durch endliche Kollektionen von ¢; € V)., 2z, € CC P, i=1,...,n,
n € IN and z; # z; if i # j beschrieben werden; ein typisches Element 9 € B schreiben
wir als

W= Vb1, 200V (s 20) - V(W 20)2 = f[vwi, )9 (4.3.6)

Wir identifizieren 9% € Be mit den anderen Elementen von Be, die durch das Ersetzen
von ¢ in (4.3.6) durch p;¢5, 1 < j <n mit p; € C und [[}_; pu; = 1 hervorgehen.

Dann definieren wir den freien komplexen Vektorraum auf B¢, d.h. den komplexen
Vekotrraum mit Basis Be. Dieser Vektorraum besteht aus formalen endlichen Linear-
kombinationen ¥ = >, \j9;, A; € C, ¢, € Be; wir bezeichnen diesen Vektorraum als
Ve. Um eine Topologie auf diesem Vektorraum einzufiihren, betrachten wir dann eine
offene Teilmenge O C P, so dass CN O = {}. Sei

¢: V(¢17C1)V<¢27<2)V((bm?Cm)Q € 8(97 (437)

wobei ¢; € Vi, 7 =1,...,m. Jedes ¢ € Bp definiert eine Abbildung auf 9 € Be durch

m

1) = (6,%) = < V(6.6 1 V<wj,zj>> . (13.8)

Fiir jedes ¢ € Bp, kann g Wegen der Linearitat der Amplituden zu einer Abbildung

Ve — C definiert werden. Wir beniitzen diese lineare Funktionale um eine Topologie auf
Ve zu definieren. Damit der resultierende Vektorraum vollstandig ist, betrachten wir
nun Folgen von Elementen in Ve, die in einem geeignetem Sinn konvergieren. Sei also
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17(; der Raurzl der Folgen ¥ = (U, V,,...), U; € V. Wir betrachten den Unterraum
von Folgen V¢, die dadurch charakterisiert sind, dass 77¢(\Ifj) fiir jedes ¢ der Form

konvergiert, wobei fiir jede Kollektion der ¢;, ¢ > 0 und jeder kompakten Untermenge
K C O, die Konvergenz in dem kompakten Raum

uniform ist. Falls ¥ € V¢, definiert der Limes
jlggo 77¢(\Ilj) (4.3.11)

notwendigerweise eine analytische Funktion der (j, fiir ¢; € O, die hochstens Pole bei
G = (j, @ # j besitzt. (Der Umstand, dass diese wiederum nur Pole sein konnen, folgt
aus der Cluster Eigenschaft.) Diese Funktion wird als n¢(\Il) bezeichnet.

Wir betrachten zwei solche Folgen ¥' = (¥!) and ¥* = (¥?) als dquivalent, falls
lim n¢(11/;.) = jli_)rgo n¢(x1/§) (4.3.12)

Jj—o0
d.h. n¢(\I'1) = n¢(\112), fiir jedes ¢ € Bp. Der zugehorige Quotientenraum wird als V¢

bezeichnet. Dieser Raum hat eine natiirliche Topologie: eine Folge y; € V&, 7 =1,2,...,
ist konvergent, falls fiir jedes ¢ € Bo, 77¢(Xj> uniform auf allen kompakten Untermengen

der Form (4.3.10) konvergiert. Der Limes

Jlim 74(x;) (4.3.13)
ist dann wiederum eine meromorphe Function der ¢;. Beziiglich dieser Topologie ist V¢
dann vollstéindig, d.h. der Limes einer Cauchy-Folge von Elementen in V¢ ist wiederum
in V. Im wesentlichen ist das eine Folge davon, dass diese Topologie durch eine
abzahlbare Familie von Halbnormen der Form

IPxlln = max max fng () (4.3.14)

erzeugt wird, wobei die ¢;; in ¢, aus einer endlichen Untermenge der abzéhlbaren Basis
gewdhlt sind und die (;; in einer kompakten Menge der Form (4.3.10) liegen. Der
Vektorraum V¢ ist daher ein Fréchetraum.

Ein zentrales Resultat dieses Zuganges ist, dass wegen der Analytizitdt der Am-
plituden der Raum V¢ nicht von C abhingt (solange das Komplement von O zusam-
menhéngend ist); dies ist das Analog des sogenannten Reh-Schlieder Theorems. Im
folgenden schreiben wir daher immer nur V°. Nach Konstruktion liegt Q € V© fiir alle
O; wir nennen € das Vakuum. Es ist weiter klar, dass die Rdume V© eine partielle
Ordnung haben: falls O" C O dann ist

Vo cvY. (4.3.15)

Die kanonische Injektion i : VO — V©" ist dicht.
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4.3.2 Vertexoperatoren und der Fock-Raum

Als nachstest wollen wir Vertexoperatoren definieren, und zeigen, dass sie lokal sind.
Das ist nun relativ einfach. Sei z € O und O’ C O mit z € O'. Fiir jedes vy € V
definiert dann V' (¢, z) natiirlicherweise eine Abbildung

V(,2): V0 = V9, (4.3.16)

[Diese Abbildung ist zundchst auf B mit z ¢ C definiert; es ist leicht zu sehen, dass dies
eine Abbildung auf V° induziert.] Da die Amplituden lokal sind (d.h. (i) erfiillen) gilt
dann sofort

V), 2)V(,¢) = V(o OV (¢, ). (4.3.17)

Die Moden der Vertexoperatoren V,, (1) kénnen durch Kontourintegrale definiert werden;
es ist dann leicht zu sehen, dass jede dieser Moden V? in sich abbildet. Wir kénnen dann
den Fock-Raum der Theorie F konstruieren, der durch die Wirkung der Moden V,, (%))
fiir v» € V von dem Vakuumzustand €2 erzeugt wird. Der Fock-Raum ist ein dichter
Unterraum aller V°; man kann ihn daher in gewissem Sinn als den Raum der Zustinde
der meromorphen konformen Feldtheorie auffassen. Nach Konstruktion lasst sich F als
direkte Summe von F = @, F, schreiben, wobei Ly = ha falls ¢ € F,. Die Konzepte,
die zunachst nur fiir V' definiert sind, lassen sich relativ leicht auf F verallgemeinern;
zum Beispiel, kann man zu jedem Element von ¢ € F einen Vertexoperator V (¢, z)
definieren, und die so definierten Vertexoperatoren sind lokal.

4.3.3 Mobiussymmetrie

Bisher haben wir nur die Eigenschaften (i) und (ii) beniitzt. Die Mobiussymmetrie
impliziert, dass wir Operatoren

U(y): Ve = v (4.3.18)

definieren kénnen, wobei O, = {v(z) : z € O}. Wir kénnen dann wie zuvor die
infinitesimalen Generatoren Ly, und Ly einfiihren, und diese erfiillen dann (4.2.25), etc.
Mit Hilfe des Eindeutigkeitstheorems kann man dann weiterhin beweisen, dass sich jedes
chirale Feld ¥ € Fj, wie folgt unter Mobiustransformationen transformiert:

MV (U, 2)e M = V(U 2+ )
MOV (U, 2)e Mo = AMY(T, ez) (4.3.19)
MV (U, 2)e ™M = (1= A2)72V (exp(M(1 — X2) L)W, z/(1 — \z)) .

4.3.4 Die Clustereigenschaft

Die Clustereigenschaft impliziert, dass das Spektrum von Ly nicht negativ ist, und dass
der eindeutige Zustand mit Ly = 0 das Vakuum ist. Der Beweis kann wie folgt skizziert
werden. Definiere den Projektor

1
74 W N gy fir NeZ. (4.3.20)

2w Jo

Py
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Insbesondere gilt dann
1
Py IV (W, 2)0 = 5 j{uh’N’1V(wj, wz;)Qdu, (4.3.21)
- T
J

wobei h = >>; h;. Die P, definieren Projektoren, da

1
PP :—j{d fd Lo—N—1, Lo—M~-1
NEM 271 2m v
_ d %d Lo—M—-1, M—N—1
27?274 u27rz e “
= SyaPu, (4.3.22)

wobei wir die Substitution w = uwv vorgenommen haben. Es gilt daher

PyPy =0, falls N # M, P} = Py, > Py=1 (4.3.23)
N

und die Py projezieren auf die Eigenraume von L

LoPy = NPy . (4.3.24)
Falls N <0, gilt dann
<HV(¢17<2)PNHV(¢]7ZJ)> = 2’}72% why=N= 1<HV gbzaC@ HV @ZJ],UZJ >

1

~ <H V<¢z-,<i>> <H V(wj,zj>> R 7{4_{3 W N,

was im Limes p — 0 fiir N < 0 verschwindet, und fiir N = 0 gerade

P IV (5, 2)Q = Q<H V(¢j7zj)> : (4.3.25)

ergibt. Es gilt daher Pp¥ = Q (), und die Cluster Bedinung impliziert, dass das
Spektrum von Ly nicht-negativ ist, und dass das Vakuum der eindeutige Zustand mit
LO = (0 ist.

Die Cluster Bedingung impliziert auch, dass der Fock-Raum F durch quasiprimare
Zustande und ihre L_j;-Nachkommen aufgespannt wird. Um dies genauer zu erkléren,
definiere

FO.={yc F:Lyp=0}. (4.3.26)
Dann kann man zeigen, dass
h
Fn=@L""F2, (4.3.27)
n=0
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wobei F¢ der Unterraum von F< ist, fiir den Ly Eigenwert n hat. Zunichst beweist
man, dass jedes ¢ € F; quasiprimar ist: dazu betrachtet man die Amplitude

A

(V(W,2)) = (1= A2) 2V (¥, 2/(1 — \2))) + )

(V (L0, 2/(1— \2))). (4.3.28)

Unter Beniitzung der ersten beiden Zeilen von (4.3.19) kann man zeigen, dass die linke
Seite, und der erste Term auf der rechten Seite verschwinden. Die Clustereigenschaft
impliziert, dass L1 U = k{2, und es folgt von (4.3.28), dass k = 0, d.h. dass ¥ quasiprimér
sein muss.

Als néchstest zeigen wir induktiv, dass F, fiir h > 1 eine direkte Summe der Raume
Lﬁl]:,?_n ist, wobei 0 < n < h. Fiir jedes ¥ € Fj, konnen wir ein & € L_1F;,_; finden, so
dass L (¥ — ®) = 0; dann ist ¥ die Summe des quasi-priméren Zustandes ¥ — & und P,
wobei letzterer, nach der Induktionsannahme, ein L_;-Nachkomme eines quasi-primaren
Zustandes ist. Um ® zu konstruieren, bemerken wir, dass

h
[Jl<‘P + Z anLilL?qj) = quj + Z an, Z L L17 Ln 1- an\I[

n=1 n=1
h—1
+> a, L™ LT
n=1
h h n—1
= > apL"7'LY + Y 2a, > (h—1—1)L" 'L}V
n=1 n=1 =0
= Z (an_1+ an(2nh —n(n+1))L" 'L, (4.3.29)
wobei ag = 1, und wir ausgeniitzt haben, dass
n—1
2Y (h—=1-0)=2n(h—1)—n(n—1)=n[2h— (n+1)] . (4.3.30)

=0

Dah >2und 1 < n < h, ist 2h — (n + 1) > 0, und wir kénnen daher rekursiv
a, = —a,_1/(2nh —n(n + 1)), 1 < n < h wihlen. Nach Konstruktion gilt dann
Li(V —®) =0 fiir d=— 22:1 an L™ LYV € L_1Fp_1. Dies beweist das Resultat.

4.3.5 Die konforme Symmetrie

Schliesslich wollen wir zeigen, dass die obige Definition der konformen Symmetrie mit
dem, was wir zuvor betrachtet haben, tibereinstimmt. Im wesentlichen ist das direkt
eine Folge der Dualitétsgleichung (4.2.36): betrachte den Fall, wo ¢ = L mit hy, = 2.
Dann sagt die Dualitatsgleichung, dass

L(2)V($,¢) = > (¢ = )72V (L9, () - (4.3.31)

1<hg
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Falls ¢ ein priméres Feld ist, haben wir (siehe (4.2.7))
(Lo, Va(9)] = (m(l — 1) = 1)Ving(6) (4.3.32)
und daher ist
Ln¢ = Ly Vor () = (m+ 1)h — m)V_n(0)Q =0 falls m > 0. (4.3.33)

[Hier haben wir angenommen, dass h > 1.] Falls ¢ also ein Priméarfeld ist, gilt

LEWV(6.0 = gV (6.0 + gV (Las.0+00). (4331)
Nach Annahme ist Lo¢p = h¢, und da L_; der Translationsgenerator ist, gilt
d
V(L16,¢) = d*CV(@C) : (4.3.35)
Die singularen Anteile der Operator Produkt Entwicklung sind daher gerade
h 1 d
L(z)V = V — =V . 4.3.36
(V0.0 = o’ @0+ g ag? (9 (4.3.36)

Fiir den Fall, dass ¢ nicht priméar, sondern gerade L ist, haben wir zusitzlich zu den
obigen Termen (mit h = 2) weitere singuldre Terme der Form

(2 = Q)7 V (L9, ¢) (4.3.37)

mit [ > 1. Da das Spektrum von Ly von unten durch Null begrenzt ist, konnen nur zwei
Terme auftreten: LyL = £ und L;L = 0, wobei wir im ersteren Fall beniitzt haben,
dass 2 der einzige Zustand mit A = 0 ist, und im zweiten Fall, dass L quasiprimér ist.
[Die Normalisierung von Ls L ist so gewéahlt, dass sie gerade mit der Standardnormierung
von [Lg, L_5]2 iibereinstimmt.] Zusétzlich zu (4.3.36) treten deshalb noch die Terme

c/2
(z =)

auf. Die Terme, die auf der rechten Seite von (v) auftreten, sind gerade alle Pole von w;
falls wir also die rechte von der linken Seite abziehen, hat die resultierende Funktion (als
Funktion von w) keine Polstellen. Es handelt sich daher um eine ganze Funktion, die
deshalb einfach konstant sein muss. Diese Konstante muss verschwinden, da die rechte
Seite die richtige Form zum Beispiel fiir w — w; hat.

L(2)L(¢) = T (4.3.38)

4.4 Beispiele meromorpher konformer Feldtheorien

Wir wollen nun einige interessante Beispiele konformer Feldtheorien definieren.
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4.4.1 Die U(1) Theorie

Die einfachste meromorphe konforme Feldtheorie ist die Theorie, die durch das Feld
0.9(z,z) generiert wird. Hier ist ¢(z,Z) das freie Bosonfeld, das wir in Kapitel 3.2
untersucht haben. Das Bosonfeld ¢(z, Z) ist kein chirales Feld, da es sowohl von z, als
auch von z abhangt,

¢(2,2) = ¢r(2) + 9r(2) - (4.4.1)

Da es jedoch die Summe eines chiralen und eines anti-chiralen Feldes ist, ist seine
Ableitung nach z ein chirales Feld,

J(2) = V2i0.¢(2,2) = V2i0.41(2) . (4.4.2)
Die Modenentwicklung fiir ¢, (z) wurde in Kapitel 3.2 eingefiihrt,
1
= 1 — - 4.4.
or(z) = 54~ 219 0g2+f2 an 2", (4.4.3)

n;ﬁO

und daher hat das Feld J(z) nun die Entwicklung

= a, 2" (4.4.4)

nezZ

[Wie zuvor haben wir hier ag = p/v/2 definiert.] Diese Formel suggeriert, dass J(z) ein
chirales Primarfeld mit konformen Gewicht A = 1 ist, und dass ist in der Tat auch der
Fall: wie wir in Kapitel 3.2.1 gesehen haben gilt

(L, an] = =N Qg (4.4.5)

und das stimmt daher mit (4.2.7) mit V,,(J) = a,, und h = 1 {iberein. Die Moden der
Virasoro Algebra sind hier durch

L, =~ Z DA Ay (4.4.6)
2 leZ

definiert, und die Moden a,, erfiillen die Vertauschungsrelationen
[, Q) = M Oy, - (4.4.7)

Wegen (4.2.16) gilt
a, 2=0 fir n > 0. (4.4.8)

Dies ist damit konsistent, dass der Vakuumzustand €2 von L4, und L, vernichtet wird:
wegen (4.4.6) treten fiir L,, mit n > —1 in jedem Term zumindest ein @; mit [ > 0 auf,
und daher gilt

L,2=0 fir n > —1. (4.4.9)
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Die negativen Moden von J, d.h. a,, mit n < 0, vernichten das Vakuum nicht; sie
generieren den Fock Raum der physikalischen Zusténde (so wie iiblicherweise in Quan-
tenfeldtheorien).

Von dem oben entwickelten axiomatischen Standpunkt, ist diese Theorie wie folgt
beschrieben. Der Raum der priméren Zustdnde V' ist ein-dimensional, und wird von
dem Basisvektor J erzeugt. Die Amplitude einer ungeraden Anzahl von J-Feldern ver-
schwindet, und die Amplitude einer geraden Anzahl ist

1 n 1
>

2nn! mESay j=1 <Z7"(j) - Zﬂ(j+n))2 ,

-y 1 1

resy, j=1 (ZW(J‘) - Zﬂ(j+n))

(J(21) -+~ J(220))

(4.4.10)

27

wobei Sy, die Permutationsgruppe von 2n Objekten ist, und die Summe in der zweiten
Zeile iiber die Untermenge S, von Permutationen m € Sy, lauft, fiir die 7(i) < 7(i +n)
und 7(i) < 7w(j) falls 1 < i < j < n. Diese Amplituden sind natiirlich meromorph
und lokal. Man kann leicht nachrechnen, dass sie die Mdobiuseigenschaft mit A = 1
und die Clustereigenschaft erfiillen. Thre Operator Produkt Entwicklung ist dadurch
charakterisiert, dass

1

J(2)J(() CIE +0(). (4.4.11)
Die Kenntnis des singuldren Anteils der Operator Produkt Entwicklung geniigt, um
daraus die Kommutatoren (4.4.7) abzuleiten; dies ist eine Folge des folgenden Kon-
tourargumentes. Die Moden a,, konnen durch ein Kontourintegral definiert werden,

1
= — ", 4412
ay, 57 dz J(z)z ( )

In der radialen Quantisierung ist dann der Kommutator

A A F A e B e G

21>(¢] I¢1>|=]

Q)¢ J(2)2™ . (4.4.13)

[, an] =

Wegen der Lokalitdt der Operatoren ist der Integrand in beiden Integralen der gleiche.
Wir konnen daher die Kontouren so deformieren, dass wir die beiden Integrale als

1 1 1
[ n] 27?sz ¢ 21 J¢ °F ((z—§)2> ( )
geschrieben werden, wobei wir ausgeniitzt haben, dass in dem letzten Integral nur der

singulare Anteil der Operator Produkt Entwicklung beitragt. Das z-Integral kann jetzt
leicht ausgefiihrt werden, und wir erhalten

1
[, an] = my— 7({) dC ¢ = m gm0 - (4.4.15)
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Das konforme Feld ist in diesem Fall einfach durch

L(z) = ; lim (J(g)J(z) _ (z_lg)2> (4.4.16)

definiert. Man kann leicht nachrechnen (ﬂbungsaufgabe), dass dieses Feld gerade die
Rekursionsformel in (v) erfillt.

4.4.2 Gittertheorien

Die einfachste Verallgemeinerungen der obigen U(1) Theorie sind Gittertheorien. Um
diese zu definieren, miissen wir zunachst einige einfache Begriffe von Gittern einfiihren.

Ein (euklidisches) Gitter A ist eine Untermenge von IR?, das beziiglich einer Basis
e; € R% i =1,...,d integrale Koordinaten besitzt,

d
i=1

Die Dimension des Gitters ist dann dim A = d. Ein Gitter heisst integral, falls alle
inneren Produkte von Elementen in A ganze Zahlen sind, d.h.

A integral, falls x-y € Z fir alle x,y € A. (4.4.18)
Ein Gitter heisst gerade, falls
A gerade, falls x-x € 2Z fir alle x € A. (4.4.19)
Jedes gerade Gitter ist integral, da nach Annahme
(x+y) - (x+y)—x-x—-y - y=2x-y (4.4.20)
gerade ist, und daher x-y ganz sein muss. Das duale Gitter A* eines Gitters A ist durch
N={yeR'|y-xeZ firallexecA}. (4.4.21)
Falls A integral ist, dann gilt offensichtlich
ACA*. (4.4.22)
Ein integrales Gitter heisst selbst-dual falls
A" =A. (4.4.23)

Gerade selbst-duale Euklidische Gitter gibt es nur fiir Dimensionen dim A = 8n; das
einfachste Beispiel ist das Wurzelgitter der Lie Algebra eg.

Sei A nun ein gerades Gitter der Dimension d. Definiere die Oszillatoren o fiir
1=1,...,dund n € Z, die die Vertauschungsrelationen

oy, 0d,] = 167 6 (4.4.24)
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erfiillen. (Diese definieren daher d vertauschende Kopien der obigen U(1) Theorie.) Der
Raum der Zustande der mermomorphen konformen Feldtheorie wird durch die Wirkung
dieser Oszillatoren auf Impulszustdnden |k) generiert, wobei k € A und

ol k) = 8,0k k)  firn >0 (4.4.25)
gilt. Wir definieren zuséatzlich den Operator q durch
eikl'q |k2> = |k1 + k2> . (4426)

Um die zugehorigen Vertexoperatoren zu definieren, betrachten wir das formale Feld

J

X(z)=¢ —iajlogz+i> I yon ¢ —iadlogz+ XL 4+ X7 | (4.4.27)
n#0
mit , A
. o’ . o
XL =i et XL=i > b (4.4.28)
n<0 n>0

Der Vertex Operator fiir |k) ist dann einfach
V(lk), z) =:exp (k- X(2)) : ek, (4.4.29)

wobei die Normalordnung hier bedeutet, dass
cexp (ik - X(2)) == ek XL ikl ghiarlog(2) gikI X3 (4.4.30)

und ¢y ein Kozykelfaktor ist. Dies ist ein Operator, der mit allen Moden «of, vertauscht,
und auf einem Impulszustand |1) gerade die Phase

) = e(k, 1) 1) (4.4.31)

ergibt. Die Einfithrung dieser Kozykelfaktoren ist notwendig, um die Lokalitdat zu
garantieren. Man kann leicht zeigen, dass das Feld V(|k), z) lokal ist, falls die Op-
eratoren ¢, = e®9¢, die Identititen

Gctr = ek, 1) e = (=) ¢ 6 (4.4.32)
erfiillen. Das ist dazu aquivalent, dass fiir k,1,m € A
e(k,De(k +1,m) = e(k, 1+ m)e(l,m), ek, 1) = (—1)*e(1, k) (4.4.33)

gilt. Die erste Gleichung impliziert, dass die Phasen e(k,1) gerade einen 2-Kozykel
definieren, und es ist nicht schwer zu zeigen, dass man immer einen solchen 2-Kozykel
mit der letzten Eigenschaft finden kann. Dazu definieren wir fiir jeden Basisvektor e;
des Gitters A eine Gamma-Matrix ~;, die die beiden Eigenschaften

=1, = (D) (4.4.34)
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erfiillt. (Diese beiden Bedingungen sind miteinander kompatibel, da das Gitter gerade
ist.) Zu jedem k = kie; + - - - + ke, definieren wir dann ~;, durch

e = ATk (4.4.35)

Der Kozykel €(k,1) ist dann durch die Gleichung

Yen = €k, Dy (4.4.36)

festgelegt. Man priift leicht nach, dass diese Definition gerade (4.4.33) erfiillt.

Vom Standpunkt der axiomatischen Beschreibung kann diese Theorie wie folgt cha-
rakterisiert werden. Der Vektorraum V' der priméren Felder besteht aus d U(1)-Feldern,
H*, und den Feldern, die zu |k) mit k € A gehéren. Die Amplituden, die nur U(1)-Felder
enthalten, sind wie oben beschrieben. Jene, die sowohl U(1)-Felder, als auch Felder, die
zu |k) gehoren, werden rekursiv durch

HOH () [V Q) = 32

j i R e

kr
+z¢: (Z_Cz)<

(Km, Gm))

definiert. Schliesslich sind die Amplituden, die nur Felder V' (k;, 2;) enthalten, durch

<V(k1, Zl) ce V(kn, Zn)> = E(kl, ce ,kn) H(Zz - Zj)ki.kj (4437)

i<j

gegeben, falls k; + - - -k, = 0; andernfalls verschwinden diese Amplituden. Die Phase
e(ky, ..., k,) ist dabei die offensichtliche Verallgemeinerung der obigen Kozykelphase:

My Ve, = €(Kay - K)ok, - (4.4.38)
Das Virasoro Feld kann durch
1§djhm< Hi(z) — 1) (4.4.39)
25 (z = ()
definiert werden. Man kann leicht nachpriifen, dass die so definierten Amplituden alle
gewiinschten Eigenschaften besitzen.
4.4.3 Affine Theorien

Sei A das Wurzelgitter einer einfachen Lie Algebra vom Typ A-D-E. Dann ist die oben
definierte Gittertheorie tatsachlich zu einer affinen Theorie isomorph, namlich gerade
zu der level k = 1 Theorie der zugehorigen Lie Algebra. Affine Theorien kann man am
leichtestens mittels ihrer Amplituden definieren.
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Sei g eine beliebige Lie Algebra, und seien die Matrizen t*, a = 1,...,dim(g) eine
endlich-dimensionale Darstellung von g, d.h. [t%,#°] = fa ¢, wobei die Konstanten fo
die Strukturkonstanten von g sind. Der Raum V' von priméren Feldern hat Dimension
dim(g), und hat als Basis die Vektoren J* mit a = 1,...,dim(g). Wir bezeichnen den
Vertex Operator, der zu J* gehort einfach als J*(z) = V (J9, z).

Sei K irgendeine Matrix, die mit allen ¢* vertauscht. Dann definieren wir
RATAZAm — (K92 - g9 (4.4.40)

Die k*1%2-%m haben die Eigenschaften

I{ala2a3~-~amflam — Ka2a3-~am71ama1 (4441)

und
(010203.--Qm—10m __ ,.020103...Gm—10m _ fa1a2b/€ba3...am—1am . (4442)

Um nun die Amplitude (J*(z1)J%(23)...J%(z,)) zu definieren, betrachten wir die
Menge der Permutation p € 5, die keine Fixpunkte haben, d.h. fir die p(i) # i fiir
alle i € {1,...,n}. Jede solche Permutation kann als Produkt disjunkter Zykel (deren
Zyklusldnge mindestens zwei ist) geschrieben werden

p=0109 0. (4.4.43)
Zu einem Zykel o = (i1,42, ... ,im) = (i2, ..., im, 1) assoziieren wir die Funktion
01y iy i, iy Qg -+ iy
Zits Zigs ey 2 ) = —
Jo (i i i) (21 = 2i2)(2ip — 2ig) *** (Zimer = Zim) (2 — 231)

(4.4.44)
und zu der Permutation p € S, das Produkt f, der Funktionen f,, fs5, ... fs,,. Dann
definieren wir

(J(21) T (22) ... T (z0)) = D fo, (4.4.45)
pPESn
wobei sich die Summe iiber alle Permutationen erstreckt, die keinen Fixpunkt besitzen.

Graphisch konnen wir diese Amplituden wie folgt beschreiben. Zu jedem der n Felder
J%(z) assoziieren wir einen Punkt. Wir betrachten dann alle gerichteten Graphen, die
diese n Punkte verbinden, wobei an jedem Punkt eine Linie endet und eine beginnt. In
jedem solchen Graph sind die Punkte dann in gerichteten Zykeln zusammengefasst. Zu
jedem solchen Zykel assoziieren wir die Funktion f,, und zu dem Graph das Produkt
dieser Funktionen. Die Amplitude ist dann die Summe iiber die Funktionen, die den
verschiedenen Graphen zugeordnet werden.

Dies definiert die Amplituden fiir eine Basis von V’; die Amplituden fiir beliebige
Elemente von V' werden durch Linearitat fortgesetzt. Die Amplituden sind offensichtlich
lokal und meromorph, und man kann leicht nachpriifen, dass sie die Mobius Kovarianz
Eigenschaft erfiillen, wobei J* konformes Gewicht A = 1 hat. Weiterhin kann man leicht
die Clustereigenschaft nachweisen.
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Die Amplituden implizieren, dass die Felder J* die Operator Produkt Entwicklung

Hab fabC Jc(w)
(z-w)*  (z-w)

J(2)J"(w) ~ +0(1), (55)

besitzen. Die Moden J? werden in der tiblichen Weise definiert,

JUz) =Y Ji (4.4.46)
neZ
und daher ist ]
Ji=— ¢dzz"J(z). (4.4.47)
21

Wie zuvor im Fall der U(1) Theorie, kann man aus dem singuléren Teil der Operatorpro-
duktentwicklung, die Kommutatoren der Moden ableiten. Mit denselben Argumenten
wir dort findet man, dass

a b _ 1 n 1 m "iab fabc JC(C)
_ ;mfi)dc (m:‘iab n+m—1 +ffb Cn+mJC<C))
— mﬁab 6m,—n + fgb Je

m—+n *

(4.4.48)

Dies ist (eine Darstellung) der affinen Lie Algebra . In dem Fall, dass ¢ eine einfache
Lie Algebra ist, kann man r als

kY = tr(Kt"t") = ko, (4.4.49)

schreiben, wobei eine geeignete Basis gewéhlt worden ist (und & eine im allgemeinen
komplexe Konstante ist). Dann wird die obige Lie Algebra gerade

[Jo, Tl = mk 8™ + fobge ..

(4.4.50)

Die Moden des Virasoro Feldes werden durch die Sugawara Konstruktion definiert
1
L,=——— 0 A S 4.4.51
(e P ISR (1451)
wobei die Normalordnung wie zuvor definiert ist,

. Jagb ‘_{ JoJb  falls m > n,

neme JbJa  falls n > m, (4.4.52)

und 7" die duale Coxeter Zahl ist, d.h. der Wert des zweiten Casimir Operators in der
adjungierten Darstellung von g. Diese Moden erfiillen

[Lpn, J3] = —nJ

m-+n

(4.4.53)
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und definieren eine Virasoro Algebra mit zentraler Ladung (I"Jbungsaufgabe)

C_kdimg
k+ R

(4.4.54)

Fiir das folgende ist es wichtig, den Fockraum dieser Theorie ein wenig im Detail zu
verstehen. Wir wissen, dass der Fockraum durch die Wirkung der Moden J? auf das
Vakuum generiert wird; ein allgemeiner Zustand dieser Form ist

Jo L JUG. (4.4.55)

Da die Moden die Vertauschungsrelationen (4.4.50) erfiillen, gibt es natiirlich viele
Relationen zwischen diesen Zustdnden. Um diese Identifikationen zu berticksichtigen,
definieren wir das das sogenannte Vermamodul wie folgt. Zunéchst sei V der freie kom-
plexe Vektorraum, dessen Basisvektoren gerade alle Ausdriicke der Form (4.4.55) sind.
Wir betrachten den Unterraum der Relationen, der durch

J e (JETY = T T = T8, ) - TR (4.4.56)

m?“n

aufgespannt wird, wobei hier [J2, J] fiir die rechte Seite von (4.4.50) steht. Das Ver-
mamodul ist dann einfach der Quotientenraum von V, wobei wir alle Relationen dieser
Form herausteilen.

Man kann diese Relationen dazu bentitzen, eine sogenannte Poincaré-Birkhoff-Witt
Basis fiir das Vermamodul zu finden. [Die folgende Konstruktion funktioniert nicht
nur fiir affine Theorien, sondern im wesentlichen fiir alle (geeigneten) meromorphen
konformen Feldtheorien.] Zunéchst kann man die Indizes ny,...,n; 'ordnen’, so dass
ny < ng < --- < nyist — dies kann durch endlich viele Schritte erreicht werden, da
bei jeder Anwendung des Kommutators die Anzahl der Moden sich verringert! Da das
Vakuum von allen J? mit n > 0 vernichtet wird, bedeutet das, dass das Vermamodul
von Zustanden der Form

JU T Q) (4.4.57)

—ni —ny
aufgespannt wird, wobei ny > ny > --- > ny ist. Weiterhin kénnen wir auch eine Ord-
nung fiir die Adjungierte Darstellung der Lie Algebra g einfiihren, und darauf insistieren,
dass falls n; = n;11, a; < a;41 ist. Diese geordneten Zustidnde bilden dann eine Basis
(ndmlich die Poincaré-Birkhoff-Witt Basis) fiir das Vermamodul.

Man konnte zunachst denken, dass der Fockraum der zugehorigen Theorie gerade
mit dem Vermamodul tibereinstimmt. Im allgemeinen ist das aber nicht der Fall. Um
dies zu verstehen, ist es niitzlich, ein Beispiel im Detail zu analysieren. Betrachte den
einfachsten Fall, wobei g =su(2). Es ist bequem, die sogenannte Cartan-Weyl Basis der
endlichen Lie Algebra zu beniitzen, in der wir 3 Generatoren, H und J* besitzen, deren
nicht-triviale Vertauschungsrelationen durch

(H,J¥] = +J*
J*HJ7] = 2H
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gegeben sind. In der entsprechenden Basis hat man dann fiir die affine Algebra die
Vertauschungsrelationen

(Hu J3] = £ in

[T J7] = 2Hpun +kmém, n (4.4.58)
k

[Hm,Hn} = §m5m’7n.

Sei k nun eine ganze positive Zahl. Dann ist das Vermamodul nicht irreduzibel (als
Darstellung der affinen Algebra), da der Raum, der von dem Vektor

N=(75)"a (4.4.59)

erzeugt wird (d.h. der alle Vektoren enthélt, die durch Wirkung von beliebigen Moden
auf N erzeugt werden) ein invarianter echter Unterraum ist. Nach Konstruktion ist es
offensichtlich, dass dieser Raum invariant ist; er definiert einen echten Unterraum, da

JEN =0 (4.4.60)

fiir alle n > 0; insbesondere enthalt dieser Unterraum daher nicht das Vakuum. FEin
Vektor, der wie in (4.4.60) von allen positiven Moden vernichtet wird, wird singuldrer
Vektor genannt.

Es ist nicht schwer, (4.4.60) explizit zu beweisen: falls J* = JI ist die Aussage
offensichtlich, da der J Generator mit allen J*; vertauscht und das Vakuum vernichtet;
falls J¢ = H, erzeugt der Kommutator von H, mit J*; nur Moden J,|_;, die wiederum
mit allen J¥; vertauschen und ebenfalls das Vakkum vernichten. Entsprechendes gilt
dann auch falls J¢ = J fiir n > 2. Der einzig ein wenig kompliziertere Fall ist J = J;,
fiir den man berechnet

k
J1_N = (le)l[l]f> Jir1](Jj1)k_lQ
0
k

~

_ [Z k-2 Ekj(k - l)} (JH)"Q
= ;

— [k(k +1)—2 (JH)Fa =o0. (4.4.61)

Es folgt aus der Cluster Bedingung, dass V© keine invarianten Unterriume enthilt:
wegen

Ry H V (i, 2)¥ = Q <H V (i, zi)\I/> (4.4.62)

enthalt der Raum, der durch die Wirkung der Vertexoperatoren von ¥ genereriert wird,
entweder das Vakuum (und ist daher kein echter Unterraum), oder alle Amplituden, die
U involvieren verschwinden, und daher ist ¥ = 0 in V. Auf den obigen Fall angewendet
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folgt daher, dass alle Amplituden, die A involvieren verschwinden; daher ist N ein
Nullvektor, d.h. N' = 0 im Fockraum F. Man kann zeigen, dass der Fockraum in diesem
Fall gerade der Quotientenraum des Verma-Moduls ist, wobei alle Vektoren, die durch
die Wirkung von J? von N erzeugt werden, herausgeteilt werden. [Die Bedingung, dass
N =0 ist also die einzige zusitzliche Bedingung, die man implementieren muss.|

4.4.4 Die Virasoro Theorie

Die Virasoro Theorie kann auf ahnliche Weise konstruiert werden. In diesem Fall ist V'
ein-dimensional, und wird von dem Vektor L mit konformen Gewicht 2 aufgespannt. Im
Prinzip kann man die Theorie einfach rekursiv vermittels (v) definieren. Es ist jedoch
moglich, auch eine geschlossene Formel fiir die so erzeugten Korrelatoren anzugeben;
dies involviert wiederum eine graphische Entwicklung.

Zu jedem Feld assoziieren wir wiederum einen Punkt. Nun betrachten wir alle
Graphen, bei denen jeder Punkt durch zwei (gerichtete) Linien mit anderen Punkten
verbunden ist. Jeder solche Graph kann in geschlossene Zykel aufgeteilt werden; zu
jedem solchen Zykel assoziieren wir die Funktion

c/2

Zin = %) (Zia = Zig)* + (Bimey = Zin)* (Zin — Zi1)
wobei ¢ eine (komplexe) Zahl ist. Zu jedem Graph assoziieren wir das Produkt der
Funktionen, die den Zykeln zugeordnet werden. Die Amplitude (L(z1)L(22)...L(2,))
ist dann die Summe der Funktionen, die den verschiedenen Graphen zugeordnet sind.
[Beachte, dass Graphen, die durch das Umkehren der Orientierung der Linien eines Zykel
ineinander iibergehen, den gleichen Beitrag leisten. ]

Diese Amplituden implizieren, dass die Operator Produkt Entwicklung des L Feldes

gerade durch ) © ©
c/2 2L(C L'(¢
L(z)L(() =0 + G—C) + = ¢ +0(1) (4.4.64)

gegeben ist. Mit dem nun vertrauten Kontourargument fiithrt das zu den Vertauschungs-
regeln

(4.4.63)

fg(Zil,ZiZ,...,Zim): ( 2

1 1 ¢/2 2L(¢) | L'(¢)
L L] = 5 fdcetts— fazzmh
Ly La] = 5 A S R it oo T o
_ i £ 2 n+m—1 n+m+1 l n+m-+2
= 5 PG g mlm® = ) 2 DL ¢ L)€
- % m(m? —1) 6 —n +2(m + 1) Lysn + (=1 — 1 — 2) Ly
- % m(m? — 1) 6.—n + (M — 1) Ly » (4.4.65)
wobei wir in der vorletzten Zeile bentitzt haben, dass
Q) => (-1-2)¢"L. (4.4.66)
lezZ

Die Moden des Feldes L erfiillen daher wiederum die Virasoro Algebra.
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5 Darstellungen meromorpher konformer Feldtheo-
rien

Wir haben nun die meromorphe konforme Feldtheorie im Detail beschrieben. Die mero-
morphen Felder bilden natiirlich nur einen kleinen Teil der vollstandigen Theorie; sie
beschreiben jedoch die ‘Symmetrie’ der Theorie, und die iibrigen Felder lassen sich in
Darstellungen der beiden meromorphen Feldtheorien (die durch die chiralen und anti-
chiralen Felder erzeugt werden) organisieren. Als néchstes miissen wir daher Darstel-
lungen von meromorphen konformen Feldtheorien studieren.

5.1 Eine axiomatische Beschreibung

Sei eine meromorphe Feldtheorie gegeben. Insbesondere haben wir dann (i) einen Fock
Raum F, der ein dichter Unterraum der Raume VO fiir jedes offene O C C ist; sowie
(ii) Vertexoperatoren V (1, z), die fiir beliebige Zusténde ¢ € V definiert sind, wobei V
der (endlich-dimensionale) Raum der generierenden quasi-priméren Felder ist.

Eine Darstellung dieser meromorphen konformen Feldtheorie kann nun wie folgt
definiert werden. Sei W, und Wjp zwei endlich-dimensionale komplexe Vektorraume.
(W, und Wy sind geeignete Unterrdume der Hochstgewichtsvektoren der Darstellung
und ihrer konjugieren.) Fiir jede Kollektion von Vektoren v; € Vj, und ¢, € W,,
¢2 € Wpg, sowie 21, ...z, € C und u;,uy € C haben wir Amplituden

9(¢17 7wn;217'"7Zn;¢17¢2;u17u2)
= (V(¥1,20)V (W2, 22) - - V(¥n, 20) Wa (1, u1) Wp(o2, uz2)) (5.1.1)

welche die folgenden Eigenschaften besitzen:

(i) Die Amplituden sind multi-linear in den v; und ¢;, und invariant unter dem Aus-
tausch von (v, z;) mit (1}, z;). Wir schreiben daher auch

g1, - Uns 21,y 20 O1, P25 U, Up) = <ﬁ V (i, ) Wa (o, Ul)WB(¢2>U2)> .
i=1
(5.1.2)

(ii) Die Amplituden sind analytisch in den z; und u;, abgesehen von moglichen Polen
endlicher Ordnung bei z; = z; fiir ¢ # j und bei z; = u;. Als Funktion von u; und
uy sind diese Amplituden analytisch, abgesehen von moglichen Polen bei u; = z;
und einem moglichen ‘branch cut’ bei u; = us.

(iii) Die Amplituden sind Mdbius-invariant, wobei das konforme Gewicht von ¢; gerade
r; € IR ist: fiir jede Mobiustransformation v(z) gilt

<f[1v(¢j7Zj)Wa(¢1,U1)WB(¢2,U2)> = ﬁ (’7/<Zj))hj H('V/(Ul))m x

j=1 =1

8 <ﬁ V(@5 7(20))Wal @1, (1)) Wi (2, 7(“2))> :
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(iv) Die Amplituden erfiillen die konforme Hdchstgewichtsbedingung: sie erfiillen das
Analogon von (v), ndmlich

(L(w) T3

j=1

+

+

(¢1, U1)Wﬁ(¢2, U2)>

h
&
=
=~
S
Ev

é@ﬁuwnﬁlwm Wa(61, ) Wis(,02)
> ot T ) TTV (0 2 Wl ) Wil o)
z_:l (wiﬂsus)? <ﬁ1 L(w;) ﬁl‘/@/}z‘a 2i)Wa(¢1, ur)W(¢2, u2))
i (w—lwk) ddwk<ﬁL(wj)ﬁV(%,Zi)Wa(¢1,U1)W6(¢2,U2)>
> s o T2 TV 2 Waon, )W)
> oy (L0 TV (0 )W, 1) Wi 0)
é(wi/ik) <gL( )ﬁl (Vi, 20) Wa (@1, ur)Wa( o, uz)) -

Falls weiterhin in der Amplitude

(V(@r, 20)V (W2, 22) - - - V (U, 20) W b1, ur ) Wi (o, uz)) (5.1.3)

der Pol fiir z; = u; hochstens von Ordnung h; ist (fiir alle p € V), erfiillen die
Amplituden die allgemeine Hochstgewichtsbedingung.

(v) Die Amplituden definieren eine Darstellung der meromorphen konformen Feldthe-
orie: fiir jedes O C C gibt es einen Zustand X(¢y, ¢o; ur, us) € VO, so dass

<ﬁ V(?ﬂi, 2’1:)

i=1

wobei z; € O.

W1, u0)Wa(b, u)) = (L[ V(s 20) S, b w1, ) s (5.1.4)

i=1

Die letzte Bedingung garantiert, dass alle Relationen, die in der meromorphen konfor-
men Feldtheorie gelten (zum Beispiel die Dualitétsrelation (4.2.36), etc.) auch in den
Amplituden, die ¢; und ¢y involvieren, erfiillt sind. In diesem Sinn definieren daher
diese Amplituden eine Darstellung der meromorphen konformen Feldtheorie.

Es ist relativ offensichtlich, dass man wie zuvor topologische Vektorraume V9 und Vg
konstruieren kann, und dass die Vertexoperatoren V (¢, z) kontinuierliche Operatoren
auf diesen Rdumen definieren. Entsprechend kann man dann auch die Fockraume F,
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und Fj3 definieren; diese werden durch die Wirkung von V,,(¢) von ¢, € W, und ¢, € Wp
generiert. Im folgenden werden wir uns wiederum hauptsachlich mit diesen Fockraumen
beschaftigen.

Ein zentraler Punkt, der haufig nicht besonders klar gemacht wird, ist dass die
Darstellungsbedingung (zusammen mit der allgemeinen Hochstgewichtsbedingung) die
Menge der Hochstgewichtsdarstellungen dramatisch einschrankt. Um dies zu verstehen,
ist es niitzlich ein Beispiel im Detail zu erklaren.

5.2 Darstellungen der SU(2) Theorie

Betrachten wir das Beispiel der affinen SU(2) Theorie mit level k. Wie wir in Kapitel
4.4 gesehen haben, enthalt in diesem Fall das Vermamodul der Vakuumdarstellung den
Nullvektor -~

N=(J5) Q. (5.2.1)

Wie wir dort erklart haben, verschwindet der diesem Zustand zugeordnete Vertexop-
erator in jeder Amplitude der meromorphen Theorie. Die Darstellungsbedingung (v)
impliziert daher, dass dieser Vertexoperator auch auf dem Fockraum F, verschwinden
muss. Insbesondere bedeutet das auch, dass jeder seiner Moden V,,(N) auf dem Fock-
raum verschwinden muss. Mit Hilfe der Dualitatsrelation konnen wir diese Moden durch
die Moden J;" ausdriicken; insbesondere findet man, dass

fl k+1
WM =)+ X allJdl, (5.2.2)
ll+---lk+1=0 =1
wobei 1 = (I, ..., lg4+1) und ¢ Konstanten sind (mit ¢y o = 0), die im Prinzip bestimmt

werden konnen.
Nun wollen wir annehmen, dass die Darstellung die allgemeine Hochstgewichtsbe-
dingung erfullt. Mit 1) = J* gilt dann, dass der Pol in

JH2)p=> z""Jr¢ (5.2.3)

neZ

hochstens von erster Ordnung ist. Dies impliziert gerade, dass
Jrg=0 fiir alle n > 0. (5.2.4)

[Falls die Darstellung die allgemeine Héchstgewichstbedingung erfiillt gilt mit demselben
Argument, dass
Va(¥)p =0 fir alle n > 0. (5.2.5)

fiir alle ¢ € V. Vektoren ¢, die diese Eigenschaft erfiillen, werden Hochstgewichtsvek-
toren genannt.] Mit (5.2.2) gilt daher dann

k+1

VWMo = (JF) " o=0, (5.2.6)
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da die iibrigen Terme in (5.2.2) alle zumindest einen Mode J;" mit [ > 0 enthalten.
Der Zustand ¢ generiert eine Darstellung der (endlichen) Lie Algebra von SU(2) durch
die Wirkung von J§. Alle Vektoren dieser Darstellung erfiillen die ‘Hochstgewichts-
bedingung’ (5.2.4), da [J2, J¢] = f®J¢. Daher muss auch (5.2.6) fiir alle Vektoren
dieser Darstellung gelten. Dies impliziert dann, dass der Spin dieser Darstellung halb-
ganz sein muss, und dass weiterhin j < k/2. Man kann relativ leicht sehen, dass
die Hochstgewichtsdarstellung durch die SU(2) Darstellung auf den Hochstgewichtszu-
stdnden eindeutig festgelegt ist. Die obige Analyse impliziert daher, dass die SU(2)
Theorie fiir positives ganzes k£ nur endlich viele Hochstgewichtsdarstellungen besitzt.
Meromorphe Theorien mit dieser Eigenschaft werden tiblicherweise rational genannt.

Die Héchstgewichtsdarstellungen, deren Hochstgewichtszustande eine SU(2) Darstel-
lung mit j < k/2 definieren, sind auch gerade dadurch ausgezeichnet, dass sie die einzi-
gen unitdren Hochstgewichtsdarstellungen der affinen SU(2) Algebra mit level & sind,
beziiglich dessen Skalarprodukt die hermitische Konjugation gerade durch

(75 =07, @) =H, (5.2.7)

gegeben ist. [Obgleich ein solcher Zusammenhang fiir alle (7) rationalen unitdren mero-
morphen konformen Feldtheorien zu bestehen scheint, gibt es bislang dafiir kein allge-
meines Argument.] Der Umstand, dass j < k/2 eine notwendige Bedingung ist, kann
leicht gezeigt werden. Sei ¢ ein Hochstgewichtszustand mit (¢, ¢) > 0 und Hyp = jo.
Dann gilt

1T5611* = (¢, Iy J210) = (¢, (k — 2Hy)¢) = (k — 2j){6, ¢) , (5.2.8)

wobei wir ausgeniitzt haben, dass J; ¢ = 0 (wegen der Hochstgewichtsbedingung). Falls
Jj > k/2 fiir irgendeinen Hochstgewichtszustand wére, dann wére (5.2.8) negativ, und
das Skalarprodukt ware nicht positiv definit.

5.3 Die Zhu’sche Algebra

Die obige Analyse kann formalisiert werden; dies ist der Inhalt der Konstruktion der
sogenannten Zhu’schen Algebra. Sei eine Darstellung gegeben, die die allgemeine Hochst-
gewichtsbedingung erfillt. Fiir das folgende ist es bequem u; = oo und uy = —1 zu
wéhlen; dies kann zum Beispiel durch die Mobiustransformation

Uy — U2

v(z) = (5.3.1)

Z— U

(ug—u1)
(z—u1)?

wie u; *""; die Amplituden fiir u; = oo kénnen daher auch durch

erreicht werden. [Da~/(z) = ist, verhalten sich die Amplituden im Limes u; — 0o

n

(1] ﬁv(¢iazi)wﬂ(¢2au2)> = Aij)ﬂooU%T%H V (Wi, 20)Wa(o1, ur) Wa(ga, uz))  (5.3.2)

Jj=1
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definiert werden. Wir haben hier die (iibliche) Konvention beniitzt, Vektoren bei u = oo
als bra-Vektoren zu schreiben.|

Die Darstellungsbedingung (v) impliziert, dass diese Amplituden einen Zustand
(g1, ¢2) € VO definieren, wobei O so gewihlt werden kann, dass es eine offene Umge-
bung des Ursprungs enthélt. Der Zustand X(¢q, ¢o) definiert insbesondere ein lineares
Funktional auf dem Fockraum F. Die Idee der Zhu’schen Analyse ist es, den Un-
terraum des Fockraumes zu charakterisieren, auf dem dieses Funktional verschwindet.
Seien 1 und y zwei Elemente des Fockraumes, wobei 1) konformes Gewicht A hat. Dann
definieren wir VIV (¢)y € F durch

VO = § S )V () (5.3.3)

wobei N eine beliebige ganze Zahl ist, und das Linienintegral entlang eines kleinen
Kreises (mit Radius kleiner als eins) um w = 0 genommen wird. Falls die Darstellung
die allgemeine Hochstgewichtsbedingung erfiillt, dann gilt

(2(1, 2) V™ ()x) =0  fiir N > 0. (5.3.4)

Dies folgt einfach daher, dass der Integrand in (5.3.4) keine Pole bei w = —1 oder w = oo
hat.

Wir definieren dann den Unterraum O(F) von F, der durch alle Zustéande der Form
(5.3.3) mit NV > 0 generiert wird, und weiterhin den Quotientenraum

A(F) = FJO(F). (5.3.5)

Nach Konstruktion definiert jede allgemeine Ho6chstgewichtsdarstellung ein lineares
Funktional auf A(F). Falls zwei Darstellungen dasselbe Funktional definieren, beschrei-
ben sie aquivalente Darstellungen; die Anzahl der Hochstgewichtsdarstellungen ist daher
durch die Dimension von A(F) majorisiert. (Wie wir weiter unten sehen werden, ist die
Zahl der indquivalenten Darstellungen im allgemeinen tatséchlich kleiner.) Insbesondere
ist die Theorie rational, falls A(F) endlich dimensional ist.

Der Quotientenraum A(F) hat allerdings noch eine weitere Struktur: er definiert
namlich eine assoziative Algebra, wobei das Produkt durch

Yy =VOy)y (5.3.6)

definiert ist. Beziiglich des Zustandes (¢1, ¢2) hat dieses Produkt eine einfache Inter-
pretation: es folgt aus (5.3.3), dass

(X(01, 02) Vo (W)x) = (E(Vo(¥) o1, d2) X) - (5.3.7)

Um die Algebraeigenschaft zu beweisen, ist es am einfachsten, eine zweite Wirkung zu
definieren, bei der die Rollen von u; und us vertauscht sind. Dazu definieren wir

V) = ()Y s () s )Y ). (539
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wobei wir angenommen haben, dass ¥ wiederum konformes Gewicht h hat. Wie zuvor
definieren wir dann den Unterraum O, (F), der durch Vektoren der Form V.(")(z)x mit
N > 0 aufgespannt wird. Dieser Unterraum stimmt tatséchlich mit O(F) tiberein. Um
dies zu sehen, beobachten wir zuniichst, dass V) (¢) = —V.()(¢), und wir bezeichnen
diesen Operator mit N(¢), d.h. N(¢) = V(l)(¢) =~V (x). Falls ¢ konformes Gewicht
hy hat, dann gilt

dw v AV (5, w)
VL) = § S w1
4 7)ot
- fd dw( wh+1 )V(w,w)
= (N = hy) V() + (N + 1) VIV (), (5.3.9)
und daher gilt, fir N # —1,
N4 () = L @) N =Ry
V() = N1 V(L) N1 V(). (5.3.10)
Entsprechend gilt
V() = - V(L) - YY) e

Wegen (5.3.10) wird O(F) von den Zusténden der Form N(¢)x aufgespannt, und das
gleiche gilt auch fur O.(F) wegen (5.3.11); diese beiden Unterrdume stimmen daher
iiberein.

Dies impliziert insbesondere, dass (5.3.4) auch gilt, falls V™) (b)) durch V.V ()
ersetzt wird. Ausserdem folgt direkt aus der Definition von V.(V)(v)), dass das Analogon
von (5.3.7) nun

(S(¢1, ¢2) VO 0)X) = (S(1, Vo(v)da) X) (5.3.12)

ist. Man sollte daher erwarten, dass die Wirkung von V() = VO (y) und Vz(v) =
V.9 (x) bis auf Operatoren der Form N(F) miteinander vertauschen. Um dies zu be-
weisen, betrachte den Fall, dass ¢ und x konformes Gewicht h, and h, haben. Dann
gilt

Vi) Vel) = f T 0w ) V@ OV ()
hx*1£ hy w
_?{ﬂ{pm w +1) ¢ (C+ D)™V (x,w)V(¥,()

- ;{){fui<<<+1>th<w OVl 52w+

— ng{in (C+ 1)V (V,(4)x, w)( _w)—n—hw}w(w_’_l)hx_l

n
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T e ()

hX>n> hw+1 =

f <dw (w+1>l+l<w+1>’“”*‘”V<vn<w>x,w>

ww+1) \ w
€ N(H). (5.3.13)

Wegen (5.3.11), kann jedes Element in N(F) als Vz(¢) fiir ein geeignetes ¢ geschrieben
werden. Daher impliziert (5.3.13), dass [VL(v), V™ (x)] € N(F) fir N > 0; daher
definiert V7, (¢)) einen Endomorphismus von A(F).

Seien ®; und @9 zwei Endomorphismen von F, die O(F) in sich abbilden (und daher
einen Endomorphismus von A(F) definieren). Wir nennen zwei solche Endomorphismen
dquivalent, ®; ~ P, falls sie als Endomorphismen von A(F) iibereinstimmen, d.h. falls
(®; — ®y)F C O(F). Entsprechend schreiben wir ¢ = 0 falls ¢ € O(F).

Es gilt nun das folgende Eindeutigkeitstheorem (das analog zu dem Eindeutigkeits-
theorem fiir Vertexoperatoren ist):

Eindeutigkeitstheorem fiir Zhu’sche Moden: Sei ® ein Endomorphismus von F,
der O(F) in sich abbildet. Falls ® die beiden Eigenschaften (a) ®Q = ; und (b)
[®,Vr(x)] € N(F) fiir alle y € F hat, dann gilt ® ~ V().

Beweis: Dies folgt einfach aus der Rechnung
®x =2 VR(X)Q = Vr(x) Q2 = V()¢ = Vi(¥)x- (5.3.14)
Hier haben wir bentitzt, dass Vg(1)Q = Vi(¢)Q = 9.
Es folgt nun direkt, dass
Vi(VL(¥)x) = VL(¥)VL(X) , (5.3.15)
und insbesondere daher, dass V(N (¢)x) =~ N(¥)VL(x)-

Dieses letzte Resultat impliziert, dass das Produkt ¢ x, ¢ eine assoziatives Produkt
auf A(F) definiert, d.h. dass

(@xp)xx =d* (¥ *x) . (5.3.16)
A(F) ist daher eine Algebra. Wegen (5.3.7) ist es klar, dass zwei Funktionale, die
sich durch die Wirkung von V(1)) unterscheiden, dieselbe Darstellung definieren. In
der Tat kann man beweisen, dass die Hochstgewichtsdarstellungen der meromorphen
konformen Feldtheorie in eins zu eins Korrespondenz zu den Darstellungen der Zhu’schen
Algebra stehen. Insbesondere ist daher eine meromorphe konforme Feldtheorie rational,
falls die Zhu’sche Algebra endlich dimensional ist.

5.3.1 Nochmals das SU(2) Beispiel

Es ist instruktiv, die Analyse fiir die SU(2) Theorie nochmals im Rahmen des Zhu’schen
Formalismus zu beschreiben. Da das Feld J* konformes Gewicht h = 1 hat, gilt

u dw u dw dw _, u “
v (Ja) :jgwm (w + 1) J%(w) :waH 7 (w)+f6—J (W) = Ty, + %y

0 wlN
(5.3.17)
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Insbesondere ist daher also

VO =Je, + I8, (5.3.18)

und man findet

VO, VO = [J% + 8T8 + T
= [ I, 200 + ]
= [ VI + VO
FEVO(gey. (5.3.19)

Weiterhin ist -
N=(VOunH) (5.3.20)

wiederum null. Die Darstellungen der Zhu’schen Algebra sind daher wiederum gerade
die Darstellungen von SU(2) mit j < k/2.

5.3.2 Die Yang-Lee Theorie

Ein andere Klasse von interessanten Beispielen sind die sogenannten minimalen Modelle.
Die meromorphe konforme Feldtheorie ist in diesem Fall einfach die Virasoro Theorie so
wie sie in 4.4.4 beschrieben wurde. Diese Theorie ist rational falls die zentrale Ladung
c spezielle Werte annimmt, namlich, wenn
2
c—ep,—1- =4 (5.3.21)
pq

wobei p und ¢ zwei relativ prime positive ganze Zahlen sind. Das einfachste minimale
22

Modell ist die sogenannte Yang-Lee Theorie, fiir die (p, ¢) = (2, 5); dies fithrt zuc = —%.
[Diese Theorie ist tibrigens nicht unitér, da ¢ negativ ist, und daher der Zustand L 5
negative Norm hat. Die unitaren minimalen Modelle sind genau die Untermenge der
obigen Theorien, fiir die ¢ =p+ 1.

Der Grund dafiir, dass diese Theorien rational sind, liegt darin, dass der Fockraum
F zusatzlich zu dem ‘trivialen’ singularen Vektor N7 = L_;Q noch einen weiteren sin-
guldren Vektor besitzt. Dieser tritt bei konformen Gewicht h = (p — 1)(¢ — 1) auf. Fur

den Fall der Yang-Lee Theorie ist h = 4, und der singulare Vektor ist explizit durch

N = <L4 — §L2_2> Q (5.3.22)

gegeben. Fir das Virasoro Feld sind die Zhu Moden gerade

VO(L) = (Lo+2L_y+ L)
VIO(L) = (L_y+2L_y+ L_3)
VO(L) = (Lo+2L 3+ L), (5.3.23)
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wie man leicht aus (5.3.3) berechnet. Um den Quotientenraum A(F) zu berechnen,
konnen wir alle Zustinde der Form V) (L)y mit N > 0 wegwerfen; wir kénnen daher
jeden Zustand der Form L_,% mit n > 3 durch eine Linearkombination von Zustanden
der Form L_,,1) mit m < n ersetzen. Rekursives Anwenden dieses Argumentes zeigt,
dass wir annehmen kénnen, dass A(F) von Zustdnden der Form

LH,0 (5.3.24)

aufgespannt wird, wobei [ = 0,1,2,.... Wegen des Nullvektors (5.3.22) konnen wir
schliesslich den Zustand mit [ = 2 durch L_4 ersetzen, und wiederum das obige Ar-
gument anwenden. Dies beweist, dass A(F) hochstens zwei-dimensional ist, und dass
A(F) von (5.3.24) mit [ = 0, 1, aufgespannt wird.
Schliesslich wollen wir die Algebrastruktur verstehen. Dazu berechnen wir
LxL = VOL)L_,Q
= (L, 420 1L s+ LoL5) Q
3
_ <5L4 2L g+ 2L2> Q, (5.3.25)

wobei wir die Nullvektorrelation (5.3.22) beniitzt haben, sowie L_1€2 = 0 in der letzten
Zeile. Schliesslich kénnen wir ausniitzen, dass wir Zustinde der Form V™) (L)1 mit
N > 0 wegwerfen konnen:

(;)L_4 +2L 3+ 2L_2) Q- ;’v@(L)Q

12

LxL

3 3
°Loy+2L s+ 2L2) Q-Z(Loa+2Lg+L5)Q

= —_L.,0. (5.3.26)

Diese Rechnung zeigt, dass wir in der Zhu’schen Algebra die Relation
1 1
L*L+5L_L*(L+5>—O (5.3.27)

haben. Die einzigen irreduziblen Darstellung dieser Algebra (und daher der zugehorigen
meromorphen konformen Feldtheorie) sind daher durch

h =0 (Vakuum)

1
h = —— 5.3.28
. (5325)
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gegeben, d.h. der Hochstgewichtsvektor ist ein Eigenvektor von Ly mit Eigenwert h = 0
oder h = —1/5. Dies reproduziert gerade die Darstellungen der sogenannten Kac Liste
fiir den Fall des (2,5) Models. [In de Kac Liste sind gerade diejenigen Hochstgewichts-
darstellungen enthalten, die zwei unabhéngige nicht-trivale singulére Vektoren besitzen.]
Fiir das (p, ¢) minimale Modell enthélt die Kac Liste gerade die Hochstgewichtsdarstel-
lungen, fiir die h durch

(rq —sp)* — (p — @)

4pq

gegeben ist, wobei 1 <r <p—-1,1<s<q¢g—1und h, ;s = hy_,, . Fir (p,q) =(2,5),
gilt deshalb Ay =hy1 4 =0und hyo = hy3 = —%.
ﬂbungsaufgabe: Reproduziere diese Analyse fiir den Fall des einfachsten unitiaren
minimalen Modells, des sogenannten Ising Modells mit (p, ¢) = (3,4).

By = (5.3.29)

5.4 Das (5 Kriterium

Die Zhu’sche Algebra beschreibt einen grossen Teil der Struktur der meromorphen kon-
formen Feldtheorie. In der Praxis ist es jedoch oftmals schwierig, die Zhu’sche Algebra
explizit zu berechnen. Die rationalen Theorien sind dadurch charakterisiert, dass sie
nur endlich viele inaquivalente irreduzible Hochstgewichtsdarstellungen besitzen; dies
ist dazu aquivalent, dass die Zhu’sche Algebra endlich dimensional ist. Es ist daher
von Interesse, ein einfaches Kriterium zu haben, dass zumindest impliziert, dass die
Zhu’sche Algebra endlich dimensional ist. Ein solches Kriterium ist das sogenannote Cy
Kriterium von Zhu.

Das (5 Kriterium ist ein Spezialfall einer ganzen Klasse von Kriterien. Sei p eine
ganze positive Zahl. Wir definieren den Unterraum O, von F, der durch die Vektoren
der Form

Vohy—n(¥)X n>p-—1 (5.4.1)

aufgespannt wird. Die meromorphe konforme Feldtheorie erfiillt dann das C), Kriterium,
falls der Quotientenraum
A (F)=F/O, (5.4.2)

endlich dimensional ist. Es ist offensichtlich, dass jede meromorphe konforme Feldtheorie
das €'y Kriterium erfiillt, da ¢ = V_, (1), und daher O; = F. Ausserdem ist klar, dass
falls die Theorie das C}, Kriterium erfiillt, sie auch das C,, Kriterium mit ¢ < p erfiillt.
Eine besondere Rolle nimmt das Cy Kriterium ein, da man zeigen kann [Gaberdiel &
Neitzke], dass es das C), Kriterium fiir jedes p > 2 impliziert! Ausserdem impliziert das
C5 Kriterium, dass die Zhu’sche Algebra endlich dimensional ist. Um dies zu sehen,
wertet man (5.3.3) explizit aus

VW () =3 (7) Vohnu(¥). (5.4.3)

=0
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Der fithrende Term in V™) (1)) (d.h. der Term mit der negativsten Mode) ist gerade
V_n_n(®); alle Zustdnde der Form V_j,_n(?)x liegen in Os, und ein einfaches Induk-
tionsargument zeigt dann, dass das Cy Kriterium impliziert, dass auch A(F) endlich
dimensional sein muss.

Es wird vermutet, dass auch die Umkehrung stimmt, d.h. dass das Cy Kriterium
erfiillt ist, falls die Zhu’sche Algebra endlich dimensional ist, aber bislang konnte das
noch nicht bewiesen werden. Fiir viele rationale Theorien gilt iibrigens, dass

dim(A(F)) = dim(As(F)) (5.4.4)

aber diese Beziehung ist im allgemeinen nicht richtig; das einfachste Gegenbeispiel ist
die eg affine Theorie mit k& = 1 fiir die dim(A(F)) = 1, aber dim(As(F)) > 249.

Das C5 Kriterium impliziert auch, dass der Charakter jeder Hochstgewichtsdarstel-
lung (in einem geeigneten Bereich) konvergiert. Dies ist fiir die Beschreibung der modu-
laren Eigenschaften einer rationalen meromorphen konformen Feldtheorie von zentraler
Bedeutung.

5.5 Charaktere und modulare Eigenschaften

Die Charaktere (und ihre modularen Eigenschaften) sind fiir die meisten rationalen kon-
formen Feldtheorien bekannt. In vielen Féllen (zum Beispiel fiir die affinen Theorien
oder die minimalen Modelle) basiert ihre Ableitung jedoch auf relativ tiefen Ergebnis-
sen der Darstellungstheorie der zugehorigen Algebren (im Fall der affinen Theorie zum
Beispiel berechnet man die Charaktere mit Hilfe der sogenannoten Kac-Weyl Charakter
Formel). Um zu verstehen, wie man Charaktere im Prinzip ausrechnet, ist es daher ver-
mutlich instruktiver, ein einfacheres Beispiel zu besprechen, fiir das alles sehr explizit
und direkt ausgewertet werden kann. Zum Beispiel ist dies fiir die Gittertheorien der
Fall.

Sei also A ein gerades Gitter der Dimension d. Die zugehorige meromorphe konforme
Feldtheorie haben wir in Kapitel 4.4.2 eingefithrt. Wie wir dort erklart haben, ist der
Fockraum der Theorie Hy = F gerade

Ho = P A, (5.5.1)

keA

wobei Fi, der Raum der Zusténde ist, die durch die Wirkung der d Oszillatoren ot ,
i =1,...,d auf dem Grundzustand |k) erzeugt werden. Dabei ist der Grundzustand |k)
dadurch charakterisiert, dass

ol |k) = 6,0k |k)  fiir n > 0. (5.5.2)

Da diese Zustidnde durch die Wirkung der Operatoren V,,(¢) vom Vakuum € erzeugt
werden, nennt man H, auch haufig die Vakuumdarstellung.

Wie wir oben erklart haben, sind die Hochstgewichtsdarstellungen dieser Theorie
durch die Darstellungen der Zhu’schen Algebra charakterisiert. Wir wollen diese Ana-
lyse nicht im Detail fiir den vorliegenden Fall besprechen, sondern lediglich das Resultat
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erklaren. [Die Analyse der Zhu’schen Algebra in diesem Fall ist {ibrigens relativ kom-
pliziert.] Dazu benétigen wir das duale Gitter A*,

A ={xcR*:x ke Zfiir alle k € A}, (5.5.3)

das wir bereits in Kapitel 4.4.2 eingefiithrt haben. Wie wir dort auch erklart haben, ist A
integral, da A gerade ist, und daher ist A C A*. Wir konnen daher A* nach A zerlegen,
d.h. wir schreiben
AN =P +A), (5.5.4)
i€T
wobei x; — x; € A falls i # j. Die Menge 7 kann natiirlicherweise mit dem Quotienten-
raum

T =A"/A (5.5.5)

identifiziert werden. Z bildet natiirlicherweise eine Gruppe (beziiglich Addition). Die
Menge 7 ist endlich, da wir ihre Kardinalitdt wie folgt berechnen konnen: fiir eine
Basis ej,...,e; von A [d.h. jedes Element von A kann als Linearkombination der e;
geschrieben werden, wobei die Koeffizienten alle ganze Zahlen sind] betrachten wir die
Matrix der inneren Produkte,

M(A)ij =e;-e;. (5.5.6)

Dann ist
|Z| = det(M(A)) . (5.5.7)

Die Determinante det(M(A)) ist tibrigens gerade das Quadrat des Volumens Vol(A)
einer Einheitszelle von A; daher gilt |Z| = Vol?(A).

Um diese Resultate zu illustrieren, betrachte den einfachsten Fall, fiir den das Gitter
gerade das ein-dimensionale gerade Gitter ist, das durch

A={V2m:meZ} (5.5.8)

definiert wird. Das duale Gitter ist in diesem Fall

A = {\7/% ‘n€ Z} , (5.5.9)

und die obige Zerlegung ist gerade

“ S
A _A+<\/§+A>. (5.5.10)

In diesem Fall enthalt Z also gerade zwei Elemente, namlich xy = 0 und x; = % Die
innere Produktmatrix von A ist die 1 x 1 Matrix (d.h. die Zahl) M(A) = 2, und ihre
Determinante ist in der Tat det M(A) = 2 = |Z].

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir jetzt die Darstellungstheorie dieser mero-
morphen konformen Feldtheorie erkldren. Die Theorie ist rational, d.h. es gibt nur
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endlich viele irreduzible Hochstgewichtsdarstellungen, und die verschiedenen Hochst-
gewichtsdarstellungen werden gerade durch die Elemente von Z parametrisiert. Fiir
xo = 0 ist die zugehorige Darstellung gerade die Vakuumdarstellung, und fiir 7 > 0 ist
ihr Fockraum einfach

Hi= P Fy, (5.5.11)

y—xX;EA

wobei Fy der Fockraum ist, der durch die Wirkung der Oszillatoren o', von dem
Grundzustand |y) erzeugt wird, wobei |y) genau wie (5.5.2) charakterisert ist, d.h.

a |y) =6noy'ly)  fiirn >0 (5.5.12)
Fiir jede Hochstgewichtsdarstellung definieren wir nun den Charakter durch
Xil™) = Try, (g70757) (5.5.13)

wobei ¢ = €*™7. Hier ist ¢ die zentrale Ladung, die im gegebenen Fall gerade ¢ = d ist,
und Lg ist der Skalenoperator. Die Wirkung von Ly auf H; ist eindeutig durch

. A 1
[Lo, o] = —nay, Loly) = §k2 ly) (5.5.14)

beschrieben. Zum Beispiel gilt
i1 i 1 2 : i1 i
LO a—n1 U a—lnl|Y> = §y + Z Ty a—n1 e a—nl |y> . (5515)
r=1

Der Charakter kann nun wie folgt berechnet werden. Zunachst bemerken wir, dass fiir
jedes y, der Fockraum F, gerade mit dem Vermamodul (beziiglich der Wirkung der d
U(1) Algebren) iibereinstimmt, d.h. dass eine Basis fiir F, gerade durch die Vektoren

i

o Coly) (5.5.16)

Oéil ceeu

gegeben ist, wobei n; > ny > --- > ng, und falls n, = n,,; dann gilt ¢, > 7,,,. Wir
definieren nun die sogenannte Dedekind eta-Funktion durch

[ee]

n(r) =g [JT(1-q"). (5.5.17)
n=1
Dann ist -
Trp, (qho-5) = & 5.5.18
Ty ( ) (7 ( )

Der Vorfaktor q%k2 triigt dem Lo-Eigenwert von |y) Rechnung; wegen d = c ist ¢~/?! =

¢~ %?* und daher stimmt ¢~?* mit dem Vorfaktor der eta-Funktion iiberein. Schliesslich
schreiben wir fiir jeden Term in der n-Funktion

v > g™ (5.5.19)



Dieser Term beschreibt dann den Beitrag der Mode «_,, zum Lg-Eigenwert der Vektoren,
in denen sie auftritt; dabei zahlt [ gerade die Anzahl der o, Moden, die in einem
bestimmten Vektor auftreten. Das Produkt tiber alle n beschreibt dann alle Moden «_,,
fiir alle positiven n, und die d-te Potenz tragt dem Umstand Rechnung, dass es d solche
Moden gibt.

Wegen (5.5.18) konnen wir nun den Charakter jeder irreduziblen Darstellung direkt
ausrechnen; es gilt nun einfach, dass

1

|
xilT) = n(7)

21 n(7)

y—X;EA

3 g’ (5.5.20)

xEA

Wir wollen nun zeigen, dass der Raum aller dieser Charaktere gerade eine Darstel-
lung der sogenannten Modularen Gruppe bildet; dies ist eine wichtige Eigenschaft aller
rationaler konformer Feldtheorien. Wie wir spater noch genauer erklaren werden, ist sie
wesentlich dafiir verantwortlich, dass man konforme Feldtheorien auch konsistent auf
Riemann’schen Flachen hoheren Genus (insbesondere auf dem Torus) definieren kann.
Dies ist wiederum fiir eine konsistente Stringinterpretation von grosser Wichtigkeit.

Um diese Eigenschaft zu beschreiben, miissen wir zunichst etwas ausholen, und
Aquivalenzklassen von zwei-dimensionalen Tori beschreiben. Jeder zwei-dimensionale
Torus T? kann als 7% = IR? /A, = C/A, gschrieben werden, wobei A, ein zwei-dimensio-
nales (Euklidisches) Gitter ist. Zwei Tori, die sich durch eine Rotation oder Reskalieren
des Gitters unterscheiden, beschreiben (konform) dquivalente Tori. Ohne Einschréankung
der Allgemeinheit konnen wir daher annehmen, dass einer der beiden Basisvektoren von
A, gerade z = 1 ist; wir bezeichnen dann den zweiten Basisvektor durch 7, wobei wir
annehmen konnen, dass 7 in der oberen Halbebene liegen muss. (Da z =7 und z = 1
linear unabhéngig sein miissen, kann 7 nicht reell sein. Falls 7 in der unteren Halbebene
liegt, konnen wir das Gitter durch 77! reskalieren und rotieren; danach sind die beiden
Basisvektoren z = 77! und z = 1, und ersterer liegt in der oberen Halbebene.)

Zunachst konnte man denken, dass zwei Tori, die durch 71 und 75 beschrieben sind
(wobei 77 und 75 in der oberen Halbebene liegen) genau dann dquivalent sind, falls
71 = 7. Dies stimmt jedoch nicht. Zum einen ist es klar, dass 7 und 7 + 1 aquivalente
Tori beschreiben, da das Gitter A, ebenso gut durch {z = 1,z = 7} oder aber durch
{z = 1,z = 7 + 1} aufgespannt wird; es ist iiblich diese Transformation von 7 als
T-Transformation zu bezeichnen:

T:7—7+1. (5.5.21)

Die zweite Aquivalenz rithrt daher, dass wir die Basisvektoren z = 1 und 2z = 7
durch —1/7 rotieren und reskalieren kénnen; die resultierenden Basisvektoren sind dann
z = —1und z = —1/7. Da wir natiirlich jeden Basisvektor durch sein negatives erset-
zen konnen ohne das Gitter zu modifizieren, folgt daraus, dass auch das durch —1/7
beschriebene Gitter dquivalent zu dem urspriinglichen Gitter ist. Es ist tiblich, diese
Transformation von 7 als S-Transformation zu bezeichnen:

S:T——1/7. (5.5.22)
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Die beiden Transformationen 7" und S generieren gerade die Gruppe SL(2,Z), wobei
die Matrix

a b
(C d) € SL(2,Z) (5.5.23)
auf 7 gerade durch
at +b

5.5.24
~ ct +d ( )

wirkt. Insbesondere entsprechen T und S daher den Matrizen

1 1 0 1

T_(O 1), 5_<_1 0). (5.5.25)

Man kann nun zeigen, dass zwei Tori, die durch 7, und 75 beschrieben werden, genau
dann Aquivalent sind, falls 77 = My ist, wobei M eine Matrix in SL(2,Z) ist. Der
Parameter 7, der (bis auf diese Mehrdeutigkeit) Tori charakterisiert, wird {iblicherweise
modularer Parameter genannt, und die Gruppe SL(2, Z) die Modulare Gruppe.

Wie wir spater sehen werden, ist der Parameter 7, der in der Definition der Charak-
tere auftritt, tatsachlich der modulare Parameter eines Torus. Es ist daher interessant
zu bestimmen, wie sich die Charaktere unter modularen Transformationen verhalten.
Die Transformation unter T ist relativ einfach, da

T:q" — ™hg. (5.5.26)

Insbesondere transformiert sich daher n(7) einfach als

27

n(r+1) =ezn(r). (5.5.27)

Weiterhin beobachten wir, dass zwei Vektoren y; und y», die beide in demselben Koset
der Form x; + A liegen, Quadrate besitzen, die sich um eine gerade ganze Zahl unter-
scheiden: da unter dieser Annahme y; =y, + x, wobei x € A, gilt

yi=(y2 +x)° =y; +2ys - x +x°. (5.5.28)

Die Behauptung folgt dann daraus, dass ys - x € Z (da nach Konstruktion y, € A*),
und x? € 2Z (da A gerade ist). Dies impliziert, dass alle Terme in der Summe unter 7'
den gleichen Phasefaktor haben, namlich

T: > g2’ s ™ > gz . (5.5.29)

y—XZ'GA y—XiGA
Zusammen mit (5.5.27) gilt dann, dass
Yi(r + 1) = em0=32) v (7). (5.5.30)

Der Umstand, dass 7' auf den Charakteren der irreduziblen Darstellungen diagonal
wirkt, gilt generisch fiir alle (rationalen) konformen Feldtheorien; dies reflektiert einfach
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den Umstand, dass die verschiedenen Zustande in einer irreduziblen Darstellung durch
Moden V,, (1) aufeinander abgebildet werden kénnen, und dass sich daher ihre konformen
Gewichte immer nur um ganze Zahlen unterscheiden.

Die Transformation unter der S-Transformation ist deutlich komplizierter (aber auch
interessanter). Es ist ein klassisches Resultat der Mathematik, dass sich die Dedekind
eta-Funktion unter der S-Transformation wie

n(—1/7) = (—ir)Z(7) (5.5.31)

transformiert. Weiterhin haben wir (wie auf dem Ubungsblatt 9 bewiesen) die sogenan-
nte Poisson Resummierungsformel, die besagt, dass

1
~ Vol(A)

—2mi 12
Z ef’”fx +2mix-a

xEA

)2 S ermimaera)? (5.5.32)

pPEA*

Um diese hier anwenden zu kénnen, ersetzen wir A durch A* und 7 durch —1/7, und
vertauschen die Rollen von x und p. Dann wird obige Formel gerade

1

Z 2_’:7‘ L(x4x;)? — Z 271'@7' p? 27rzp X; (5 5 33)
€ 2 € . Nl
xEA VOI( PEA*
Zusammen mit (5.5.31) folgt daher, dass
X-(—l/T) _ 1 1 Z 62m7—2p eQm‘p-xi (5 5 34)
i VOl(A) 77d 7_) e . 0.

Nun zerlegen wir die Summe {iber alle p € A* in die verschiedenen Kosets wie in (5.5.4);
da x; € A*, ist die Phase exp(—2mip - x;) fiir alle p, die in dem Koset x; + A liegen
gleich, nédmlich exp(—2mix; - x;). Es folgt daher, dass

Yi(—=1/7) = > e (T (5.5.35)

\/| JEL

Wir haben damit gezeigt, dass sich unter der S-Transformation, die Charaktere der ir-
reduziblen Darstellungen gerade untereinander transformieren. In der Basis, die durch
diese Charaktere definiert wird, kann man S daher als Matrix schreiben, deren Matrix-

elemente durch
1 21X X,
= —— I (5.5.36)

1]

gegeben sind.
Wir haben hier diese S-Matrix in einem speziellen Fall direkt abgeleitet; die generelle
Struktur, namlich, dass

(—1/7) =3 Sy, (7 (5.5.37)

JET
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wobei Z die Menge der irreduziblen Hochstgewichtsdarstellungen beschreibt, und S
(komplexe) Konstanten sind, gilt fiir allgemeine rationale konforme Feldtheorien. Dies
ist ein tiefes Resultat, das zuerst (in grosser Allgemeinheit) von Zhu bewiesen wurde.
In dem obigen Fall ist die Matrix S eine unitare Matrix, da gilt
1
SiiSh; = —
Z I~ |I|

jeT

Z e2rixy (ix) — 5. (5.5.38)

jeT

In der letzten Gleichung haben wir bentitzt, dass z; - x; € Z nur falls x; oder x; in A
liegen (d.h. falls i = 0 oder 7 = 0), da das duale Gitter des dualen Gitters gerade wieder
das urspriingiche Gitter ist, (A*)* = A. Falls i # [, dann ist x; —x; € A, und daher sind
die Phasen e 27 (xi—x1) (mit Ausnahme des Falles 7 = 0) alle nicht-trivial. Wegen der
Gruppenstruktur auf Z ist es dann leicht zu sehen, dass in diesem Fall die obige Summe
gerade die Summe iiber alle Einheitswurzeln ist, und daher verschwinden muss.

Ausserdem ist die Matrix S offensichtlich symmetrisch. Beide Eigenschaften gel-
ten sehr allgemeine fiir (unitére) rationale konforme Feldtheorien, obgleich es meines
Wissens nach kein befriedigendes Argument dafiir im allgemeinen gibt.

Weiterhin kann man zeigen, dass die Eintrage von S besondere zahlentheoretische
Eigenschaften besitzen. (Sie miissen in bestimmen zyklotomischen Zahlenfeldern liegen.)
Dies ist eine Folge daraus, dass die S-Matrix via der Verlinde Formel die Fusionsregeln
der Theorie beschreibt. Das soll nun diskutiert werden.

5.6 Fusion und die Verlinde Formel

Bis anhin haben wir die meromorphe konforme Feldtheorie (die durch die chiralen Felder
erzeugt wird), sowie ihre Darstellungen diskutiert. Vom Standpunkt der Amplituden
sind die Darstellungen gerade durch jene Amplituden charakterisiert, fiir die zwei der
Felder (deren Koordinaten wir durch (u;,@;) beschrieben haben) nicht chiral sind. [In
unserer Analyse der zugehorigen Amplituden hatten wir die Abhangigkeit dieser beiden
Felder nach der w; Koordinate unterdriickt.] Wir wollen nun die Struktur der Amplitu-
den verstehen, bei denen eine beliebige Anzahl der Felder nicht chiral sind. Wie zuvor
betrachten wir diese Amplituden zunéchst lediglich als Funktion der u; und z; Variablen,
d.h. wir ignorieren ihre Abhangigkeit von ;.

Die funktionale Abhéngigkeit dieser Amplituden von u; (und z;) ist im allgemeinen
sehr kompliziert. Sie ist im Prinzip durch Differentialgleichungen bestimmt, die aus
den Ward-Identitaten der konformen Symmetrie folgen. In vielen Fallen konnen diese
explizit gelost werden (das soll zum Beispiel fiir den Fall des Ising Modells auf einem
Ubungsblatt diskutiert werden), aber fiir viele Belange geniigt es auch, weniger zu wis-
sen, namlich wieviele verschiedene Losungen der Differentialgleichung es gibt. Diese
Zahl hat eine natiirliche darstellungstheoretische Interpretation. Um diese zu verste-
hen, betrachten wir zunéichst den Fall dreier nicht-chiraler Felder. Betrachte weiterhin
den Limes, in dem eines der drei Felder nach unendlich geschickt wird. Die Amplitude
verschwindet dann nicht, falls das Produkt der anderen beiden Felder die Darstellung
enthéalt, die zu dem dritten Feld konjungiert ist. Da alle nicht-chiralen Felder durch ihre
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Darstellung (beziiglich der meromorphen Theorie) charakterisiert sind, suggeriert dies,
dass man das Operator Produkt der beiden nicht-chiralen Felder als eine Art Tensor-
produkt interpretieren kann. Dieses Tensorprodukt wird tiblicherweise Fusionsprodukt
genannt. Die obige Amplitude dreier nicht-chiraler Felder ist dann nicht trivial, falls die
konjungierte Darstellung des dritten Feldes in dem Fusionsprodukt der anderen beiden
Felder enthalten ist. Das Fusionsprodukt wird haufig als

H; ® Hj = Z Nijk%k (5.6.1)
kel

geschrieben, und die nicht-negativen ganzen Zahlen NZ-’;- werden die Fusionsregeln ge-
nannt. In dieser Notation ist dann die Amplitude der drei (nicht-chiralen) Felder ¢;, ¢,
und ¢, nicht trivial, falls

Niji = Ny (5.6.2)

von null verschieden ist; hier haben wir durch k* die zu k konjugierte Darstellung beze-
ichnet. Nach Konstruktion ist N;;;, unter Permutationen von ¢, j und k& symmetrisch.
Das Fusionsprodukt ist assoziativ, d.h.

Hi® (H; @H) = (Hi @ Hj) @ Hy s (5.6.3)

und daher gilt
Z Nijkalm = Z Nikmlek . (5.6.4)
k k

Weiterhin kann man auf diese Weise sukzessiv die Anzahl der nicht-trivialen Ampli-
tuden fiir eine beliebige Konfiguration nicht-chiraler Felder beschreiben; zum Beispiel
beschreibt (5.6.4) gerade die Anzahl der nicht-trivialen Amplituden, die die Felder ¢;,
¢j, ¢ und ¢,,- enthalten. Die Verallgemeinerung zu einer beliebigen Konfiguration
nicht-chiraler Felder ist (hoffentlich) offensichtlich.

Die Fusionsregeln N;;* haben eine interessante Struktur. Um diese zu verstehen,
betrachten wir die Matrizen IN;, deren Matrixelemente durch

(Nz)f = N;;"* (5.6.5)
definiert sind. Die Bedingung (5.6.4) kann dann als
>N (ND = 37 (ND) (N (5.6.6)

k k

geschrieben werden. Hier haben wir beniitzt, dass die Matrizen N; symmetrisch sind
(was aus der Symmetrie von (5.6.2) folgt). Diese Gleichung impliziert daher, dass die
Matrizen N; miteinander vertauschen,

N;N; =N;N,. (5.6.7)
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Weiterhin gilt

(NT)j = Ny* = Ny
— Nl*k‘]
- (N (5.6.8)

wobei wir beniitzt haben, dass das Fusionsprodukt konjugierter Darstellungen gerade
das Konjugierte des Fusionsprodukts ist. Daher ist

N/ = N;. . (5.6.9)

(2

Zusammen mit (5.6.7) folgt dann, dass die Matrizen normal sind, d.h. dass sie mit ihrer
Adjungierten (oder Transponierten) vertauschen. Solche Matrizen kénnen immer diag-
onalisiert werden. Da die verschiedenen Matrizen N; miteinander vertauschen, konnen
alle gleichzeitig diagonalisiert werden; wir nennen die diagonalisierende Matrix S. Falls
wir die verschiedenen Eigenwerte von N; durch A! bezeichnen, haben wir dann

N* = % Sudlor(s7h) = Eljsjl A (s7h) (5.6.10)
Falls j die Vakuumdarstellung ist, i.e. 7 = 0, dann gilt (nach Konstruktion)
Ny* =6}, (5.6.11)
da alle Darstellungen irreduzibel sind. Dann erhalten wir

k _ o M (-1
NS = S = 3 S, (57),, Sn

= S 5u A 6,
I
= So A, (5.6.12)
und daher gilt
A = :zon (5.6.13)
Wir kénnen daher (5.6.10) als
Nt =3 Sﬂs"gj_l)”“ (5.6.14)
!

schreiben.

Bis jetzt haben wir nur ein paar (recht einfachte) Umformungen vorgenommen. (Ins-
besondere ist die Eigenschaft, dass es eine diagonalisierende Matrix S geben muss, relativ
offensichtlich.) Die tiefe Einsicht von Verlinde war es, zu postulieren, dass diese Matrix
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S gerade mit der (unitdren) S-Matrix, die in der Beschreibung der modularen Trans-
formationen der Charaktere auftritt, iibereinstimmt. Da diese Matrix unitar ist, kann
man dann (5.6.14) in der vertrauteren Form

Nt =Y Sﬂ?ls’d (5.6.15)

1 0l

schreiben; dies ist die berithmte Verlinde Formel. Soweit ich weiss, gibt es noch keinen
wirklich allgemeinen und befriedigenden Beweis fiir diese Formel. Die Formel ist jedoch
in unzédhligen Féllen nachgepriift worden, und wo immer sie anwendbar ist (d.h. fiir
rationale konforme Feldtheorien, deren Fusionsprodukte vollstdndig zerlegbar sind) ist
sie korrekt!

Wie schon oben angedeutet schrankt diese Formel auch die S-Matrix von rationalen
konformen Feldtheorien stark ein: die rechte Seite von (5.6.15) ist eine ganze positive
Zahl, und dies impliziert, dass die Matrixelemente in gewissen zyklotomischen Zahlen-
feldern liegen miissen.

Die Fusionsmatrizen erfiillen noch eine weitere interessante Eigenschaft, die aus dem
Perron-Frobenius Theorem folgt: sei A eine Matrix, deren Eintrdge alle nicht-negativ
sind. Dann besitzt die Matrix A einen nicht-trivialen Eigenvektor x, dessen Eintrage
ebenfalls nicht-negativ sind, d.h. z; > 0. Weiterhin ist der zugehorige Eigenwert A;;z; =
px; ebenfalls nicht-negativ, p > 0, und alle anderen Eigenwerte A von A sind im Betrag
kleiner als p, |A| < p.

Die obige Analyse impliziert, dass die Eigenvektoren xV, ..., x(9) der nicht-negativen
Matrizen N; gerade durch

2D =5, (5.6.16)
gegeben sind, und dass ihre Eigenwerte gerade
N;x = ix(l) (5.6.17)
Sou

sind. Wegen des Perron-Frobenius Theorems muss es daher ein [ geben, fiir das alle
Briiche S;;/Sy > 0 fiir alle 7. Das zugehorige [ beschreibt immer die Darstellung, deren
Hochstgewichtsvektoren geringstes konformes Gewicht haben. (Im folgenden nehmen
wir an, dass wie eine unitare Theorie betrachten; in diesem Fall ist die Darstellung mit
minimalem konformen Gewicht gerade die Vakuumdarstellung, [ = 0.) Diese positive
Zahl wird iiblicherweise die Quantendimension der Darstellung ¢ genannt,

_ Si
=5
Sie ist ein Mass fiir die Grosse der Darstellung H;. Um dies zu verstehen, betrachten
wir den Charakter

Xi(7) = Try, (g"072) (5.6.19)
wobei ¢ = €2™". Formal definieren wir dann
0= dim(H,;) _ lim, o x:(7)
Codim(Hy)  limeoxo(T)

(5.6.20)
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Um die Limites auszurechnen, beniitzen wir jetzt die modulare S-Transformation,
lim xi(7) = li_f)fg)zjjsinj(—l/T)
= 8 Jim o ()
~ Spe ¥ (5.6.21)
und entsprechend fiir lim,_,o xo(7). Hier haben wir beniitzt, dass der fithrende Beitrag
immer von j = 0 kommt. Dies fithrt dann gerade zu (5.6.18).
5.6.1 Fusionsregeln fiir Gittertheorien

In Kapitel 5.5 haben wir die modulare S-Matrix fiir die Theorie, die zu einem ger-
aden Euklidischen Gitter assoziiert werden kann, bestimmt. Mit den dort eingefiihrten
Notationen, war diese Matrix durch

Sy = e2IXi X, (5.6.22)

gegeben. Wir wollen nun daraus die Fusionsregeln (vermittels der Verlinde Formel)

bestimmen. Zunéchst ist klar, dass Sy = 1/4/|Z| fiir alle I. Daher ist die Verlinde
Formel in diesem Fall einfach

1
Nijk = — Zexp [2mix - (x5 + X; — Xy)]
|I| leT
= 00 +xi—xx), (5.6.23)

wobei 0(x) = 0 falls x ¢ A und §(x) = 1 andernfalls. Die letzte Identitét folgt wiederum
mit denselben Argumenten wie der Beweis der Unitaritiat von S.

Man kann relativ leicht zeigen, dass die konjugierte Darstellung von x; die durch —x;
definierte Darstellung ist. Die obige Formel fiir die Fusionsregeln sagt deshalb voraus,
dass die Amplitude dreier nicht-chiraler Felder (die durch x; € A* parametrisiert sind),
nur dann nicht-trivial sein konnen, falls }°; x; € A. Dies kann auch relativ leicht direkt
bewiesen werden.

5.6.2 Charaktere, modulare Transformationen und Fusionsregeln fiir SU(2)

Es ist vielleicht auch instruktiv, ein ein wenig komplizierteres (aber dennoch recht ein-
fachtes) Beispiel zu diskutieren. Betrachte dazu die su(2) Theorie, wobei wir annehmen,
dass k eine positive ganze Zahl ist. Wie wir zuvor erklart haben, definiert dies eine ratio-
nale konforme Feldtheorie. Insbesondere sind die erlaubten Hochstgewichtsdarstellungen
dieser meromorphen konformen Feldtheorie dadurch charakterisiert, dass der Raum der
Hochstgewichtszusténde eine SU(2) Darstellung mit halbganzem Spin j definiert, wobei
Jj<k/2ist
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Da alle Darstellungen singulare Vektoren enthalten, ist es nicht ganz einfach, die
Charaktere dieser Darstellungen direkt auszurechnen. Man kann sie jedoch (mit Hilfe
der Kac-Weyl Charakterformel) als

(k+2) (k+2)
@2]+1 - @fijl (5.6 24)
o —e? -

Xi =

schreiben, wobei

om(r)= > exp {m’nrlﬂ . (5.6.25)
leZ+3

Mit Hilfe der Poisson Resummationsformel kann man dann beweisen, dass sich diese

Charaktere unter der S-Transformation als

k/2
1/7’ Z Sl] Xl (5626)
transformieren, wobei
2 . 20+ 1)(27+1)
;= . 6.2
Sij g oin <7T 7t 2) (5.6.27)

Zum Beispiel ist fiir £k =1

|2 (sin(n/3) sin(27/3)\ 1 /1 1

5= \/g<sm(27r/3) sin(47r/3)> NG (1 —1> ' (5.6.28)
Diese Matrix ist offensichtlich symmetrisch und unitar. Man rechnet leicht nach, dass
die Verlinde Formel daraus die Fusionsregeln

0] @ [0] = [0]
0@ [1/2] = [1/2]
[1/2]®[1/2] = [0] (5.6.29)

bestimmt. In der Tat sind die zugehorigen N Matrizen dann

10 0 1
Noz(o 1), N;:(1 0) (5.6.30)

und diese werden von S diagonalisiert,

. (10 L /10
SN, S _<o 1), SN, S _<0 _1>, (5.6.31)

wobei die Eigenwerte gerade S;;/Sy; sind.
Die Fusionsregeln (sowie die S-Matrix) stimmen fiir £ = 1 iibrigens gerade mit der
ein-dimensionalen Gittertheorie iiberein (fir die wir die Zerlegung von A* nach A in
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Kapitel 5.5 diskutiert haben); dies ist kein Zufall, da die konforme su(2) Theorie mit
k =1 gerade zu dieser Gittertheorie aquivalent ist.

Zur Vollstandigkeit geben wir auch die Fusionsregeln im allgemeinen Fall (die zum
Beispiel durch die Verlinde Formel, aber auch direkt ausgerechnet werden kénnen):

min(j1+j2,k—j1—j2)
] ® [j2] = D ], (5.6.32)

J=lj1—jzl

wobei die Schrittweite in der Summe eins betragt, d.h. j = |j; — ja|, [j1 — J2| + 1, .. .. Die
Fusionsregeln sind daher Trunkierungen der Clebsch-Gordon Koeffizienten von SU(2),
d.h. das Fusionsprodukt enthélt nur eine Darstellung, falls das gewohnliche Tensor-
produkt der Hochstgewichtsdarstellungen die entsprechende Hochstgewichtsdarstellung
enthalt.
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6 Modular invariante konforme Feldtheorien

Zum Abschluss dieser Vorlesungen wollen wir jetzt erklaren, wie wir die verschiedenen
Strukturen, die wir besprochen haben, zu einer konsistenten (lokalen) Theorie zusam-
mensetzen konnen.

6.1 Die allgemeine Struktur der lokalen Theorie

In gewissem Sinn war unser bisheriger Zugang reduktionistisch. Wir haben zunachst die
meromorphen Untertheorien einer gegebenen konformen Feldtheorie beschrieben. Diese
beschreiben die Symmetrien, beziiglich derer wir die gesamte Theorie zerlegt haben. Wie
wir bereits mehrfach erwahnt haben, transformieren sich namlich die tibrigen Zustande
der Theorie in Darstellungen dieser beiden meromorphen Theorien. Bis anhin haben
wir uns nur auf eine der beiden meromorphen konformen Feldtheorien konzentriert; jetzt
wollen wir beide Symmetrien gleichzeitig betrachten, und die gesamte Theorie aus diesen
Bausteinen rekonstruieren.

Zunéchst bemerken wir, dass die beiden Symmetrien (die durch die chiralen und
die anti-chirale meromorphe konformen Feldtheorien beschrieben werden) miteinander
vertauschen; wir konnen daher die Zustdnde der Theorie gleichzeitig nach ihren chi-
ralen und anti-chiralen Symmetrien zerlegen. Dies bedeutet, dass der Zustandsraum
der gesamten Theorie von der Form ist

H=PM; (HioH,), (6.1.1)
i\j

wobei H; die irreduziblen Darstellungen der chiralen, und H; die irreduziblen Darstel-
lungen der anit-chiralen meromorphen konformen Feldtheorie bezeichnen. [Hier beze-
ichnet '®’ wirklich das Tensorprodukt von Darstellungen, nicht das Fusionsprodukt.]
Die Zahlen M;; sind nicht-negative ganze Zahlen, die die Multiplizitat beschreiben, mit
der das Tensorprodukt H; ® H; tatsichlich im Zustandsraum auftritt. Falls die bei-
den meromophen konformen Feldtheorien rational sind, sind die Summen iiber ¢ und j
endlich.

Nicht jede Kombination von Multiplizitaten M;; korrespondiert zu einer konsisten-
ten Theorie. Um eine solche zu konstruieren, muss man eigentlich Amplituden fiir
alle Zusténde in H konstruieren; diese miissen dann entsprechenden Eigenschafte (ins-
besondere Lokalitét) erfiillen. Die explizite Konstruktion dieser Amplituden verlangt
detaillierte Kenntnis der Struktur der chiralen Korrelationsfunktionen; diese ist nur in
den wenigsten Fallen tatséchlich verfiighar. [Das Problem, aus den oben beschriebenen
chiralen (und anti-chiralen) Daten lokale Amplituden zusammenzusetzen wird oft als
conformal bootstrap bezeichnet.]

Man kann jedoch mit Hilfe eines Tricks zumindest notwendige Bedingungen an M;;
ableiten. In der Stringtheorie sind wir hauptsachlich an konformen Feldtheorien inter-
essiert, die nicht nur auf der Riemann’schen Kugel (die wir bisher betrachtet haben)
definiert sind, sondern auch auf Riemann’schen Flachen beliebigen Genus. Die Rie-
mann’sche Kugel hat Genus g = 0, und die Flache fiir ¢ = 1 ist der Torus. Die einfachste
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Amplitude, die wir auf dem Torus berechnen konnen ist die Vakuumamplitude, d.h. die
Amplitude, bei der iiberhaupt keine Vertexoperatoren vorhanden sind. Diese kann aus
den obigen Daten wie folgt bestimmt werden.

Nehmen wir also an, die Weltflache des Strings sei ein Torus mit modularem Param-
eter 7. (Wie wir bereits in Kapitel 5.5 diskutiert haben werden komplexe Tori durch den
modularen Parameter 7 beschrieben, wobei zwei Tori konform dquivalent sind, falls ihre
modularen Parameter durch die Wirkung der modularen Gruppe ineinander abgebildet
werden konnen.) Um die Vakuumamplitude berechnen zu kénnen schneiden wir den
Torus entlang eines Kreises auf; die resultierende Fliache ist dann ein Zylinder (oder ein
Kreisring). Fiir eine gegebene Wahl von 7 ist es natiirlich, den Torus so aufzuschneiden,
dass der modulare Parameter des resultierenden Kreisrings gerade ¢ = €*™7 ist. [Dies
bedeutet, dass die beiden Ringe bei |z| = |¢| und z = 1 liegen; die komplexe Phase
in ¢ beschreibt den Drehwinkel, mit dem die Parametrisierungen der beiden Rander
zueinander in Beziehung stehen.]

Der Kreisring ist eine Untermenge der komplexen Ebene, und von daher wissen wir
aus der Analyse der Theorie auf der Kugel, welche Zustdnde darauf propagieren —
das sind genau die durch H beschriebenen Zustande. Um aus dem Kreisring wiederum
den Torus zu bilden miissen wir die beiden Enden zusammenkleben. In der Sprache
der konformen Feldtheorie bedeutet das, dass wir tiber eine Zerlegung der 1 summieren
miissen. Die resultierende Amplitude ist daher einfach

A=Try (O(q), wobei  O(q) = ¢~z glo s, (6.1.2)
Wegen der obigen Zerlegung kénnen wir A daher als

schreiben.

Der zentrale Punkt ist nun der folgende: die obige Rechnung hangt zumindest of-
fenbar von 7 ab (ndmlich von der Art, wie wir den Torus aufgeschnitten haben); die
tatsichliche Vakuumamplitude darf aber nur von der konformen Aquivalenzklasse von
Tori abhéngen. Dies bedeutet, dass die obige Amplitude A unter den modularen Trans-
formationen 7 +— AT mit A € SL(2,Z) invariant sein muss.

Wie wir in Kapitel 5.5 gesehen haben, transformieren sich die Charaktere y;(7) rela-
tiv einfach unter den beiden generierenden modularen Transformationen 7" und S. Diese
sind oft explizit bekannt, und wir konnen daher zumindest im Prinzip bestimmen, welche
Multiplizitatsmatrizen M;; gerade zu einem modular invarianten A fithren. Diese Bedin-
gung ist typischerweise sehr restriktiv, und man kann (zumindest fiir gewisse Klassen von
Theorien) die moglichen Multiplizitatsmatrizen M;; (und damit die moglichen Spektren)
explizit bestimmen. Zum Beispiel ist das fiir die affinen Theorien und fiir die minimalen
Modelle gelungen.

Fiir den Fall, dass die chirale und die anti-chirale meromorphe Theorie aquivalent
sind, kann man immer zumindest eine Theorie finden, die zu einer modular invarianten
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Torusamplitude fiihrt. Diese Theorie ist die sogenannte ladungskonjugierte Theorie; ihr
Spektrum ist einfach durch

H=EPH: @ H, (6.1.4)

i€

beschrieben, d.h. die links-laufende und die rechts-laufende Darstellung sind gerade
konjugierte Darstellungen der chiralen meromorphen Theorie. Man kann relativ le-
icht sehen, dass die zugehorige Torusvakuumamplitude in der Tat modular invariant ist.
Betrachte zunachst die T-Transformation, unter der

Xi(T 4 1) = ™03 yi(7) (6.1.5)

wobei h; das konforme Gewicht eines Hochstgewichtsvektors in H; ist. Das konforme
Gewicht eines Hochstgewichtsvektors der konjugierten Darstellung H;« stimmt mit dem
von H; iiberein, h; = h;«; dies impliziert, dass unter der T-Transformation

Xir (=7 = 1) = 720 8 (7). (61.6)

Das Produkt, das in A auftritt, ist daher unter der T-transformation invariant.
Die Analyse fiir die S-Transformation ist dhnlich: unter der S-Transformation gilt

(—=1/7) = ZS” X5(T (6.1.7)

und

#(1/7) = Z Siepe X1+ (—7) . (6.1.8)
Da die Konjugation wie komplexe Konjugation wirkt gilt weiterhin

Unter der S-Transformation wird daher aus A gerade
ZZZSZJ S X (T) xie (7). (6.1.10)

Da S unitar ist, fithrt die --Summe gerade zu d;;, und wir erhalten daher gerade wieder
A. Dies beweist, dass das Spektrum (6.1.4) immer zu einer modular invarianten Torus
Vakuumamplitude fiihrt.

6.1.1 Ein letztes Mal: SU(2) bzw. SO(3)

Haufig ist jedoch das obige Spektrum nicht die einzige Moglichkeit, eine modular invari-
ante Torus Vakuumamplitude zu erhalten. Dies soll wiederum am Beispiel der SU(2)
Theorie illustriert werden.

Die ladungskonjugierte Theorie, deren Spektrum wir oben angegeben haben, be-
schreibt Strings, die auf der einfach-zusammenhéngenden Gruppenmannigfaltigkeit von
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SU(2) propagieren. Diese Theorie kann {ibrigens auch durch eine Wirkung beschrieben
werden, namlich durch die sogenannte Wess-Zumino-Witten Wirkung

Slg = —4]{7; /M (979,97 0g) — %ZT : (57'dg,[57"dg, 5" dg)) - (6.1.11)
Hier definiert das Feld g eine Abbildung von der Weltfliche M in die Gruppe G =SU(2),
und g ist eine Erweiterung von g von M zu B, wobei 0B = M. [Eine natiirliche
Wahl fiir M ist zum Beispiel M = S! x IR. Der zweite Term ist nicht vollig von der
gewahlten Erweiterung ¢ unabhangig; verschiedene Wahlen unterscheiden sich jedoch
um ganzzahlige Vielfache von 27k, und spielen daher, falls k eine ganze Zahl ist, fiir
die Berechnung des Pfadintegrals keine Rolle.] Das innere Produkt (.,.) ist die Killing
Form auf der Lie Algebra g von G, und [.,.] beschreibt den Kommutator. Der zweite
Term wird oft als Wess-Zumino Term bezeichnet.

Das Zentrum von SU(2) ist gerade Z,, und es gibt daher noch eine zweite Gruppe,
deren einfach zusammenhéngende Uberlagerungsgruppe gerade SU(2) ist. Dies ist die
Gruppe SO(3)=SU(2)/Z,. Da diese Gruppe dieselbe Lie Algebra wie SU(2) besitzt,
sollte String Theorie auf SO(3) sich auch durch die affine SU(2) Theorie beschreiben
lassen. Dies ist in der Tat der Fall: die Theorie, die SO(3) beschreibt, korrespondiert
einfach zu einer weiteren modularen Zustandssumme der affinen SU(2) Theorie.

Falls G= SO(3) ist der Wess-Zumino Term nur dann eindeutig definiert, falls & gerade
ist; wir sollten daher erwarten, dass die zweite modulare Zustandssumme nur fiir gerade
k existiert, und das ist in der Tat auch der Fall. Die explizite Formel fiir diese zweite
Zustandssumme hangt dann davon ab, ob k durch 4 teilbar ist oder nicht. Im ersten
Fall, d.h. falls £ = 4m mit m € Z, ist

k/4—1

H = @ (Hj @ Hk/2fj) & (7'_[] @ ﬂk/zfj) D2Hpu ® 7:[k/4, (6.1.12)

Jj=0

wobei die Summe nur iiber 7 € INg lauft. Falls £ nicht durch 4 teilbar ist, gilt andererseits

k/2 ~ k/2 -
H=EDH,oM; & DHj-1/2 @ Hr241/2-5, (6.1.13)
j=0 =1

wobei wiederum in den beiden Summen j € INy. Mit der obigen Formel fiir S kann man
leicht nachpriifen, dass die zugehorige Vakuum Torusamplitude unter S invariant ist;
um die Invarianz unter 7" nachzupriifen muss man zusatzlich wissen, dass das konforme
Gewicht der Hochstgewichtsvektoren der Darstellung j gerade
i +1)
h; = 6.1.14
T (k+2) ( )

ist. [Insbesondere gilt dann, dass hy/o—; = h; + (k/4 — j).]
Ubrigens kann man beweisen, dass fiir die SU(2) Theorie die ladungskonjugierte
Zustandssumme und die obigen SO(3) Zustandssummen im wesentlichen die einzigen
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Kombinationen von affinen SU(2) Darstellungen sind, die zu einer modular invarianten
Torus Vakuumamplitude fiihren. Die einzigen Ausnahmen sind die drei exzeptionellen
Theorien, die nur fiir einzelne Werte von k auftreten, namlich fiir £ = 10, K = 16 und
k = 28. Thre Zustandssummen sind fiir k£ = 10:

H = (7‘[0@7‘[3)@(7‘20@7‘23) @ (7‘[2 EBH5)®(7:[2 @7:[5) @ (7‘[3/2 @7‘[7/2)@(7:[3/2@7'27/2) )
(6.1.15)
fur k = 16:

H=(HoDHs3)® (7‘20 @7‘23) @ (Ho®Hs5)® (7‘12 @7‘25) @ (H3/2 @%7/2) & (7:[3/2 @7:[7/2) )
(6.1.16)
und schliesslich fir k& = 28:

H o= (Ho+Hs+Ho+Hu) @ (Ho+ Hs + Ho+ Hua)
P (Hs + Ho + Hs + Hu ) ® (Hs + Ho + Hs + Hur) . (6.1.17)

Die vollstandige Liste der modular invarianten Zustandssummen wird daher durch das
sogenannte ADE Muster beschrieben, wobei h = k 4 2 gerade die (duale) Coxeter Zahl
der entsprechenden einfach geschniirten Lie Algebra ist. So entsprechen die ladungskon-
jugierten Zustandssummen den Lie Algebren A,, mit n > 1 (fiir die hY(A,)) = n+1); die
obigen SO(3) Zustandssummen entsprechen D,, mit n > 2 (fir die hY(D,) = 2n — 2);
und die drei exzeptionellen Theorien entsprechen Eg (hY(Es) = 12), E7 (hY(E;) = 18)
und Eg (hV(Eg) = 30)
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7 Zusammenfassung

In diesen Vorlesungen haben wir versucht, die wichtigsten Elemente zwei-dimensionaler
konformer Feldtheorie zu beschreiben. Unser Zugang war reduktionistisch insofern als
wir die gesamte Theorie vermittels der Darstellungstheorie der beiden meromorphen
Untertheorien zerlegt haben.

Wir haben natiirlich auch vieles ausgelassen, was interessant gewesen ware zu behan-

deln. Unter den ‘klassischen Themen’ von konformer Feldtheorie haben wir insbesondere
nicht behandeln konnen:
1. Aquivalenzrelationen zwischen meromorphen konformen Feldtheorien: insbesondere
die Vertex Operator Konstruktion von Frenkel, Kac und Siegel, die zeigt, dass die affinen
Theorien einfach geschniirter Lie Algebren bei k = 1 gerade durch (freie) Gittertheorien
beschrieben werden; die freie Fermionen Konstruktion der so(n) Theorien bei k& = 1,
und die Aquivalenz dieser beiden Beschreibungen (das ‘Symmetric Space Theorem’ von
Goddard, Nahm und Olive). [Diese Dings sind sehr gut in dem Review Papier von
Goddard und Olive, das in [GO] abgedruckt ist, nachzulesen.|

2. Generelle Konstruktionen konformer Feldtheorien, insbesondere die Coset Konstru-
tion und die Orbifold Konstruktion. [Das ist in dem Review Artikel von Gaberdiel [Gal
zumindest kurz zusammengefasst. |

In neuerer Zeit, insbesondere durch den Advent von D-branen in String Theorie,
hat die Analyse von konformen Feldtheorien auf Weltflichen mit Randern an grosser
Bedeutung gewonnen. Leider haben wir auch keine Zeit gehabt, die dabei auftretenden
Konstruktionen zu besprechen. [Allerdings sollten die Besucher dieser Vorlesung jetzt
in der Lage sein, eine der dazu einfithrenden Abhandlungen zu verstehen. |
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