3 Convexité, transformée de Legendre et potentiels
thermodynamiques

3.1 Variables conjuguées

L’énergie interne U = U(S,V, N), a Iéquilibre, est une fonction des variables d’état
extensives S, V', et N. On peut donc écrire une relation différentielle :

dU = TdS — pdV + udN

(1 est le potentiel chimique).

A chaque variable d’état extensive X; correspond une grandeur intensive dite conjuguée :
(0U/0X;)|x,,,- La température est donc conjuguée a l'entropie, la pression au volume et
le potentiel chimique au nombre de particules:
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Comme variables d’état extensives, on utilise des grandeurs conservées. Les lois de
conservation additionnelles produisent donc de nouvelles grandeurs d’état indépendantes,
par exemple la charge électrique ¢ ou encore 'aimantation M, etc. On écrit ainsi

dU =TdS — pdV + pdN + ¢dq + BdM + ...

Le potentiel électrique est conjugué a la charge ¢, et le champ magnétique B a I’aimantation
M.

Si on considere des états hors équilibre dont les grandeurs extensives (U, V, N, etc.)
sont néanmoins bien definies, on peut généraliser cette relation difffentielle a des processus
irréversibles. Dans ce cas, l'entropie S peut augmenter spontanément, et on a donc

dU <TdS — pdV + pdN + ...

3.2 Principe variationnel d’équilibre

Si on consiere un systéme isolé, avec U, V', et N fixés, I'état d’équilibre est donné par le
maximum de S (deuxiéme principe de la thermodynamique).

De la méme facon, si on fixe S, V', et IV, alors I’équilibre est determiné par le minimum
de U (on suppose que la température T' = (OU/0S) v,y est positive et donc I'entropie S est
une fonction croissante de 'énergie interne U a I’équilibre). Comme exemple, on considere
un systeme adiabatique de deux gaz séparés par un piston :
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V, N sont constants et p; # po, donc le piston se déplace (on suppose qu'il se déplace
de maniére quasistatique) jusqu’a ce que la pression dans les deux compartiments soit la
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méme. Au cours de son déplacement, le piston produit le travail positif A = [(py — po)dz,
et I'énergie interne U diminue : AU = —A. La position d’équilibre du piston est
déterminée par la condition dU(z)/dx = 0, ou U(x) est 1'énergie interne en fonction
de la position du piston z, et correspond donc au minimum de U(zx).

On peut choisir I’ensemble de variables fixées de différentes facons. Par exemple, dans
I’'experience quotidenne, on fixe souvent la température a la place de l’entropie, ou la
pression a la place de volume. Pour chaque choix de variables fixées, on peut définir une
grandeur (le potentiel thermodynamique) dont le maximum ou minimum détermine 1’état
d’équilibre. Exemples : pour 'ensemble de variables (S,V, N), c’est Ienergie interne
U(S,V,N). Si on remplace une variable par sa conjuguée (par exemple, S — T, le
potentiel thermodynamique correspondant est donné par la transformée de Legendre :

U (S,V,N)— F(T,V,N)
F=U-TS

(ici, F' s’appelle l’énergie libre).

3.3 Convexité et concavité
3.3.1 Définitions

1. Domain convexe.

Un domain D C R est convexe ssi Vo,y € D,V € [0,1], A+ (1—-XNyeD:

Un domaine Un domaine
convexe HNON CONVEXe

(le segment joignant deux points quelconques du domaine est entierement contenu
dans le domaine)

2. Une fonction f est convexe ssi :
FOe+(L=Ny) <A (@) +1-Nf(y) VayeDVAe D]
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La corde joignant les points (z, f (z)) et (y, f (y)) est au dessus de la courbe.
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3. Une définition équivalente :

f convexe < {(z,y) |y > f (2)} (le domaine au dessus de la courbe) est un domaine
convexe.

4. La fonction f est concave si (—f) est convexe, c’est a dire si le domaine sous la
courbe est convexe.
3.3.2 Propriétés des fonctions convexes
1. f convexe = f continue.

2. Si f: (D C RF) — R est deux fois différentiable sur D, alors elle est convexe ssi

la matrice des dérivées secondes (le hessien) { aj—zaj; } de dimension (k X k) est

)

définie positive :

k 2
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3.3.3 Concavité de I’entropie

Pour un systeme homogene, I'entropie a 1’équilibre S(U,V, N) est une fonction concave
de ses arguments. Pour montrer cette proprieté, considérons deux systemes séparés

(/\Ulv/\‘/h)\Nl) et ((1_>\) U27<1_>‘)‘/27<1_>\)N2)
Puisque 'entropie est extensive,

Sl - S(/\Ul,/\‘/l,)\Nl) - )\S (Ula‘/laNl)
52:S((l_/\)U27(1_/\)‘/27<1_>‘)N2) = (1_/\)S(U27V27N2)

On met les deux systémes ensemble, I'entropie totale (a 1'équilibre) est
S AU + (1= X) Us, AVi + (1 — X) Va, ANy + (1 — \) Ny)

car les grandeurs U, V et N sont extensives. Or l'entropie augmente spontanément
(deuxieme principe), donc

S (A (Ur, Vi, Ni) + (1 = X) (Us, Vo, No)) > XS (U, Vi, Ni) + (1 = A) S (Us, Va, Ny)

donc l'entropie est une fonction concave de ses arguments extensifs (U, V, N) . Cette con-
dition de concavité est la cause de la stabilité d’un état homogene. Si S n’est pas concave,
on aura une séparation des phases, et la concavité de S est restaurée :
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A cause de l'extensivité de I'entropie, il est pratique de définir I’entropie par particule
s(u,v) = S (ulN,vN,N) /N = S(u,v, 1), qui est aussi une fonction concave de ses argu-
ments u et v ('énergie et le volume par particule).

3.3.4 Convexité de I’énergie

On peut traduire la concavité de I'entropie S(U, V, N) en convexité d’énergie U(S,V, N).
Le fonction s (u, v) (entropie par particule) détermine une surface dans 'espace (u, v, s)
appelée la surface de Gibbs.

Puisque s(u,v) est concave, la surface de Gibbs borde une region convexe D =
{s <s(u,v)}. Or % = T7!' > 0 (on postule que la température est positive), donc
I’entropie est une fonction croissante de 1’énergie, et donc la méme region D peut étre
définie comme D = {u > u(s,v)}. Donc, u(s,v) est une fonction convexe de ses argu-
ments.

Evidement, de la méme fagon, on montre que I’énergie totale U (S, V, N) est aussi une
fonction convexe de S, V', N.

3.4 Transformée de Legendre et potentiels thermodynamiques

3.4.1 Définition

L’idée mathématique est la suivante : on a une fonction f (suffisamment dérivable) de z, et
on veut la représenter par I’ensemble de ses tangentes. Chaque tangente est parametrisée
par sa pente p et par le point d’intersection avec l'axe y. Si on note cette intersection
g(p), on obtient alors la nouvelle fonction ¢g(p) = f(x) — xp. Pour que cette fonction soit
bien définie, il faut que la fonction f(x) soit concave ou convexe : dans ce cas, la derivée
Jf /0x est monotone, et la pente parametrise la tangente de fagon unique.

La transformée de Legendre de f(x) est donc définie par :

9(p) = £(f (z) — zp)

oup = Jf(x)/0x. Le signe £+ indique qu’il existe deux définitions (conventions) de cette
transformée.



Proprietés de la transformée de Legendre:
1. elle est involutive: f KA g L f

2. elle conserve la convexité (concavité) de f (avec le signe moins dans la définition)

3.4.2 Exemples
o f(z) =2  convexe

d
pz%z?x:ng

g(p)=ap— f(z)=1p*  convexe aussi

e Exemple de la mécanique classique. La transformée de Legendre relie le Lagrangien
et le Hamiltonien : H = ¢p — L, ou p = dL(¢,q)/dq.
3.4.3 Energie libre F

Fixer la température a la place de I’entropie correspond & prendre la pente de U(.S) comme
nouvelle variable (la température). L’état d’équilibre est donc donné par le minimum de
U —TS. Cette transformée de Legendre s’appele énergie libre :

oU
F(T,V,N)=U—-S=—==U-TS.
(TV.N)=U ~S5g=U~T5

La differentielle de F' est donc (& 1’équilibre)
dFF =dU —TdS — SdT' = =SdT" — pdV + pdN .

L’interpretation physique de F' est le travail maximal que le systeme peut fournir lors
d’un processus isothermique (& température constante). Exemple :

piston
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Le travail fourni par le gaz lors pour un déplacement dx du piston est dA = —p;dV; —
p2dVy = —dF
3.4.4 Les autres potentiels thermodynamiques

Tout comme nous avons substitué I'entropie par la température dans I’exemple précédent,
nous pouvons choisir de substituer n’importe quelle variable extensive par sa conjuguée
intensive. On obtient alors par exemple :

e U(S,V,N)— F(T,V,N) 'énergie libre
e U(S,V,N)— H(S,p,N) I’enthalpie



e F(T,V,N)— & (T,V,p) le grand potentiel
e F(T,V,N)— G (T,p,N) le potentiel de Gibbs

De la convexité de U et des propriétés de la transformée de Legendre, on voit que
les potentiels thermodynamiques ci-dessus sont des fonctions concaves de leurs variables
intensives et convexes des extensives.



