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6.4 Fluctuations d’énergie dans ’ensemble canonique

On a vu que la densité de probabilité de trouver le systeme a l’énergie E dans ’ensemble
canonique est donnée par

Ps (B) = e ¥ p (B)

ou p (F) est la densité d’état. L’énergie moyenne est donc donnée par :
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(¢ est I'énergie moyenne par particule), et les fluctuations (I'écart-type) par
(B?) — (B)*

L’énergie moyenne peut étre exprimée a partir de la fonction de partition Z :

10 0

E) = — 7 =— InZ
(B) =~ 552 = 55 W 2)
De méme, on a
10 0 10
E?*) = ———Z:—— Z-(E
(B = 535952 = 7952 B
1 0 8
pu— E . _— _
& (~735%)
0
=(EY - —(E
(EY = 55 (B)
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ou C, 6—T> est la chaleur speciﬁque une grandeur extensive proportionnelle a N. En
effet, C, = N - ¢, ou ¢, = 6T’ donc 02 o N et les fluctuations rapportées a 1'énergie

moyenne :
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Quand N — oo, la distribution devient donc de plus en plus piquée. Suivant la
procédure standard, on peut montrer qu’elle tend vers la loi normale :
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ou
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On développe S autour de (E);
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ou AE = E — (FE). Les coefficients du développement sont
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Dans le developpement de In Pg (E), les termes linéaires s’annulent (par la condition du
point selle: 0S/0F = 1/T), et on obtient au deuxieme ordre :

(E - <E>>2>

Pg (E) = cte - exp (— 5 T2 O

On retrouve la loi nomale centrée en (FE), et de variance 0% = T2 - C,.

6.5 Exemple 1 : gaz parfait monoatomique dans I’ensemble
canonique

Le hamiltonien :

La fonction de partition :
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L’énergie libre, I’entropie, I’énergie totale :
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Pour la pression, on obtient :
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et donc on retrouve la loi du gaz parfait PV = NT.



Notons juste que S ainsi que F ne sont pas extensives a cause du facteur NInV
(particules discernables!). Il faut encore introduire le facteur correctif de Gibbs :
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Ce facteur n’a aucune conséquence sur la loi des gaz parfaits. Plus généralement, il
n’a pas de conséquences sur toutes les grandeurs calculées a N constant.

6.6 Exemple 2 : Paramagnétisme d’un dipole magnétique

En général, on distingue deux comportements de la matiere lorsqu’elle est soumise a un
champ magnétique extérieur :

1. Paramagnétisme : les atomes de nombreuses substances possedent un moment
magnethue permanent ji. Siune telle substance est soumise a un champ magnétique
extérieur H les dipoles ont tendance a s’aligner dans la direction de H de telle sorte
que I'énergie potentielle de chaque dipole —i - H soit minimale.

2. Diamagnétisme : c’est un effet quantique faible (sauf pour les supraconducteurs);
le moment magnétique induit s’oppose a H.

Modele : N dipoles indépendants de méme intensité sur lesquels on applique un
champ H suivant ’'axe z.
Le Hamiltonien (d'un dipole) :

H=—ji-H

Le moment magnétique moyen (l’aimantation) :
(i) = M (A.7)

Pour écrire la fonction de partition on integre sur les configurations possibles du

systeme :
Z = / dQ - e PP

ou l'intégrale est prise sur toutes les directions du moment fi. Soit § = £ (ﬁ , ﬁ) = d) =
sin@ - df - d¢, donc
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On remarque que M ~ p (Iaimantation sature dans la direction de H ) a partir de
a~ 1, ie pour uH 2 T.

7 Théoremes du viriel et de ’équipartition

7.1 Théoréme du viriel

7.1.1 Théoréme :

De fagon tres générale, on peut énoncer le théoreme suivant (théoreme du viriel) :
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<$l 8:1:] >canonzque 51] ( )

ou H est le hamiltonien et les x; sont des coordonnées dans I'espace des phases (des
positions ou des impulsions).



7.1.2 Preuve :
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On a fait '’hypothese que lim H — oo.
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7.1.3 Application : gaz avec interaction
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On en tire que I’énergie cinétique par particule est

() = 3 5 (Bla) = 5T &)

Remarquons qu’on trouve le méme résultat que pour le gaz parfait!

La force F = —6q (potentiel), mais ’énergie cinétique ne dépend pas des positions ¢,
donc S
E a— —
7 aQi,oz
et par le théoreme (1)
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Les deux expressions (2) et (3) constituent le théoreme du viriel pour un gaz en
interaction.

Remarque: on peut comparer cette formulation avec le théoreme du viriel de la

mécanique classique:
1
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ou (...); est la moyenne temporelle.

Dans le cas particuler du gaz sans interactions, ces relations nous donnent la loi du
gaz parfait :

le potentiel d’interaction U = 0, et le potentiel de confinement garde les particules
dans un volume V. Les forces sur les particules ne sont donc causées que par les parois
du volume V.



ou p est la pression (identique sur toute la surface de la paroi) et dS est Pélément de
surface orienté vers l'extérieur (d’ou le signe moins puisque F est orienté vers Dintérieur
. confinement).

Par le théoreme du viriel, on a

> G- Fi=-3NT

%

Donc on retrouve

pV = NT

7.2 Théoreme d’équipartition

En moyenne, chaque ”degré de liberté” d’un systeme a température T" possede 1’énergie
T)/2.
Attention : Ici par ”degré de liberté” on désigne les termes quadratiques du
hamiltonien, et ce théoreme n’est valable que pour des hamiltoniens quadratiques.
Exemple : N particules sans interaction dans un potentiel quadratique.
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ou f = 6N est le nombre de termes quadratiques du hamiltonien.



