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6 Ensemble canonique et distribution de Gibbs

6.1 Ensemble canonique

Dans l’ensemble microcanonique, ’énergie totale est fixée. Dans ’ensemble canonique,
c’est la température qui est fixée. Ceci correspond a un ensemble mis en contacte avec un
réservoir thermique a température T, et qui est en équilibre thermique avec ce réservoir.
L’énergie par contre n’est pas constante.

Reservoir thermique R

Systeme X

Définition : Un réservoir thermique (un thermostat) est un systéme tres grand
par rapport au systeme Y, tel que son intéraction avec ce dernier ne modifie pas sa
température.

Exemple : une tasse de café qui s’équilibre thermiquement avec l'air d’une piece.
Si le volume de la piece est suffisemment grand, sa température ne change pas lors de
I’équilibration.

Le résultat (la distribution de Gibbs) : les probabilités d’états différents sont
différentes; la probabilité d'un état caractérisé par 1’énergie F; est donnée par :

_E
p;=cte-e T

ou on a posé kg = 1. Dans le cas continue, la densité de probabilité est donnée par

H(p,a)

p(p,q) =cte-e” T

(la probabilité est definie par dP = p (p, q) d2).

Il y a plusieurs facons de dériver ce résultat :

1. A partir de I’énergie libre :

F = E —TS. La condition d’équilibre est donnée par le minimum de F' (a T = cte).
E est I'énergie moyenne, donc F = > p;E; et S = =) p;lnp;. Il faut donc minimiser

F = > (psE; + T - p;lnp;) sous la contrainte Y p; = 1. On utilise le multiplicateur de

Lagrange :

OF 0
oy Op; (Z (P B +T - p; 1Hpj)) =E+T-(lnpi+1)
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On en tire que E; +T - (Inp; + 1) + A = 0, donc

La constante dépend de la température mais pas de I’état 7. Afin de la déterminer, il
faut utiliser I’équation fournie par la contrainte, soit > p; = 1.

2. A partir de I’ensemble microcanonique du systéme composé (systéeme +
réservoir) :

Eiy = Es + Eg = cte. L’élément de volume de I'espace de phase total correspond au
produit : d2 = dQsdQg. Soit f (p,q) une fonction dans 'espace des phases du systeme X,
calculons sa moyenne sur le systeme composé avec la densité de probabilité de I’ensemble
microcanonique :

f (pq)) = cte- / / dQ5d - | (90) - 5(Eror — Ert — Es) - ABu

= /ng - f (pa Q) : /dQR - cte - (5(Etot — Ep— EZ) - AE

P(EE)

ou p (Ey,) est la densité de probabilité de I’ensemble canonique cherchée (la dépendance en
R disparait car on integre sur 'espace des phases du réservoir), et AFE;, est 'incertitude
d’énergie totale dans ’ensemble microcanonique.

A un facteur de normalisation pres, p (Ey;) est donnée par la densité d’états du reservoir
a I'énergie E;,; — Ey; :

p(FEyx) = cte - pr (B — Fyx) = cte - /dQR - 0(Eor — Er — Ey) = cte - 31 (Eror—Ex)

ol
Sr(ERr) = Inpr(ER) + cte

est ’entropie du reservoir.

La densité d’états pr (Fir — Ex), et par suite p (Fy,), varient de fagon exponentielle par
rapport a la variation de £ (on omettera l'indice ¥ & partir d’ici). Par contre, 'entropie
SRk est extensive et peut étre linéarisée en £ < E,; :

S(Bin ~ B) = SnlBu) ~ B9 |
Remarquons que OB
95, =T
par définition de la température du reservoir. Donc %i; = %, et on retrouve la dependance

exponentielle de 1’énergie:
p(E) = cte - e B/T



6.2 Fonction de partition

Considerons la normalisation de la distribution de Gibbs, p; = %e‘ﬁEi ou 3 = % Z est

nommée la fonction de partition (Zustandssumme). La condition ) p; = 1 permet de

dans le cas discret. Dans le cas continue,
7= / dQ) - e PHPa) = / dE - p(E)-ePF

La fonction Z (T) contient I'information complete sur la thermodynamique du systeme.
Par exemple :

calculer 7 :

1 _BE, 1 d , _sk 9]
<E>=§;E¢-eﬁE’=—E;%(e ﬂEl):_%(an)
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1
S== mlnpi =3 ze (I (2) + BB) =nZ+ 5 (E) =nZ — 2

Pour I’énergie libre on obtient donc

(InZ2)

F=FE-TS=-ThZ

Cette relation fournit une expression microscopique pour le potentiel thermodynamique
F(T). Une fois que F(T) est connue, les autres grandeurs thermodynamiques peuvent
étre obtenues a partir de celle-ci:

OF OF
S=-5m E=F-Too

6.3 Equivalence entre ensembles mirocanonique et canonique

L’ensemble microcanonique est caractérisé par une énergie F constante. La distribution
de probabilité pour I’énergie est une distribution delta de Dirac. L’ensemble canonique par
contre est caractérisé par une température constante 7'. La distribution de probabilité Pg
de son énergie est centrée en (F), I’énergie moyenne, et la largeur a mi-hauteur correspond
aux fluctuations de I’énergie autour de sa valeur moyenne. Elle est donnée par le produit
de la distribution de Gibbs p(E) et de la densité d’états p(E):

Pg(E) = (0(H(p,q) — E))e = p(E) - p(E)

ou p(E) = ze P~

P(E) P(E)

E :]-‘::



Par la suite on va prouver que dans la limite thermodynamique (le volume V' — oo,
p = % constante), les fluctuations de 1’énergie rapportés a 1’énergie moyenne deviennent
de plus en plus petites, et la distribution de I’ensemble canonique devient de plus en plus
piquée, et tend donc vers une distribution de Dirac. On peut donc voir qu’il y a une
équivalence entre les ensembles canonique et microcanonique dans la limite thermody-
namique. Notamment, on va prouver que, dans cette limite, les deux ensembles donnent

les mémes grandeurs extensives S, F’, etc... par particule (ou par volume).

Exemple : I'équivalence de ’entropie par particule dans les deux ensembles :

lim lSC (N) = lim iSmic (N)

N—oco [V N—ooco N

Une version de cette preuve sera faite en exercise (N systemes identiques dans I’ensemble
microcanonique avec N — 00, on integre sur tous les systemes sauf un seul. L’état du
systeme qui reste est donné par ’ensemble canonique a une température T telle que
(E)r = Emic).

Ci-dessous, on va faire la preuve dans le sens opposé : on prendra la distribution
canonique pour le systeme et on montrera que dans la limite thermodynamique, les valeurs
des grandeurs extensives par particule sont identiques (au premier terme dominant en N
qui tend vers 0o).

Pour la preuve, on represente I’ensemble canonique comme plusieurs ensembles micro-
canoniques d’énergie E prises avec les probabilités Pg(F) :

(f(p,q))e = /dQ f(p.q)-p( /dQ/dE5 (p.q) —E)- f(p,q) - p(H(p,q))
= [ AE 0.0 E) - 5(B) = [ dE (0.0} Po(E)

ol Pg(E) = p(E)p(E).

p(E)
Ensemble microcanomque
dénerge E et d'incertitude dE
Ak dE
E HE

Considérons une grandeur extensive A (par exemple S, F', etc). Dans chaque ensemble
microcanonique, on a la valeur A,,;. (F, N), et la moyenne de ces grandeurs sur tous les
ensembles microcanoniques nous donne la valeur de A. (N, T') dans I'ensemble canonique
total. Dans la suite, ces grandeurs divisées par le nombre de particules seront notées en



minuscule. Dans la limite thermodynamique (prise dans ’ensemble canonique),

1 1 [

1
= lim E-/dE-p(E) e P i (N, E)

N—oo

Ol Gpmic(N, E) = Apic(N, E)/N est la valeur de A par particule, dans 1’ensemble micro-
canonique. Si on pose € = % I’énergie par particule, on trouve

N
o0) = Jim - [[deplE) -V 0 (N.2)

N—o0
Mais p (E) est une grandeur exponentielle :

1 Nsmi
_ Smic(N,€)
o) = s

ou AFE est une incertitude en énergie arbitraire et s,,;.(N,¢) est 'entropie par particule,
dans I’ensemble microcanonique.
Finalement on exprime Z comme une intégrale de la méme forme et obtient

de N(me¥A5) g
0o(T) = tim L E° amic( IV, €)

N—o0 [ de N (smic(Ne)—5)

N est tres grand, donc les deux intégrales sont calculées par I’approximation du point-selle.
Le point-selle est le méme pour les deux intégrales, determiné par ’équation

3 (et 5)

Tous les facteurs de normalisation s’annulent dans le numérateur est dans le dénominateur,
et on trouve

a.(T) = amic(€)

ou ¢ est determinée par 1’équation du point-selle ci-dessus. (Ici on a remplacé a,,.(N,¢)
et Smic(N, €) par leurs valeurs respecives dans la limite thermodynamique).
Remarquons que I'équation du point-selle

0 1
% Smic (5)

T
correspond a notre définition de la température.

Conclusion :

Les ensembles microcanonique et canoniques donnent les mémes résultats pour des
grandeurs extensives par particule, dans la limite thermodynamique, si on considere les
valeurs T' et E correspondantes :

0 1
%smic(s) =7 ou Enic = (E),



