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Elektrodynamik Ubungsblatt 1
ETH/Uni Ziirich, FS16 Prof. N. Beisert

1.1. Vektoranalysis

In der Elektrodynamik treten héufig Standardidentitdten der Vektoranalysis auf. Diese
sollen mit dieser Aufgabe wieder ins Gedéchtnis zuriickgerufen werden.

Definitionen/Konventionen: Wir schreiben die bekannten vektoriellen Ableitungsopera-
toren grad, div, rot i.d.R. mittels des Vektors V partieller Ableitungen V; := 9/0x; als

grad F := VF, div A := V-A, rot A==V x A. (1.1)
Die Komponenten eines dreidimensionalen Vektorprodukts @ x b sind gegeben durch
3
X b)l = Z 5ijkajbk- (12)
k=1
Hier ist €5, der total antisymmetrische Tensor fiir R? mit €193 = +1.
a) Zeige zunéchst, dass
3
Z&gk&zm = 0ji0km — OjmOry ~ und > Seinin = Ou. (1.3)
ij=1

—

b) Zeige nun die folgenden Identitéten fiir beliebige Vektoren d, g, c, d:

@-(bx &) =b-(¢x @) =(@xb), 1.4
@x (bx @) = (a-ob— (@b)? 1.5
(@ x b)-( x d) = (a@-&)(b-d) — (@-d)(b-). (1.6)

c) Beweise schliesslich die folgenden Identitdten fiir beliebige skalare Felder F' und vek-
torielle Felder /T, B:

V x (VF) =0, (1.7)
V(V x A) =0, (1.8)
V x (VxA)=V(V-A) — A4, (1.9)
V-(FA) = (VF)-A+ FV-A (1.10)

H
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1.2. Satz von Gaufl

Betrachte folgende Vektorfelder A, in zwei Dimensionen

A = (3xy(y—x),x2(3y—a:)), (1.11)
A,y = (x2(3y —x),3zy(r — y)), (1.12)
As = (/2 + ), 9/ (2 + 7)) = E/||=|*. (1.13)

a) Berechne den Fluss von A; durch den Rand des Quadrats @@ mit den Eckpunkten
7= (+1,£'1)

oQ

b) Berechne die Divergenz von f_l; und dessen Integral iiber die Fldche desselben Quadrats

Q
g:i/¢ﬁﬁ¢ﬂ (1.15)
Q

1.3. Satz von Stokes
Betrachte das Vektorfeld

—

A = (2%y,2° + 22y°, 2y2). (1.16)

a) Berechne das Integral entlang eines Kreises S um den Ursprung in der zy-Ebene mit
Radius R

I:fﬁf@ (1.17)
S

b) Berechne die Rotation B des Vektorfeldes A

—

B=VxA. (1.18)

c) Berechne nun den Fluss der Rotation B durch die von S berandete Kreisscheibe D,
oD =S5
luz/lMQﬁé. (1.19)
D

1.4. Potential und elektrische Feldstarke

Vier Punktladungen sind an den Ecken (a,0), (a,a), (0,a), (0,0) eines Quadrates ange-
bracht. Bestimme das Potential und die elektrische Feldstérke in der Ebene dieses Quadra-
tes. Skizziere die Feldlinien und die Aquipotentiallinien fiir folgende Ladungsverteilungen:

a) +q,+q,+q,+q;
b) —q,+q,—q,+q;
c) +q¢,+q,—q,—q.

Hinweis: In Mathematica sind die Befehle ContourPlot und StreamPlot niitzlich.
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Elektrodynamik Ubungsblatt 2
ETH/Uni Ziirich, FS16 Prof. N. Beisert

2.1. Stabiles Gleichgewicht

Zwei Kugeln, jeweils mit Ladung +¢, liegen auf einer Isolatorplatte in der Ebene z = 0
und konnen sich dort reibungsfrei bewegen. Unter der Platte befinde sich bei & = (0,0, —b)
eine weitere Kugel mit Ladung —2q fest fixiert. Behandle die Kugeln als Punktladungen
und finde stabile Positionen fiir die Kugeln auf der Platte.

2.2. Energie im Plattenkondensator

Zwei Platten mit Ladung +@Q und —@Q und Fléche A sind parallel zueinander im (kleinen)
Abstand d angeordnet. Wie gross ist die Energie, die im elektrischen Feld zwischen den
Platten gespeichert ist?

2.3. Elektrische Feldstéirke in einer Hohlkugel

Eine geladene Kugel mit homogener Ladungsdichte p und Radius R enthalte einen um
den Vektor @ gegen den Mittelpunkt verschobenen, kugelférmigen Hohlraum mit Radius
Ry < Ra — ||d@]|. Berechne die elektrische Feldstéirke im Hohlraum.

Hinweis: Verwende den Satz von Gaufl sowie das Superpositionsprinzip zur Berechnung
der elektrischen Feldstérke.

2.4. delta-Funktion

Die delta-Funktion wird oft gebraucht, um in einer Ladungsdichte Punktladungen dar-
zustellen. Sie ist definiert durch die folgende Eigenschaft bei Integration iiber eine glatte
Testfunktion f mit kompakten Trager:

/ dz f(2)6(z — a) = f(a). 2.1)
a) Zeige, dass sie als Grenzwert lim._, g.(x) = d(z) geschrieben werden kann, wobei
1
e\T) =
9e(T) = ——

b) Zeige ebenso lim,_,g he(x) = (x) mit

hg(x)—i< CR ) (2.3)

2me \x — 1€ T+ 1€

e/, (2.2)

c) Zeige, dass die Ableitung der delta-Funktion die folgende Eigenschaft besitzt:

/_OO dr f(z) 8 (z —a) = —f'(a). (2.4)
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2.5. Imaginire Dipole

Gegeben sind zwei Punktladungen ¢ und ¢’ im Abstand d sowie eine Ebene im Abstand
ad von ¢, die auf der Verbindung von ¢ und ¢’ senkrecht steht.

a) Zeige, dass die Ebene genau dann eine Aquipotentialebene ist, wenn ¢ = —¢ und
a=1/2 gilt.
Hinweis: Betrachte zuerst das Potential in grosser Entfernung.

Betrachte nun eine Punktladung ¢ mit den karthesischen Koordinaten (a,b,0) im freien

Bereich eines Raum, der ausser fiir positive z und y mit einem geerdeten Leiter gefiillt
ist.

b) Begriinde, dass zwei Spiegelladungen — eine beziiglich der Ebene x = 0, eine beziiglich
y = 0 — nicht geniigen, um die Randbedingungen fiir den Leiter zu erfiillen.

c) Fiihre unter Ausnutzung der Symmetrie der Anordnung eine zusétzliche Spiegelladung
ein und zeige explizit, dass diese die begrenzenden Ebenen zu Aquipotentialebenen
macht. Skizziere die Ladungsanordnung.

Betrachte schliesslich eine Punktladung im freien Segment eines Raumes, der bis auf den
Bereich des Winkels 0 < ¢ < 7/n (n ganzzahlig) mit einem geerdeten Leiter gefiillt ist.

d) Bestimme graphisch eine Verteilung von Spiegelladungen, die das elektrische Feld
dieser Ladung im freien Raumsegment reproduziert. Was ist die elektrische Feldstérke
auf der Schnittgeraden der beiden Begrenzungsebenen?

e) optional: Skizziere die Feldlinien der Ladungsverteilung aus Teilaufgabe [d)]

2.2



Elektrodynamik Ubungsblatt 3
ETH/Uni Ziirich, FS16 Prof. N. Beisert

3.1. Kapazititen

Ein einfacher Kondensator besteht aus zwei isolierten Leitern, auf denen gleich grosse
entgegengesetzte Ladungen ()1 = +Q und Q) = —(@ sitzen. Die beiden Leiter haben dann
im Allgemeinen unterschiedliches elektrisches Potential, und U = @; — @, bezeichne die
Potentialdifferenz. Eine charakteristische Grosse des Kondensators ist die Kapazitat C,
die definiert ist durch Q)

—_— m .
Berechne die Kapazitét fiir die folgenden Anordnungen:

C (3.1)

a) zwei grosse parallele Ebenen mit Fliiche A und kleinem Abstand d (A > d?);
b) zwei konzentrische, leitende Kugeloberflichen mit Radien a und b (b > a);

c) zwei koaxiale, leitende Zylinderflichen der Lénge L und der Radien a, b (L > b > a).

3.2. Eindimensionale Greensche Funktion

Man betrachte den Raum zwischen zwei unendlich grossen, geerdeten Leiterplatten, die
parallel zueinander an den Punkten x = 0 und x = d aufgestellt sind. Eine weitere Platte
mit Flachenladungsdichte o befindet sich bei x = a mit 0 < a < d.

a) Zeige, dass die Herleitung des Potentials ¢(Z) fir 0 < x < d #quivalent ist zur
Berechnung einer eindimensionalen Greenschen Funktion und somit zur Losung der
folgenden Gleichung,

92
T 022

mit den Dirichlet Randbedingungen G(0,a) = G(d,a) = 0.

A, G(x,a) = —6(x —a) wobei A, : (3.2)

Um die Losung der folgenden Teilaufgaben zu vereinfachen, bietet es sich an, das Koordi-
natensystem so zu verschieben, dass die geladene Platte sich bei x = 0 und die geerdeten
Leiterplatten sich bei x = —a bzw. © = d — a befinden.

b) Teile den Raum in zwei ladungsfreie Regionen —a < x < 0 und 0 < z < d — a auf],
und l6se dort die zwei separaten, homogenen Laplace-Gleichungen fiir das Potential.
Integriere dann die Poisson-Gleichung von z = —e bis x = +¢, und betrachte den
Grenzwert € — 0, um die Bedingungen zu finden, welche die zwei Losungen fiir das
Potential in x = 0 verbinden. Bestimme schliesslich das Potential fiir den gesamten
Bereich —a < z < d — a.

c) Bestitige das obige Resultat, indem Du die Differenzialgleichung fiir das Potential
unter Beriicksichtigung der Randbedingungen bei x = —a und z = d — a direkt
integrierst.

d) Fiihre eine Fouriertransformation der Differenzialgleichung fiir das Potential durch,
l16se die transformierte Gleichung im Fourier-Raum und transformiere die Losung
zuriick in den Ortsraum. Uberzeuge Dich von der Existenz einer partikuliren Losung,
welche mit den vorherigen iibereinstimmt.
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3.3. Leitende Kugel im elektrischen Feld

Eine lgitende Kugel, auf der die Gesamtladung () sitzt, wird in ein homogenes elektrisches
Feld E = FEe, gebracht. Wie verédndert sich das elektrische Feld durch die Anwesenheit
der Kugel? Wie ist die Ladung auf der Oberfldche der Kugel verteilt?

Hinweise: Motiviere den folgenden Ansatz in Kugelkoordinaten
@(7” 197 (10) = fO(T) + fl (7“) COSﬁ? (33)

und l6se die Poisson-Gleichung im Aussenraum A® = 0 mit dem Laplace-Operator

1 o7 1 [0 1 2p
AD(r, 1, ) = 0 (7“2 0 ) + 0 (sinz?a—) + 0 (3.4)

r2 or or r2sind 9v r2sind 0p?
Benutze anschliessend die folgenden Randbedingungen, um die gesuchte Lésung zu finden:

e Weit weg von der Kugel soll das homogene Feld dominieren.
e Die Oberfliche der leitenden Kugel muss eine Aquipotentialfliche sein.

e Das elektrische Feld muss den Satz von Gauf3 erfiillen.
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Elektrodynamik Ubungsblatt 4
ETH/Uni Ziirich, FS16 Prof. N. Beisert

4.1. Greensche Funktionen in der Elektrostatik

In dieser Aufgabe werden wir die Greensche Funktion der Elektrostatik genauer analysie-
ren. Wir betrachten Greensche Funktionen G auf einem Volumen V' mit Dirichlet- bzw.
Neumann-Randbedingungen auf der Oberfliche 0V .

a) Driicke die Differenz G(y, z) — G(z,y) als Integral iiber die Oberfliche 0V aus. Ver-
wende dazu die zweite Greensche Identitét

/ da® (pAY — PAP) = j'{ da? ii- (¢V) — YV ) (4.1)
1% ov

mit ¢(z) = G(y,z) and ¥(x) = G(z,z). Benutze, dass A,G(y,x) = —63(x — y).
b) Zeige, dass die Greensche Funktion Gp(x, y) mit Dirichlet-Randbedingung Gp(x,y) =
0 fiir alle y € OV symmetrisch in z und y ist.

c) Begriinde, dass ﬁyﬁyGD(:c,y) — —0%(x — y) fiir x — OV und y € IV. Im Fall
x 4 y nutze die Dirichlet-Randbedingung fiir Gp(x,y). Um den Spezialfall z — y
zu verstehen, integriere den obigen Ausdruck iiber alle y € 0V vor Ausfithrung des
Grenzwerts.

d) Betrachte nun die (alternative Formulierung der) Neumann-Randbedingung
Va [ﬁy-ﬁyGN(L y)] =0 fiir alle y € OV. (4.2)

Zeige, dass Gn(x,y) im Allgemeinen nicht symmetrisch in z und y ist. Konstruiere
eine Greensche Funktion Gx(x,y) = Gn(z,y) + H(y) + K(z), welche symmetrisch
in z und y ist. Was muss fiir H und K gelten damit Gy weiterhin eine geeignete
Greensche Funktion ist?

4.2. Kugelformiger Hohlraum

Das Potential auf der Oberflache eines kugelférmigen Hohlraumes mit Radius R sei gege-
ben durch eine beliebige Funktion U (¥, ¢).

a) Zeige, dass sich sich das Potential im Inneren der Hohlkugel schreiben ldsst als
R(R? —r?) U, ¢)
4t(r2 + R? — 2rRcos~y)3/2’

wobei v den Winkel zwischen x und 2z’ bezeichnet. Bestimme cos~y in Abhéngigkeit
der Variablen ¥, ¢, ¥ und ¢'.

P(x) = /sin ¥ dY dy’ (4.3)

Hinweis: Bestimme die Greensche Funktion unter Verwendung der Spiegelladungs-
methode und verwende Kugelkoordinaten.

b) Gib die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung mit Hilfe der Kugelflachenfunktio-
nen Yy, an. Verwende dann die Orthonormalitdtsrelationen, um die Koeffizienten fiir
die gegebenen Randbedingungen zu bestimmen.

c) Finde das Potential @(z) innerhalb der Hohlkugel explizit fiir die Randbedingung
U9, ) = Uycos. (4.4)

—
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4.3. Sphéirische Multipolmomente eines Wiirfels

Es seien positive und negative Punktladungen +¢ auf den Ecken eines Wiirfels mit Kan-
tenldnge a angeordnet. Das Zentrum des Wiirfels liegt im Koordinatenursprung und die
Kanten sind parallel zu den x,y,z-Achsen ausgerichtet. Die Ladung an der Ecke mit
x,y,2z > 0 sei positiv. Ladungen auf benachbarten Ecken haben entgegengesetztes Vor-
zeichen.

a) Bestimme die Lage der Ladungen in kartesischen Koordinaten und in Kugelkoordi-
naten.

b) Bestimme die Ladungsdichte in kartesischen Koordinaten und anschliessend in Ku-
gelkoordinaten. Verwende hierbei

1
YN S T _ _
5 (z — zo) e d(r —10) 6(9 — Jo) (¢ — o), (4.5)
sowie sin ¢ = sin(m — ¥) und cos (7 — ) = — cos V.

¢) Berechne die sphérischen Dipol-, Quadrupol- und Oktupolmomente dieser Ladungs-
verteilung. Verwende hierbei

Qem = /vdx3 p(l’) TKYZm(ﬁ790>7 m = _gu _(g - 1)7 SRR +<£ - 1)7 +£. (46)

Die benétigten Kugelfldchenfunktionen lauten:

3 .
Yoo =1, Y= —\/; sind e'?,

15 .
Yio =V/3 cos, Yoo :\/g sin? ¢ e?%,

/15 . 5
Yoy = — 5 cost sint e'?, Yoo = 1(3COS 19—1)

/35 105
Yis = —/ = sin® o ¥, Y39 = cos? sin® ¥ e*¥,

16 8

1 9 . . 7
Y3 = — 6 (5 cos“ v — 1) sin v e'?, Y30 = 1 (5 cos® ¥ — 300819). (4.7)
Weiter gilt: Yy, = (=1)™ Y}, und somit g, = (=1)" g7,
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Elektrodynamik Ubungsblatt 5 (mit Wiederholung)
ETH/Uni Ziirich, FS16 Prof. N. Beisert

5.1. Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten

Wir rufen uns zunéchst die Multipolentwicklung des Potentials in Erinnerung. Gegeben
sei eine rdumlich begrenzte Ladungsverteilung p(z'). Das zugehorige Potential ¢(z) kann
ausserhalb der Region, in der p(z’) nicht verschwindet, wie folgt entwickelt werden:

() 47T€0 Z Z 2§:m1 iﬂ m (U, ¢), (5.1)

wobei Yy, (9, ¢) die Kugelflichenfunktionen bezeichnet und Qg,, die Multipolmomente.
Letztere sind definiert durch

Q(,m — /de‘/3 }/Zm(ﬁ/7go,) ’I"/Zp(l’/). (52)

Betrachte nun eine kreisformige Schleife mit Radius R in der z,y-Ebene, deren Mitte
am Ursprung liegt und welche eine lineare Ladungsdichte A = Agcos ¢ tragt. ¢ ist der
Azimutwinkel gemessen in der x,y-Ebene.

a) Finde einen Ausdruck in Kugelkoordinaten fiir die Ladungsdichte p(z’) der Schleife.

b) Berechne die Multipolmomente Qy,, und benutze sie um die fithrenden zwei nicht-
verschwindenden Beitrége zum Potential &(z) fiir ||z|| > R zu bestimmen. Diskutiere
die Eigenschaften der resultierenden Multipole.

¢) Berechne das elektrische Feld E(z) fiir ||z|| > R, welches zu den Dipol- und Quadru-
polmomenten gehort.

5.2. Entwicklung des Potentials in Legendre-Polynomen

Man nehme an, dass das Potential auf einer Kugelschale bei Radius R nur vom Polarwinkel
¥ abhéngt und gegeben ist durch @y(¢). Innerhalb und ausserhalb der Kugel sei der Raum
leer.

a) Finde Ausdriicke fiir das Potential @(r,4) innerhalb und ausserhalb der Kugelschale
und fiir die Ladungsdichte o(¢) auf der Kugelschale.

b) Werte die erhaltenen Ausdriicke fiir @o(v) = U cos® 9 aus.
Hinweis: Die ersten drei Legendre-Polynome lauten:

Py(cosd) =1, P (cosv) = cos, Py(cos¥) = 2 cos® ) — 1. (5.3)

Fiir die Legendre-Polynome gelten die Beziehungen:
/ P, (cos )Py, (cos ) sind d =0 if n #m, (5.4)

0

sowie - 5
P2(cos ) sind di = : 5.5
/o “(cos ) sin ot 1 (5.5)
—
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Betrachte nun eine Kugelfliche vom Radius R mit konstanter Ladungsverteilung o =
Q/ (47 R?) bis auf einen runden Bereich am Nordpol, der durch den Kegel ¥ < « definiert
ist und in dem die Ladungsdichte verschwindet.

c) Zeige, dass das Potential innerhalb der Kugel ausgedriickt werden kann durch:
¢

R€+1

O(r, ) = ¢ 2%1 [Prii(cosa) — P (cos a)] Py(cosv), (5.6)

8’/T€0 +1

wobei fir £ = 0 gilt P,_;(x) = —1. Wie lautet das Potential ausserhalb der Kugel?

d) Finde den Betrag und die Richtung des elektrischen Feldes am Ursprung fiir die
Konfiguration in Teil .

5.3. Greensche Funktion in zwei Dimensionen

a) In dieser Aufgabe beschéftigen wir uns mit Greenschen Funktionen in zwei Dimen-
sionen. Betrachte die Greensche Funktion im Inneren des Quadrates 0 < x < 1,
0 <y <1 mit Dirichlet-Randbedingungen auf den Kanten. Zeige, dass die Greensche
Funktion, welche diese Randbedingungen erfiillt, die folgende Entwicklung hat,

Gla,y.a' ) = 23 galy. ) sin(nme) sin(nra'). (5.7)

n=1

Die Koeffizienten g,(y,y’) erfiillen die Bedingungen

82 / /
(W —n’rm )gn(y,y) = —0(y' — ), (5.8)
9n(y,0) = gnly, 1) = 0. (5.9)
Benutze dabei, dass fir 0 < z, 2’ <1
Z sin(nmz) sin(nra’) = 16(z — 2’). (5.10)
n=1

b) Die homogene Losung der Differentialgleichung fiir g, kann als Linearkombination
von sinh(nmy’) und cosh(nmy’) geschrieben werden. Mache einen Ansatz in beiden
Bereichen y < ¢ und y > 3/, der die Randbedingungen und die Diskontinuitit der
ersten Ableitung erfiillt, die durch die delta-Funktion erzwungen wird. Zeige, dass g,
explizit geschrieben werden kann als

sinh(nmy.) sinh(nr(1 — ys))

9n(y:Y') = : (5.11)

mn sinh(n)
wobei y- (y-) der jeweils kleinere (grossere) Wert von y und ¢/’ ist.

c) Das Quadrat habe nun eine homogene Ladungsdichte p. Ausserdem nehmen wir an,
dass die Linien, die das Quadrat begrenzen, geerdet sind. Benutze die Greensche

Funktion, die wir zuvor hergeleitet haben, und zeige, dass das Potential geschrieben
werden kann als

oz 4p = sin((2m 4 1)mz)
7r350 — (2m +1)3
sinh((2m + 1)7(1 — y)) + sinh((2m + 1)7y)
(1- : . (5.12)
sinh((2m + 1))
—
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5.4. Rotationsiibungen

Die Drehgruppe (in N Dimensionen) wird beginnend mit der Gruppe der linearen Abbil-
dungen eines Vektorraumes definiert, welche das kanonische Skalarprodukt erhalten.

a) Zeige, dass eine lineare Transformation, die die Norm aller Vektoren erhélt, auch das
Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren erhélt. Zeige dann, dass eine Matrix, die die
Norm aller Vektoren erhilt, orthogonal ist.

b) Zeige, dass die Determinante jeder orthogonalen Matrix +1 oder —1 ist.

Orthogonale Matrizen mit negativer Determinante stellen Transformationen dar, die eine
Spiegelung beinhalten. Da wir hier nur Rotationen betrachten wollen, beschrénken wir uns

auf die Gruppe von Matrizen mit positiver Determinante, d.h. auf die spezielle orthogonale
Gruppe SO(N)

c) Gib die Matrizen an, die in drei Dimensionen Rotationen um einen infinitesimalen
Winkel 0 um die i-te Koordinatenachse beschreiben. Finde nach Abspaltung der Ein-
heitsmatrix einen einfachen Ausdruck der resultierenden Matrizen unter Verwendung
des total antisymmetrischen Tensors €;;y.

d) Zeige, dass infinitesimale Rotationen bis auf Terme hoherer Ordnung kommutieren,
wahrend makroskopische Rotationen typischerweise nicht kommutieren.

e) Gib die infinitesimale Rotation um den Winkel j um eine beliebige Achse mit Ein-
heitsvektor 7 an (verwende dabei, dass 7 invariant unter dieser Rotation ist). Er-
weitere das Resultat auf Rotationen um makroskopische Winkel ¢ um 7 durch eine
grosse Zahl von sukzessiven infinitesimalen Rotationen. Zeige, dass jede Rotation mit
¢ € (0,27) und beliebigem 7 (genau) eine weitere Darstellung mit anderem ¢, 7’
hat.

5.5. Magnetfeld einer kreisférmigen Leiterschleife

Betrachte einen leitenden Draht in der Form eines Kreises mit Radius R im Zentrum der
x,y-Ebene. Ein konstanter Strom [ fliesse gegen den Uhrzeigersinn durch diese Schleife.

a) Berechne das Magnetfeld B an einem beliebigen Punkt auf der z-Achse.

b) Berechne nun das Magnetfeld B an einem beliebigen Punkt in der z,y-Ebene.
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5.6. Magnetisches Moment einer rotierenden Kugelschale

Eine Kugelschale mit Radius R und Ladung @ (homogen auf der Oberfliche verteilt)
rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit & = w €,.

a) Berechne die Stromdichte j(z) = v(z)p(x).
b) Berechne das magnetische Moment i = 1 [ dz3(Z x j(x)) der Kugelschale.

c) Zeige, dass das von dieser Kugelschale erzeugte Feld fiir ||z|| > R das Feld eines
magnetischen Dipols ist, und gib den fithrenden Term von B an.

Hinweis: Verwende das Biot-Savart-Gesetz und betrachte nur die fithrenden nicht-
verschwindenden Terme in R/||z||.

d) Sei nun #’ ein Vektor mit Z’ 1 & und ||2’|| > R. Berechne in niedrigster Ordnung
die Kraft, die das in der vorangehenden Teilaufgabe berechnete Magnetfeld auf eine
zweite gleichartige Kugelschale ausiibt, die am Ort 7’ mit der Winkelgeschwindigkeit
w parallel zu & rotiert. Aufgrund des grossen Abstandes der beiden Kugelschalen ist
es zuldssig, sie als punktformige Objekte mit magnetischem Moment zu behandeln.

5.7. Stromdurchflossener Leiter

Betrachte einen geraden, zylindrischen Draht mit Radius R entlang der z-Achse. Der
Betrag der Stromdichte innerhalb des Drahtes hat die folgende Abhéngigkeit vom Abstand
zur Drahtmitte:

J(p) = joe "/ O(R — p), (5.13)

wobei p =4/22 4+ y? und 0(x) die Einheits-Stufenfunktion ist.

a) Bestimme den Gesamtstrom I, der durch den Draht fliesst, und driicke die Strom-
dichte jo durch I aus.

b) Bestimme das magnetische Feld innerhalb und ausserhalb des Drahtes als Funktion
des Gesamtstromes. Skizziere die Feldlinien und gib ihre Richtung an. Nimm dabei
an, dass der Strom in die positive z-Richtung fliesst.

5.8. Magnetisches Feld einer endlichen Spule

Betrachte einen zylindrisch aufgewickelten Draht entlang der z-Achse. Der Radius dieser
zylindrischen Spule sei R, ihre Lénge sei L (von z = —L/2 bis z = +L/2). Sei nun
n = N/L die Windungszahl pro Langeneinheit und I der (konstante) Gesamtstrom, der
durch den Draht fliesst. Randeffekte diirfen vernachléssigt werden.

Berechne die z-Komponente der magnetischen Flussdichte B fiir Punkte auf der Symme-
trieachse. Bestimme das magnetische Feld fiir L — oo bei konstantem n.

5.4
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6.1. Kondensator mit Dielektrikum
Betrachte einen Plattenkondensator mit quadratischen
Platten der Kantenléinge a und Abstand d. Der Konden-
sator werde mit der Ladung +@) aufgeladen und anschlies- +Q -Q
send von der Spannungsquelle getrennt. Bringt man den
geladenen Kondensator nun oberhalb einer dielektrischen
Fliissigkeit (Dichte pg, Permittivitat ¢,) an, so steigt die
Fliissigkeit zwischen den Platten bis zu einer Maximalhéhe P Ex
ho nach oben.

a) Bestimme die im Kondensator gespeicherte elektrostatische Energie Wy (h) in Ab-
héngigkeit von der Steighhe h und den oben definierten Grossen.

b) Bestimme die potentielle Energie Wy (h) der Fliissigkeit zwischen den Platten als
Funktion von h.

c) Leite aus der Bedingung, dass die Gesamtenergie minimiert wird, eine Bestimmungs-
gleichung fiir Ay her. Welche Ladungsmenge muss man bei a = 20cm, d = 5mm,
e = 3, pn = 0.8g/cm? auf den Kondensator aufbringen, damit die Fliissigkeit bis zur
Hilfte steigt?

6.2. Vektorpotential einer Leiterschleife

Eine kreisformige Leiterschleife mit Radius a und einer vernachléassigbaren Dicke fiihre
einen Strom . Das Koordinatensystem sei so gewéhlt, dass der Draht in der x,y-Ebene
liegt. Wir wollen das Vektorpotential der Stromdichte und daraus die zugehorige magne-
tische Induktion ausrechnen.

a) Finde ein Vektorpotential fiir den Stromkreis anhand der Formel

A= uo/d:c’B GO (6.1)

Ar||lw — 2|

Hinweis: Entwickle 1/||z — 2'|| in Kugelflichenfunktionen und beniitze die Identitét
Yv&*m = (_1)m§/€*m

b) Berechne aus dem Vektorpotential die magnetische Induktion an der Stelle x mit
|z|| < a. In Ubung 5.5 haben wir gesehen, dass die magnetische Induktion a) auf der
z-Achse und b) in der Ebene der Schleife (z,y-Ebene) jeweils in die z-Richtung zeigt.
Kannst du diese Resultate bestétigen?

Hinwes: Verwende, dass
P(z) = (=1)™(1 — 2*)™? — Py(x). (6.2)

¢) Nimm nun an, dass die Leiterschleife von einem Eisenmantel mit unendlicher relativer
Permeabilitdt umgeben wird. Was &éndert sich fiir die magnetische Induktion? Wie
wiirde man vorgehen um das Problem zu l6sen (keine Rechung)?
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6.3. Eisenrohr im Magnetfeld

Ein unendlich langer Hohlzylinder (Innenradius b, Aus-

senradius a) werde mit seiner Achse senkrecht zu einer ur- m
spriinglich homogenen magnetischen Flussdichte By plat- o -
ziert. Der Hohlzylinder sei aus Eisen (Permeabilitét ). Es - » 3_’§0
wird angenommen, dass die urspriingliche Flussdichte By — —
klein genug ist, dass das Eisen nicht saturiert wird, und — —
dass die Permeabilitdt p in dem relevanten Bereich kon- ,
stant ist.

a) Leite einen Ausdruck fiir B im Hohlraum (r <b) her.
Hinweis: Verwende die Abgvesenheit freier Strome, um das Magnetfeld H iiber ein
skalares Potential @ mit H = —V@ zu auszudriicken. Die Laplace-Gleichung gilt
in allen drei relevanten Raumbereichen. In Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) gilt fir den
Laplace-Operator

10 0 1 0? 0?
A_;E(ra)—i_ﬁa_(f—i_@ (63)

Die Randbedingungen von H und B an den Grenzflichen sowie das Verhalten fiir
r — 0 und r — oo fixieren die Konstanten in der Losung der Differentialgleichung.

b) Skizziere die magnetischen Feldlinien im gesamten Raumgebiet, bevor und nachdem
der Zylinder im Feld platziert wird. Betrachte auch die Fille eines paramagnetischen
(uy > 1), eines diamagnetischen (u, < 1), und eines supraleitenden (p, = 0) Zylinders.
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7.1. Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Betrachte ein Punktteilchen mit Ladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld, beschrieben
durch ein Vektorpotential A und ein skalares Potential @. Die Lagrange-Funktion des
Teilchens ist gegeben durch

L(z,@,t) = im® + q-Ala, t) — qP(z, 1), (7.1)

wobei = die Position des Teilchens beschreibt und m seine Masse.

a) Bestimme den kanonischen Impuls p,
OL(z,a,t)
i T

Was ist die Relation zwischen dem kanonischen Impuls p und dem kinetischen Impuls
ma? Bestimme die Hamilton-Funktion mithilfe einer Legendre-Transformation,

H(x,p,t) = p& — L(x, &,1). (7.3)

(7.2)

b) Leite aus B = V x A her, dass

3
jzl (gﬁ; - gﬁ;)@ = (¥ x B).. (7.4)

c) Leite aus den Hamiltonschen Gleichungen
e (75)
die Bewegungsgleichung fiir ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld her
mfzq(ﬁ%—fXé). (7.6)

7.2. Induktion im Magnetfeld

Gegeben sei ein homogenes Magnetfeld B parallel zur z-Achse. Im Magnetfeld befinde
sich ein leitender Draht in der Form eines Kreises mit Radius R, der mit der Winkelge-
schwindigkeit & rotiere. Die Rotationsachse liege in der Ebene des Leiters und verlaufe
durch seinen Mittelpunkt. Sie bilde mit der Magnetfeldrichtung den Winkel 1J. Berechne
die im Leiter induzierte Spannung U als Funktion der Zeit.

7.3. Selbstinduktion eines Koaxialkabels

Ein Koaxialkabel bestehe aus zwei koaxialen leitenden Zylinderschalen mit den Radien
Ry und R; mit Ry < Ry. Durch jede der beiden Zylinderschalen fliesse entlang ihrer
Achsen ein Strom [ in entgegengesetzter Richtung. Berechne die Selbstinduktion pro
Langeneinheit fiir das Koaxialkabel.

Hinweis: Bestimme zuerst das Magnetfeld des Kabels und dann aus der magnetischen
Energie des Kabels seine Selbstinduktion iiber

W =L1LI? (7.7)

2
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8.1. Dynamik eines elektrischen Schaltkreises

Betrachte den Schaltkreis in der folgenden Abbildung. Er bestehe aus einer Spannungs-
quelle Uy, einem Widerstand R, einem Kondensator der Kapazitat C', einer Spule der
Induktivitdt L und einem Schalter.

Der Schalter stehe zunéchst auf Position 1, somit bilden Spannungsquelle, Widerstand
und Kondensator einen Stromkreis. Der Kondensator sei anfangs entladen.

a) Stelle eine Differentialgleichung fiir die Ladung des Kondensators auf, 16se sie, und
berechne die Zeit, nach der der Kondensator 90% seiner Maximalladung tragt.

Nun wird der Schalter auf Position 2 gestellt, und somit bilden Kondensator, Widerstand
und Spule einen Stromkreis. Der Kondensator sei vollsténdig geladen, wenn der Schalter
bei t = 0 auf Position 2 gesetzt wird. Dementsprechend fliesse anfangs kein Strom im
Stromkreis.

b) Stelle eine Differentialgleichung fiir die Ladung des Kondensators im Fall R = 0 auf,
16se sie, und bestimme die Frequenz des Stromkreises.

¢) Nimm nun stattdessen R > 0 an. Stelle die entsprechende Differentialgleichung auf,
16se sie und skizziere die Ladung des Kondensators als Funktion der Zeit. Diskutiere
die drei qualitativ unterschiedlichen Félle, die auftreten konnen.
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8.2. Der Poynting-Vektor

Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum sind gegeben durch

ﬁ X E = —8té, 6 X E = Moj—i- EQﬂQatE, (82)

und die Lichtgeschwindigkeit betragt ¢ = 1/,/Eofto.

a) Zeige die folgende Identitét,

b)

d)

—

% (*B*+ E*) = —c*V-(E x B) — %Ei (8.3)

N | —

Betrachte ein Teilchen der Ladung ¢, welches sich mit der Geschwindigkeit ¢ in ei-
nem elektromagnetischen Feld bewege. Zeige, dass die Zeitableitung seiner kinetischen
Energie gegeben ist durch

Wi = qU-E. (8.4)

Was ist das Aquivalent fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung?

Beweise den Satz von Poynting,

d — — -
— (%50/ da® (6232 + Ez) + Wkin> = —/ dz?* 7S, (8.5)
dt v oV

wobei V' ein beliebiges, zeitlich konstantes Volumen und 9V dessen Oberflache sei.
Interpretiere die physikalische Bedeutung eines jeden Terms.

Der zeitgemittelte Poynting-Vektor mit Periode 1" ist gegeben durch

(3) = % /O " 500t (8.6)

Zeige, dass er fiir eine monochromatische Welle in einem nicht-leitenden Medium
geschrieben werden kann als

<§> = lgoc? Re(ﬁo X ES), (8.7)

2

wobei Eo und éo die komplexen Amplituden des elektrischen bzw. magnetischen
Feldes mit der Zeitabhingigkeit ™! sind,

E(t) = Re(Eoe™),  B(t) = Re(Bye™). (8.8)
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9.1. Invarianter Abstand

Ein Lorentz-Boost mit beliebiger Richtung und Geschwindigkeit ist gegeben durch

!

b

.17 — .
5 U wobel

1
2 T s

a) Finde eine Matrix (A1)* (in 1 + 3 Block-Form), so dass die obige Transformation
von der Form 2/# = (A~1)#, 2" ist.

t'=n~t — = 70, T =F—~ut+(y—1) (9.1)

o
<y

b) Bestitige, dass die Matrix A*, aus Teilaufgabe @ die folgende Relation erfiillt
/l)‘un,\g/lay = M- (9.2)
Hinweis: O.b.d.A. kann man annehmen, dass v = ve,.

c) Das Abstandsquadrat zwischen zwei Punkten x; und xs der Raumzeit ist gegeben
durch s = sts, mit s# = x# — 2. Zeige, dass es eine skalare Grosse ist und zudem
invariant unter Poincaré-Transformationen.

9.2. Elektromagnetischer Feldtensor

Der elektromagnetische Feldtensor ist gegeben durch

=

'E, 1B, lE,
~-1E, 0 -B. +B
Fo=-0,A+0,A,=| 7 S
u g ““|-1E, +B. 0 -B,

~-1g. -B, 4B, 0

(9.3)

a) Zeige, dass der elektromagnetische Feldtensor invariant ist unter der Eichtransforma-
tion
A; =A,+0,A (9.4)
fiir ein beliebiges skalares Feld A.
b) Der duale elektromagnetische Feldtensor wird definiert als
F = 3emp PP (9.5)
Bestimme die Matrixelemente von F w analog zu dem obigen Ausdruck fiir F),,.

c) Bestitige, dass die homogenen Maxwell-Gleichungen VxE=-9Bund V-B =0
ausgedriickt werden konnen als

MF,, = 0. (9.6)

d) Berechne die Kontraktionen F,,, F* F, WFW und FWFW.
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9.3. Relativistische Kraft

Zwei Teilchen im Abstand d bewegen sich mit identischer Geschwindigkeit v in eine Rich-
tung senkrecht zu ihrem Abstand. Beide Teilchen tragen die Ladung q.

a) Transformiere die elektromagnetischen Felder verursacht von den Teilchen aus dem
Ruhesystem der Teilchen in das Bezugssystem des Beobachters. Berechne dann die
Kraft zwischen den Teilchen im letzteren Bezugssystem.

b) Die relativistische Vierer-Kraft ist definiert als K* := dp*/dr mit der Eigenzeit 7
des Teilchens. Zeige, dass d/dr = ~d/dt, wobei t die Zeit im Bezugssystem des Be-
obachters ist. Benutze dies um zu zeigen, dass die Komponenten der Vierer-Kraft im
Bezugssystem des Beobachters die folgende Form haben

K" = ~(F-U/c, F), (9.7)

wobei F die Kraft auf das Teilchen im Bezugssystem des Beobachters bezeichne.

Hinweus: Leite die Invariante p*p, nach ¢ ab.

c) Stelle die Transformationsregel fiir K* zwischen dem Ruhesystem der Teilchen und
dem Bezugssystem des Beobachters auf. Bestétige, dass die Kraft aus Teilaufgabe
konsistent mit der transformierten Kraft aus dem Ruhesystem der Teilchen ist.

9.4. Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation in einem dreidimensionalen Raum und ihre Inverse seien ge-
geben durch

F) = [as f@e ™ g = [ A 9.9

Zeige die folgenden Identitéten fiir die Fourier-Transformation:

a) h(z) =af(x)+bg(x) = h(k)=uaf(k)+0bg(k) (a,beC).

( —
c) h(z) = f(x)g(x) = h(k) = 2m)3(f*§)(k) := (2m) =3 [ dk" f(k') g(k — k).
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10.1. Teilweise polarisiertes Licht

Eine fast monochromatische elektromagnetische Welle in die Fortpflanzungsrichtung z
besitzt die komplexe Notation

B=¢ xE, E=E{t-e&-&/c),  E(t)= Eype (10.1)
mit Eo = (E1, Es,0) in der z,y-Ebene. Wir nehmen an, dass die charakteristische Zeitskala
von Ej (genannt Kohérenzzeit 7), iiber welche die Schwankungen von Ej korreliert sind,
viel grosser als eine Periode mit Zeitskala 27 /wy, jedoch rasch verdnderlich auf der Zeits-
kala optischer Polarisationsmessungen ist. Das erlaubt uns, die Fluktuationen zu mitteln
und die Amplituden Ej als Zufallsvariablen aufzufassen. Wir bezeichnen Mittelwerte mit
dem Symbol (-). Wir wollen zeigen, dass die gesamte Information iiber die Polarisation
der Welle in der folgenden hermiteschen Matrix enthalten ist

_ ((E\E}) (E\E3)
o (<E2Ei*> <E2E;>) =S (10.2)

a) Zeige, dass S von der folgenden Form
S = 5000 + 8101 + 8909 + S303 1= So0g + 57, (10.3)

wobei s; € R (Stokessche Parameter) und o; bezeichnet die Einheits- und Pauli-
Matrizen

10 01 0 —i 1 0
0'0:(0 1>, 0'1:<1 0), 0'2:(% 0), 0'3:<O _1) (104)

Hinweis: Die Matrizen der Form S bilden einen Vektorraum der reellen Dimension 4.

b) Driicke die Stokesschen Parameter durch die Mittelwerte (E;E}) aus.

Hinweis: Stelle zuerst fest, dass S-T := § tr(ST) fiir Matrizen S und T von der Form
(10.3)) ein Skalarprodukt definiert. Dann priife 0;0; = ic;,0% + 0;;00 und nutze das
zusammen mit den Eigenschaften des Skalarproduktes, um die Stokesschen Parameter
zu berechnen.

c) Zeige, dass ||5]| = so im Fall einer reinen Polarisation der elektromagnetischen Welle
(Ey fest und triviale Mittelwerte) gilt.

Hinweis: Berechne die Spur von S2.

d) Zeige, dass im Allgemeinen ||5]| < sy gilt.

Hinweis: Zeige, dass die Matrix S positiv definit ist und bestimme ihre Eigenwerte.

e) Finde eine physikalische Bedeutung fiir die Stokesschen Parameter. Was bedeutet
§=107

Hinwezis: Berechne zuerst die Eigenwerte )\ @ und Eigenvektoren € ﬂi der Pauli-Matrizen.

Dann driicke s; durch die Koeffizienten a(i) in der Zerlegung (El,EQ) = agf)é’gﬁ) +

P& aus. Berechne dann S und ihre Spur in der Eigenbasis {e Y, _'(Z)},
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10.2. Gruppengeschwindigkeit

Ein eindimensionales Gaufisches Wellenpaket ¢(z,t) bewege sich in einem dispersiven
Medium (d.h. w(k) hangt nicht-linear von k ab). Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei

2

é(x,t = 0) = exp (— m) (10.5)

wobei wir Az als Mass fiir die rdumliche Ausdehnung des Wellenpakets auffassen. Die
Zeitentwicklung ist gegeben durch

o(x.1) = Re / R S e (10.6)

wobei ¢(k) die Fourier-Transformierte von ¢(z,t = 0) sei.

a) Zeige mittels quadratischer Ergénzung, dass das Wellenpaket bei ¢ = 0 auch im
Fourier-Raum ein Gaufisches Profil hat. Welches Verhéltnis besteht zwischen Az und
dem analog definierten Ak? Was bedeutet dies?

Hinwers: - )
/ dxexp(— M) =V2m|o|. (10.7)

o 20

b) Zeige, dass sich das Maximum des Wellenpakets in der Zeit ¢ vom Ursprung um die
Strecke vt fortbewegt, wobei die Gruppengeschwindigkeit v, gegeben ist durch

o
-~ dk

(10.8)

Ug .
ko

Hier sei ko die Wellenzahl am Maximum von ¢(k).

Hinweis: Entwickle w(k) bis zur ersten Ordnung in k£ um kg, und ermittle die Anderung
des Maximums des Wellenpakets mittels ((10.6]).

c) Mit welcher Geschwindigkeit bewegen sich die einzelnen Phasen? Unter welcher Be-
dingung sind Phasen- und Gruppengeschwindigkeit der Welle gleich?

d) Schétze ab, wie schnell sich das Wellenpaket verbreitert, indem Du einen Ausdruck
fiir die Variation der Gruppengeschwindigkeit innerhalb des Pulses findest. Benutze
dann die Relation zwischen Ak und Az aus Teil [a)] und interpretiere das Ergebnis
dementsprechend.

Hinweis: Schétze die Variation als Differenz Av, der Gruppengeschwindigkeiten fiir
ko und ko + Ak (analog zu (|10.8))) ab und bestimme Av, durch Entwicklung von w(k)
um ko bis zur ersten beitragenden Ordnung.
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11.1. Strahlung einer linearen Antenne

Betrachte eine diinne, lineare Antenne der Linge 2d, welche auf der z-Achse zentriert im
Urpsrung liegt. Durch die Antenne verlaufe ein oszillierender Strom, dessen Wellenlénge
der Lange der Antenne entspreche, A = 2d, mit zugehoriger Frequenz w = me/d. Die
Amplitude des Stromes sei Ij.

Hinweis: Diese Antenne unterscheidet sich von der in der in der Vorlesung diskutierten.
Dort ist der oszillierende Strom symmetrisch um den Ursprung, hier dagegen antisymme-
trisch. Die Endresultate sind deshalb nicht identisch.

a) Zeige, dass das Vektorpotential A(z,t) die folgende Form besitzt:

sin(kz’) o
—e

d
Az, t) = polye. e_i“’t/ dz' : (11.1)

_d Amr!
wo r’ = ||z — /|| mit & = 2’€, und k = w/c der Wellenvektor ist.

Im Folgenden betrachten wir die Strahlungszone, fiir die r > 2d = X gilt mit r = ||z||.
Hier kénnen wir folgende Néherung annehmen:

|z — 2| =r—n2 (11.2)
wo 71 ein Einheitsvektor in Richtung ¥ ist.

b) Berechne den exakten Ausdruck fiir die emittierte Strahlungsleistung je Raumwinkel-
element, und zeichne die Winkelverteilung als Funktion des Polarwinkels 9 auf.

Hinweis: Verwende die folgende Identitét fiir die Berechnung des Vektorpotentials:

—ibx

— (acos(az) + ibsin(az)). (11.3)

/d:c sin(az) e = 7

c) Betrachte nun die Multipolentwicklung des Vektorpotentials,

i _ N~ )™
eh T = ZO - (-2 (11.4)

und behalte nur die fiihrenden Terme in k. Berechne die Strahlungsleistung je Raum-
winkelelement in dieser Ndherung und zeichne die Winkelverteilung als Funktion
von 1.

d) Vergleiche die Ergebnisse in @ und . Diskutiere die Giiltigkeit der Ndherung in der
Multipolentwicklung.
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11.2. Dipolstrahlung

Ein diinner, perfekt leitender Draht verbindet zwei kleine Metallkugeln bei Z = (0,0, +a).
Die Ladungsdichte ist

p(z,t) = Q6(x)d(y) [0(z — a) — 6(z + a)] cos(wt) (11.5)
mit a, () und w konstant. Der Strom zwischen den Metallkugeln fliesst entlang des Drahtes.

a) Berechne die Strahlungsleistung je Raumwinkelelement im zeitlichen Mittel in Di-
polndherung mithilfe der Formel

d*P oy sin?d
<d2_!2> = (Il >W (11.6)
Wann hat die Dipolndherung Giiltigkeit?

b) Bestimme die Stromdichte j(2',¢,) im Draht und berechne daraus das Vektorpoten-
tial ff(f, t). Finde dann die Winkelverteilung der abgestrahlten Leistung (d*P/d*(2)
im zeitlichen Mittel fiir einen Beobachter in weiter Entfernung (||z|| > a) des Drah-
tes. Zeige, dass der hergeleitete Ausdruck fiir (d>P/d?(2) unter der Annahme X\ > a
in fithrender Ordnung mit dem in Dipolndherung erhaltenen Ergebnis aus |a)| iiberein-
stimmt.

11.3. Energie- und Impulsfluss einer ebenen Welle

Wir betrachten eine monochromatische ebene Welle, die sich in z-Richtung fortpflanzt, in
x-Richtung polarisiert ist und die Amplitude Ej hat.

a) Berechne den Poynting-Vektor S, und zeige, dass die Intensitit I der Welle gegeben
ist durch
I:={||S||) = tce0ES. (11.7)

b) Der Maxwellsche Spannungstensor 7" ist definiert als

Ty; = eo(EiE; — 30,5,E%) + ui (B;B; — L5,;B%). (11.8)
0

Berechne T fiir die gegebene ebene Welle. Was sagt dies {iber den Impulsfluss aus?

Hinweis: Verwende die reelle Darstellung der ebenen Welle.

c) Wie sind Impulsflussdichte und Energieflussdichte in diesem Fall verkniipft?
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12.1. Optik geméiss dem Prinzip der kleinsten Wirkung

Das Fermatsche Prinzip besagt, dass Licht, welches sich zwischen zwei Raumpunkten 7
und 7 bewegt, den Pfad wahlt, der die optische Weglénge minimiert. Letztere ist gegeben
durch

5:/ n(#) dl, (12.1)

wobei n(Z) den Brechungsindex des Mediums bezeichnet und dl = \/dx? + dy? + dz? die
Lénge des infinitesimalen Teilstiickes dl = \/ dz? + dy? + dz? die Lange des infinitesimalen
Teilstiickes der Trajektorie, die ;3 mit Ty verbindet, ist. Dies kann direkt als das Prinzip
der kleinsten Wirkung interpretiert werden.

Hinweis: Es empfiehlt sich, die Trajektorie fiir das Integral mit einer Variablen ¢ zu pa-
rametrisieren

S = / 2 n(i(t)) %dt = / 2 n(Z(t))v/a? + 9% + 2% dt. (12.2)

t1 t1

Da die Wahl von ¢ nicht zu dem Integral beitrégt, kann man ¢ (lokal) mit einer der
Koordinaten identifizieren.

a) Bestimme die Trajektorie eines Lichtstrahles zwischen zwei Raumpunkten in einem
homogenen Medium.

T

L (12.3)

%) T

(e%}
X2

b) Betrachte nun Licht, das von einem ebenen Spiegel reflektiert wird. Der Lichtstrahl
bewege sich von #; im Vakuum zu einem Punkt 7 auf der Oberfliche des Spiegels
und von dort wieder im Vakuum zum Punkt #5. Minimiere die Wirkung iiber alle
moglichen Punkte 7 auf dem Spiegel und vergleiche fiir den resultierenden Punkt 7
Einfalls- und Ausfallswinkel.

c) Betrachte schliesslich Licht, das sich zwischen zwei Medien mit verschiedenen Bre-
chungsindizes n; und ny bewegt. Die Begrenzungsfliche zwischen den beiden Medien
sei eben. Betrachte einen Lichtweg von Punkt #; im Medium mit n; zu einem Punkt
T im Medium mit ns, der die Begrenzungsfliche an dem Punkt & passiert, der die
Wirkung minimiert. Bestimme die Beziehung zwischen Einfalls- und Ausfallswinkel
(Snelliussches Brechungsgesetz).
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12.2. Brechung von ebenen Wellen

Eine ebene Welle falle senkrecht auf eine ebene Schicht zwischen zwei Medien. Die Bre-
chungsindizes der drei nichtmagnetischen Medien seien n;, ny und ng. Die Dicke der
Zwischenschicht sei d, wihrend die anderen beiden Medien jeweils einen Halbraum fiillen.

a) Berechne die Reflektions- und Transmissionskoeffizienten (d.h. den reflektierten bzw.
transmittierten Energiestrom bezogen auf den einfallenden Energiestrom).

Hinwers: Die zeitlich gemittelte Energiestromdichte einer komplexen Welle ist gegeben
durch .
(S) = ——Re(E x B). (12.4)
240
b) Das Medium mit dem Brechungsindex n; sei Teil eines optischen Systems (z.B. einer
Linse), wiahrend das Medium mit Brechungsindex ng aus Luft bestehe (n3 = 1). Die
Oberflache des ersten Mediums soll mit einer Schicht (Brechungsindex ns) versehen
werden, so dass bei einer bestimmten Frequenz wy keine reflektierende Welle auftritt.
Welche Dicke d und welchen Brechungsindex ns muss diese Schicht haben?

12.3. Lichtstreuung

Die klassische Theorie der Lichtstreuung (bekannt als Rayleigh-Theorie) wird verwendet,
um die Streuung von Licht an kleinen Molekiilen (mit einer im Vergleich zur Wellenlénge
A des einfallenden Lichtes viel kleineren Ausdehnung) zu beschreiben. Hier betrachten wir
die elektrischen und magnetischen Felder sowie die Intensitédt von Licht, das an kleinen
Teilchen gestreut wird.

a) Betrachte zunéchst eine ebene monochromatische Lichtwelle, die sich in z-Richtung
ausbreitet und in z-Richtung polarisiert ist. Diese Welle wird an einem kleinen polari-
sierbaren, aber nicht magnetisierbaren Teilchen im Ursprung gestreut. Die einfallende
Welle induziert im Teilchen ein Dipolmoment, das zum lokalen Feld proportional ist,
p(t) = aE(0,t), wobei a seine Polarisierbarkeit ist. Bestimme elektrisches und ma-
gnetisches Feld der gestreuten Welle an einem Punkt 7 im Fernfeld in Abhéngigkeit
vom einfallenden Feld Ej, dem Abstand vom Ursprung r» und dem Winkel 9 zwischen
Z und der z-Achse.

b) Berechne die Intensitét dieser gestreuten Lichtwelle an einem solchen Punkt # im
Fernfeld des streuenden Teilchens

Hinweis: Verwende den Poynting-Vektor.

c) Verwende die in der vorigen Aufgabe hergeleitete Wellenlingenabhingigkeit (o< 1/\%)
der Streuwelle, um die blaue Farbe des wolkenlosen Himmels sowie die rote Farbe von
Sonnenaufgang und Sonnenuntergang qualitativ zu erkléren.
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13.1. Strahlung in relativistischer Kreisbewegung

Eine Punktladung g bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit v & ¢ auf einer Kreisbahn
mit Radius R in der x,z-Ebene. Zur Zeit ¢’ durchlduft sie den Ursprung mit Geschwindig-
keitsvektor @ = ve, und wird mit @ = aé, = (v?/R)é, beschleunigt.

Das elektrische Feld an der Stelle ¥ zur Zeit t = t' + ||z — 2||/c einer relativistischen
Punktladung am Orte #’ mit Geschwindigkeit ¥ und Beschleunigung @ ist gegeben durch

7 U | N

E(x,t) = 1-p8)u+ = (@ —2") x (W xa)l, 13.1

0= o T (1~ P00 ) (131
wobei W := (Z — &) /||x — 2'|| — ¥/c und 5 :=v/c.

a) Mithilfe von Kugelkoordinaten und unter Vernachliassigung von Termen in (13.1)), die
schneller als 1/r abfallen, zeige dass das elektrische Feld, welches von einem Beobach-
ter an der Posistion & = ré, mit grosser Distanz r gemessen wird, gegeben ist durch

Broal, 1) ga (B —cos)cospéy+ (1 — Bcosd)sinypel,
rad\ L, 1) = .
d dmegcr (1 — Bcosv)?

(13.2)

Fiir Strahlungsfelder ist Erad orthogonal zu ¥ — 7’ und der Poynting-Vektor fiir die Strah-
lungskomponenten der Felder ist
- 1 ~ -

Srad = — _— 13.3
4= (13.3)

rad ||I _
b) Benutze ((13.2) und (13.3) um zu zeigen, dass der Poynting-Vektor am Ort des Beob-
achters gegeben ist durch
3 pog?vt (1 — Beos?)? — (1 — B?) cos? psin®d
rad — €.
T 16722 R (1 — Bcost)s

2|

(13.4)

c) Zeige, dass die gesamte ins Unendliche emittierte Strahlungsleistung der Punktladung
gegeben ist durch
rw fog*v*
6mcR2(1 — 52)%
Man beachte, dass wir die Sphére, auf der die Strahlung gemessen wird, konzentrisch

zum Orbit wahlen. Somit kommt es zu Retardierungseffekten, die den Faktor #-j/r
in der obigen Formel erkléren.

P = j{dQQrz &-Srad (13.5)

Hinweis: Folgende Integrale werden bendétigt:

! dx 2 / ! 1—a? 4
[ Lo a0
d) Berechne die ins Unendliche abgestrahlte Energie wihrend eines Kreisumlaufs. Welche
Menge Energie wird von einem Elektron (m, = 511keV/c?) mit 8 = 0.8 and R = 20m

wéahrend eines Kreisumlaufs abgestrahlt? Vergleiche diesen Wert mit der gesamten
relativistischen Energie des Teilchens.
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13.2. Liénard-Wiechert Potential

Betrachte eine Ladung, die sich mit konstanter Geschwindigkeit v geradlinig entlang der
positiven z-Achse ausgehend von z = 0 bei t = 0 bewege. Zeige, dass ihr skalares Potential
gegeben ist durch

(7, 1) = — ! . 7
(Z, 1) dmeg /(2 — vt)2 + (1 — 12/2) (22 + 42) (13.7)

a) Berechne das Potential direkt im Bezugssystem des Beobachters.

b) Berechne das Potential zundchst im Ruhesystem der Ladung und transformiere es
dann zuriick in das Ruhesystem des Beobachters.

13.3. Luftspiegelung

An warmen Sommertagen lassen sich Reflexionen iiber aufgeheizten Oberflichen (z.B.
Strassen) beobachten. Dieses Phénomen ist eine Konsequenz des mit der Hohe z vari-
ierenden Brechungsindex n(z) der Luft. Um diesen Effekt zu modellieren, nehmen wir
an, dass n oberhalb einer Hohe zy konstant ng > 1 ist und in den heissen Luftschichten
darunter quadratisch mit abnehmender Hohe abnimmt (mit kleinem a > 0)

(2) ng fiir z > 2, (13.5)
n(z) = .
no —a(z — 29)? fiir 0 < z < z.

Finde den Pfad v, welcher den optischen Weg
z2
S = / dyn(y). (13.9)

zwischen zwei Endpunkten ¥y, Zo mit 21,29 > zo minimiert. Nimm an, dass Zp, 75 in
horizontaler Ebene weit voneinander getrennt liegen, |x; — xa| > 2.

Hinweis: Parametrisiere den Pfad als Funktion von z und nimm an, dass dz/0x ver-
nachlassigbar klein ist.
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14.1. Rechteckiger Hohlleiter

Betrachte einen unendlich langen Hohlleiter entlang der z-Achse, der einen rechteckigen
Querschnitt 0 < z < d, und 0 < y < d, habe. Die Winde seien ideale Leiter. Aufgrund der
Geometrie konnen wir folgenden Ansatz fiir die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen
machen,

E<x7yuz7t) - Re( (x,y) ef(kZ—wt)>7
B(z,y,2,t) = Re(By(z,y) ' *=Y). (14.1)

a) Die 3D-Vektoren zerfallen in 2D-Vektoren (hier: z- und y-Komponenten) und Skalare
(2-Komponente). Leite die Gleichungen fiir die - und y-Komponenten von Ey und B,
in Abhéngigkeit ihrer z-Komponenten aus den Maxwell-Gleichungen her und zeige,
dass die folgenden Gleichungen gelten,

Eq
By

ox?  Oy?
0? 0? W 2
{@ toa <E> - kQ] B.=0. (14.2)

b) Driicke die Randbedingungen Ej = B, = 0 als Bedingungen an die z-Komponenten
der Felder aus.

c) Bestimme die Losungen fiir sogenannte transversal-magnetische Wellen (TM-Wellen),
fiir die B, = 0 gilt.

d) Zeige, dass es im idealen Hohlleiter keine transversal-elektromagnetischen (TEM) Wel-
len (d.h. Wellen mit £, = B, = 0) gibt.

Hinweis: Benutze den Satz von Gaufl und das Faradaysche Gesetz, sowie die Rand-
bedingungen fiir £, um zu zeigen, dass es keine TEM-Wellen in diesem Hohlleiter
gibt.

14.2. Koaxialer Wellenleiter

Eine elektromagnetische Welle propagiert entlang der z-Richtung zwischen zwei koaxialen,
zylindrischen Leitern mit Radien ro > r; um die z-Achse.

a) Zeige dass es moglich ist TEM-Moden zu haben und finde solch eine Losung explizit.
b) Ist die Frequenz fiir diese Mode beschriankt? Wie lautet die Dispersionsrelation?

c) Berechne die durchschnittliche Leistung, die entlang der Zylinder Achse transportiert
wird.
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