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0 Einfiihrung

Herzlich willkommen zu dem ersten Kurs in theoretischer Physik, der Theorie der
mechanischen Systeme! Wir beginnen mit einem kleinen Uberblick, wie sich die
Mechanik in die theoretische Physik einordnen ldsst und was theoretische Physik
iiberhaupt ist.

0.1 Mechanik und Theoretische Physik

Die klassische Mechanik stellt einen ersten Rahmen zur Beschreibung der
physikalischen Realitét zur Verfiigung. Sie beschreibt die grundlegenden Begriffe
und Konzepte der Physik wie

Korper, Raum, Zeit

Position, Geschwindigkeit, Beschleunigung,

Masse, Kraft, Impuls, Energie, Dynamik,

Schwingungen, Rotationen, periodische Bahnen, Streuprozesse, ...

Viele dieser Konzepte sind intuitiv ersichtlich und aus einfithrenden Vorlesungen
der Physik, der Schule und dem Alltag bekannt.

In der theoretischen Physik werden wir diese Konzepte wieder aufgreifen und zu
einer theoretischen (mathematischen, analytischen und abstrakten) Beschreibung
physikalischer Modelle gelangen. Dazu gehoren Konzepte wie

Freiheitsgrade, Zusténde, Potentiale,

analytische Methoden zur Beschreibung und Losungsfindung,
Geometrie, Transformationen, Symmetrien, Erhaltungsgrossen,
Néherungsmethoden,

Die klassische Mechanik bildet offensichtlich auch historisch das Fundament der
Physik. Beginnend mit dem Versténdnis von elementaren mechanischen Prozessen,
wie z.B. Flugbahnen von Objekten (...) oder der Statik von Bauwerken, konnten
mit fortschreitenden Wissensstand immer weitere Aspekte der physikalischen
Realitédt mithilfe der Mechanik erklért werden. Dazu gehoren sicherlich die
Astronomie in Form der Mechanik der Himmelskorper, aber auch die
Stromungslehre, Theorie der Warme und die Akustik. Bis in das 19. Jahrhundert
konnten somit viele der beobachteten und gemessenen physikalischen Phadnomene
sehr gut mechanisch erklirt werden,’ und man konnte damals die Mechanik
durchaus als fundamentale Beschreibung der Realitdt ansehen.

'Die Optik stellt wohl die wichtigste Ausnahme dar, selbst wenn sie konzeptionell sehr gut zu
der klassischen Mechanik passt.



Allerdings traten in immer genaueren Experimenten mit der Zeit immer mehr
Befunde zutage, die sich nicht mit den Annahmen und Konzepten der klassischen
Mechanik in Einklang bringen lassen. Dies fiithrte dann zur Entwicklung moderner
Gebiete der Physik und den zugehorigen Beschreibungen in der theoretischen
Physik. Diese ersetzen bestimmte Annahmen und Konzepte der klassischen
Mechanik, und gelangen so zu einer genaueren Beschreibung der Realitét. Die
wichtigsten Verallgemeinerungen der Mechanik sind:

klassische Thermo-
Mechanik dynamik
analytische Mechanik Statistische Physik
I t
Quanten-
relativistische ! mechanik
Mechanik (SRT) Vielteilchen-QM
Quantenstatistik
Y
A
klassische Wellen Quanten_
Feldtheorie —Festkorper feldtheorie
Elektrodynamik QED, QCD, SM
allg. Relativitatstheorie QG, Stringtheorie?

o Spezielle Relativititstheorie (Teil dieser Vorlesung):
Einheit von Raum und Zeit in der Raumzeit

o Allgemeine Relativititstheorie:
moderne Theorie der Gravitation; Weiterentwicklung der SRT mit gekriimmter
Raumzeit und ihrer Geometrie

o klassische Feldtheorie:
Felder anstelle diskreter Freiheitsgrade, Wellen; Formulierung der
Elektrodynamik und bestimmter Aspekte der Festkorperphysik

e (Quantenmechanik:
Beschreibung der Physik auf mikroskopischen Skalen; neues Konzept von
Zusténden, Messungen und Determinismus

o Quantenfeldtheorie:
Quantenmechanische Beschreibung von Teilchen und Anregungen; Vereinigung
der Quantenmechanik und Feldtheorie

o Thermodynamik, Statistische Physik:
Physik vieler Freiheitsgrade; Temperatur, Entropie, Statistik

Selbst wenn diese Theorien z.T. die klassische Mechanik komplett ersetzen, ist ein
gutes Verstédndnis der klassischen Mechanik und ihrer Methoden unerlésslich, um
die moderne Physik zu begreifen und formulieren zu kénnen.



0.2 Physikalische Modelle

Da diese Vorlesung den ersten Kurs in theoretischer Physik darstellt, wird es gut
sein, etwas iiber physikalische Modelle als solche nachzudenken.

In der Physik bestehen Modelle im Wesentlichen aus drei Komponenten:

~
physikalische Realitat
mathematisches
¥ Modell
physikalisches
Phénomen A
Messgerat

_ J

e ein mathematisches System bestehend aus einer Menge mathematischer
Objekte mit abstrakt definierten Relationen,

e cin bestimmten Teil der physikalischen Realitdt welcher durch das Modell
beschrieben werden soll,

e cine Abbildung, die das mathematische Modell auf die physikalische Realitét
anhand konkreter Vorschriften abbildet.

Je genauer und allgemeiner ein solches Modell die physikalische Realitdt mit
moglichst einfachen Regeln beschreiben kann, desto besser wird es angesehen.
Allerdings gibt es prinzipielle Einschrénkungen an die zu erreichende Genauigkeit,
und es ist wichtig diese nicht aus den Augen zu verlieren, selbst wenn dies im
Rahmen der Mechanik zunéchst wenig relevant ist.

Erstens stellt das Modell ein (hoffentlich) mathematisch wohldefiniertes und
selbstkonsistentes System von Regeln dar. Allerdings ist das perfekte
mathematische Modell meist nur eine Idealisierung der physikalischen Realitdt und
nur also solche gedacht um das System der Regeln nicht unnétig kompliziert
gestalten zu miissen. So bestehen Korper aus Atomen, deren Granularitét fiir viele
Aspekte der Mechanik keine entscheidende Rolle spielt und deshalb vernachléssigt
werden kann. Demnach wird ein Kérper meist als geometrisches Objekt mit fester
Form betrachtet. Wirken aber extrem grosse Kréfte auf einen beliebigen Kérper
ein, so wird er zerbrechen, selbst wenn das Modell diesen Fall nicht vorsieht und
andere ggf. unsinnige Vorhersagen macht. Ein anderes brauchbares Beispiel fiir
eine Idealisierung sind zwei klassische Punktteilchen mit gegensétzlicher
elektrischer Ladung. Sie ziehen sich gegenseitig an und beschleunigen aufeinander
zu. Dabei erreichen sie beliebig grosse Geschwindigkeiten, zum Zeitpunkt des
Aufeinandertreffens sind sie sogar unendlich schnell. Aus diversen Griinden kénnen
wir dies nicht als physikalisch sinnvoll betrachten. Das Problem liegt in der
Idealisierung der Punktteilchen ohne geometrisches Ausmass. Letztlich kann es
klassische Punktteilchen nicht geben.

Eng verwandt damit ist der zweite Punkt, dass jedes physikalische Modell ein
Giiltigkeitsbereich hat, in dem es akkurate Vorhersagen machen soll. Jenseits
davon muss die Beschreibung nicht gut oder iiberhaupt nicht mit der Realitét



ibereinstimmen. Die Mechanik ist ein Modell fiir Phdnomene auf (fiir Menschen)
alltdglichen Skalen. Wendet man sie z.B. auf Atome an, so erhélt man zwar
(bestenfalls) mathematisch konsistente Ergebnisse, die aber oft nicht mit der
Realitét tibereinstimmen. Um Atome korrekt zu beschreiben, benttigen wir die
Quantenmechanik, welche bestimmte Konzepte der Mechanik radial abéandert. Das
bedeutet dennoch nicht, dass die klassische Mechanik ein schlechtes Modell der
Realitét ist, und komplett durch die Quantenmechanik abgeltst gehort. Die
klassische Mechanik liefert weiterhin akkurate Ergebnisse in ihrem
Giiltigkeitsbereich. Insbesondere ist sie ein bestimmter Grenzfall der
Quantenmechanik. Sie bleibt somit eine valide Theorie, unabhéngig von
vergangenen und kiinftigen Entdeckungen in der Quantenmechanik und jenseits
von ihr. Hierbei muss man beachten, dass der Giiltigkeitsbereich einer Theorie in
der Regel nicht scharf zu definieren ist, sondern die Vorhersagen kontinuierlich
schlechter werden, wenn man ihn verlésst. Es ist also wichtig abschétzen zu
konnen, wie gross der Fehler durch eine reine klassische Betrachtung jeweils
ausfallt.

Eine dritte, prinzipielle Schwierigkeit ist, dass jede Messung letztlich in demselben
physikalischen System stattfindet, welches durch das Modell beschrieben wird. Ein
Meterstab misst nicht nur einen Meter, er ist auch immer ein mechanisches Objekt
mit bestimmter Masse, auf das Krifte wirken, welches mit den zu messenden
Objekten interagieren kann und welches konstruktionsbedingt nicht genauer als
den Abstand seiner Atome messen kann. Im Rahmen der Mechanik mag diese
Problematik unwichtig erscheinen: ein Meter hat eine gewisse Lénge, die Vorlesung
dauert 90 Minuten und der Ball ist rund. Sie wird aber sehr relevant im Rahmen
der Quantenmechanik, in der der Prozess der Messung immer auch den Zustand
des Gesamtsystems beeinflusst.?

In der theoretischen Physik beschéftigen wir uns mit der Konstruktion und der
Untersuchung der mathematisch abstrakten Modelle. Dies suggeriert Exaktheit,
aber wir sollten nicht vergessen, dass aufgrund der obigen Einschrankungen es im
Sinne der Physik nicht immer sinnvoll ist, besonders genaue oder gar exakte
Losungen zu finden. Eine mathematische Herausforderung ist es aber dennoch oft.

0.3 Ubersicht

Die Vorlesung besteht grob aus drei Teilen:

I Klassische Mechanik (ca. 6 Wochen):
Wir beginnen mit der Beschreibung der grundlegenden Prinzipien der
klassischen Mechanik. Hier liegt unserer Diskussion die klassische Vorstellung
von Raum und Zeit zu Grunde, die bis zur Formulierung der speziellen
Relativitétstheorie (1905) das Fundament der Mechanik und der Physik

2Und selbst wenn man das System samt Messgersit akkurat modellieren kénnte, so miisste
letzteres immer noch ausgelesen werden, was einen weiteren Prozess im System selbst darstellt.
Sobald es allerdings um die Wahrnehmung des Messergebnisses und Bewusstseinszustdnde geht,
verlassen wir endgiiltig die Physik bzw. ihren aktuellen Forschungsstand.
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iiberhaupt war. Wir werden bereits bekannte Modelle wie
Mehrkorper-Systeme, Schwingungen und den starrer Kérper auf abstraktere
Art untersuchen und dabei viele Methoden der theoretischen Physik
kennenlernen.

Relativitétstheorie (ca. 2 Wochen):

Im zweiten Teil werden wir die spezielle Relativitdatstheorie kennenlernen, die
Raum und Zeit in der Raumzeit mit vier Dimensionen vereinigt.

Analytische Mechanik (ca. 5.5 Wochen):

Im letzten Teil fithren wir zwei abstrakte Formulierungen der Mechanik nach
Lagrange und nach Hamilton ein. Diese Formulierungen helfen sehr, komplexe
mechanische Systeme einheitlich zu beschreiben und nach bestimmten Regeln
zu untersuchen. Insbesondere Systeme mit Zwangsbedingungen lassen sich
hiermit bequem formulieren. Weiterhin werden wir sehen, wie Symmetrien mit
Zwangsbedingungen zusammenhéngen. Der Formalismus bildet auch die
Schnittstelle zur Quantenmechanik.

0.4 Inhalt

W =
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Teil I: Klassische Mechanik

Newtonsche Mechanik (240 Minuten)
Zweikorper-Probleme (335 Minuten)
Schwingungsprobleme (200 Minuten)
Starrer Korper (225 Minuten)

Teil II: Relativitidtstheorie

Spezielle Relativitatstheorie (295 Minuten)
Teil ITI: Analytische Mechanik
Lagrange-Formalismus (295 Minuten)
Symmetrien (180 Minuten)
Hamilton-Formalismus (350 Minuten)
Hamilton-Jacobi-Gleichung (145 Minuten)

Vermerkt ist die ungefihre Vorlesungsdauer der Kapitel in Minuten. Insgesamt
besteht der Kurs aus 54 Vorlesungen von je 45 Minuten.

0.5 Literatur

Die Mechanik ist ein Standardthema der theoretischen Physik; es gibt viele gute
Lehrbiicher und Skripten, je nach Geschmack. Einige Beispiele zur Orientierung:

R. Renner: Allgemeine Mechanik, Vorlesungsskript, ETH Ziirich, FS13

e W. Nolting: Grundkurs Theoretische Physik 1 — Klassische Mechanik, Springer,

8. Auflage, E-Book

e W. Nolting: Grundkurs Theoretische Physik 2 — Analytische Mechanik,

Springer, 7. Auflage, E-Book
F. Kuypers: Klassische Mechanik, Wiley-VCH
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e M. Bartelmann, B. Feuerbacher, T. Kriiger, D. Liist, A. Rebhan, A. Wipf:
Theoretische Physik, Springer, E-Book

e V. 1. Arnol’d: Mathematische Methoden der klassischen Mechanik, Birkhduser

e L. D. Landau, E. M. Lifschitz: Lehrbuch der theoretischen Physik 1 —
Mechanik, Europa-Lehrmittel

e D. Morin, Introduction to Classical Mechanics, Cambridge University Press

Dieses Vorlesungsskript basiert auf Skripten zur Vorlesung ,, Allgemeine Mechanik “
von Prof. Matthias Gaberdiel, Prof. Gian Michele Graf, Prof. Walter Hunziker,
Prof. Renato Renner an der ETH Ziirich. Ich m6chte meinen Kollegen herzlich fiir
die Uberlassung ihrer Notizen danken.
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1 Newtonsche Mechanik

Wir beginnen damit, die grundlegenden Prinzipien, auf die sich die Formulierung
der Mechanik stiitzt, zu formulieren. Dies fithrt auch die gebréduchlichen Begriffe
ein, und wir machen uns mit der Notation vertraut.

1.1 Mechanische Systeme

Als Erstes beschéftigen wir uns mit der allgemeinen Beschreibung eines
mechanischen Systems anhand seiner Freiheitsgrade.

Freiheitsgrade. Allgemein wird ein mechanisches System beschrieben durch
einen Satz von Freiheitsgraden ¢*, a =1,..., N

(¢*) € M C RV, (1.1)

Die Menge der erlaubten Werte fiir die Freiheitsgrade wird Konfigurationsraum M
genannt. Die Geometrie des Konfigurationsraums wird vom mechanischen System
und seiner mathematischen Beschreibung bestimmt, wir konnen aber davon
ausgehen, dass die ¢* kontinuierliche Werte annehmen. Vor allem aber sind die
Freiheitsgrade veranderlich, d.h. sie hingen von der Zeit ¢t ab, und die Bahn ¢“(t)
beschreibt somit eine parametrisierte Kurve im Konfigurationsraum des Systems

(¢"):R— M, t— q*(t). (1.2)

Wir werden immer annehmen, dass die Zeitachse die Menge R ist. Das Ziel der
Mechanik ist es, den Zeitentwicklung q®(t) zu analysieren, z.B. anhand gegebener
Anfangsbedingungen. Man wird den Pfad zwar meist nicht exakt mittels bekannter
mathematischer Funktionen berechnen kénnen,! aber es lassen sich dennoch oft
exakte Aussagen zu gewissen Aspekten der Dynamik des Systems treffen. So
werden wir in der Mechanik viele Methoden kennenlernen, um die Dynamik des
Systems zu besprechen. Dies umfasst Erhaltungssédtze und Naherungsmethoden fiir
verschiedene Situationen.

Punktteilchen. Als erstes Beispiel dient ein Punktteilchen im Raum. Es wird
durch ein Tripel von Koordinaten beschrieben, z.B.

(™) = (¢",¢*,¢"). (1.3)

1Viele Beispiele in der theoretischen Physik sind so gewihlt, dass man sie exakt berechnen
kann. Dies dient im wesentlichen der Anschaulichkeit, soll aber nicht dariiber hinwegtduschen,
dass physikalische Systeme in der Realitdt kaum jemals theoretisch exakt zu erfassen sind.

1.1



Im Rahmen der Mechanik hat der Raum zumeist Euklidische Geometrie und man
wéahlt kartesische Koordinaten, die man in einem Dreier-Vektor zusammenfasst

(¢%) = & = (21,22, 73) € R?, (1.4)
gelegentlich auch als ¥ = (z,y, z). In diesem Fall ist die Bahn eine Funktion

F:R—=R  te (). (1.5)

Koordinatensysteme. Nun werden Punkte im (Euklidischen) Raum nicht
exklusiv mittels kartesischer Koordinaten beschrieben. Fiir bestimmte Probleme
mag es giinstiger sein, ein anderes Koordinatensystem zu wéhlen, z.B.
Kugelkoordinaten
r sin 1 cos @
= |rsindsing | . (1.6)
r cos v

Die Mechanik lésst sich ebenso gut in beliebigen anderen Koordinatensystemen
formulieren, die Gesetze haben dann jeweils eine etwas andere Form aber dieselbe
allgemeine Struktur, siehe Abschnitt 1.2. Fiir Kugelkoordinaten lauten die
Freiheitsgrade eines Punktteilchens demnach

(a*(1) = (r(1),9(1), (1)). (1.7)

Die Kugelkoordinaten haben einen kleineren Wertebereich M als den gesamten R?
der kartesischen Koordinaten

0<r, 0<9<m, 0 <y <2m. (1.8)

Der Konfigurationsraum entspricht aber lokal (bis auf die singulére
Nord-Siid-Achse) dem dreidimensionalen R?.

Eine Komplikation, die mit der Wahlbarkeit des Koordinatensystems einhergeht,
ist, dass dessen genaue Festlegung auch von der Zeit abhéngen kann. Zum Beispiel
kann das Zentrum der Kugelkoordinaten (oben wurde der Einfachheit halber der
Ursprung der kartesischen Koordinaten gewéhlt) zeitabhéngig gewihlt werden.
Ebenso kann der Ursprung der Winkelkoordinate ¢ zeitabhingig gewahlt werden.
Mittels solcher Ubergéinge erhilt man bewegte und beschleunigte Bezugssysteme,
mit denen wir uns etwas spéter im Abschnitt 1.6 beschéftigen werden. In diesem
Zusammenhang bilden die nicht-beschleunigten Bezugssysteme, die sogenannten
Inertialsysteme, eine ausgezeichnete Klasse, die wir in Abschnitt 1.3 einfithren und
beschreiben werden.

Mehrteilchen-Systeme und Einschrinkungen. Eine direkte
Verallgemeinerung des Punktteilchens ist das Mehrteilchen-System. Hier bestehen
die Freiheitsgrade aus den Koordinaten &}, fiir jedes der n individuellen Teilchen
mit k = 1,...,n. Alle Teilchen teilen dieselbe Zeitkoordinate ¢ zur Beschreibung
ihrer Bahn. Die Bahn ist dann durch n Tripel gegeben

(Z4) : R — (R®)™. (1.9)

1.2



Man wird gewohnlich fiir alle Teilchen dasselbe Koordinatensystem wéhlen, wie
oben z.B. kartesische Koordinaten in einem Dreier-Vektor 7y je Teilchen k. Die
Teilchen koénnen aber durchaus unterschiedliche physikalische Eigenschaften haben.
Wir werden uns in diesem Kapitel weiter mit allgemeinen Mehrteilchen-Systemen
beschéftigen und im folgenden Kapitel 2 auf das spezielle Zweiteilchen-System und
Néherungsmethoden fiir Dreiteilchen-Systeme eingehen.

Das Mehrteilchen-System ist im Wesentlichen das fundamentale System der
Mechanik: Man kann jedes klassische mechanische Objekt als Ansammlung vieler
kleiner Teilchen (je nach Genauigkeit der Betrachtung Molekiile, Atome,
Elementarteilchen oder andere Einheiten) verstehen, die miteinander in Bezichung
stehen. Jedes Teilchen tragt dann drei Freiheitsgrade zum System bei, und die
Mechanik beschreibt die Bahnen aller Teilchen. Allerdings ist eine solche
Beschreibung wenig effizient und ldsst ausser Acht, dass die Teilchen meist
untereinander sehr stark aneinander gebunden sind. Aufgrund der stark
verschiedenen Skalen der auftretenden Kréfte, kann man die Bindungen der
Teilchen untereinander als Zwangsbedingungen betrachten und somit die Anzahl
der effektiven Freiheitsgrade reduzieren. Ein Kérper aus fester Materie lasst sich so
meist sehr effektiv allein durch seinen Schwerpunkt und seine Orientierung
beschreiben. Dabei werden interne Schwingungsmoden der Atome vernachléissigt,
die aber fiir viele mechanische Aufgabenstellungen nicht von direkter Relevanz
sind. Unabhéngig von der Anzahl der Atome werden nur 3 + 3 Freiheitsgrade fiir
einen solchen starren Korper benotigt. Wir werden ihn in Kapitel 4 behandeln.

Weiterhin werden wir Systeme mit mechanischen Einschréankungen betrachten,
zum Beispiel einen Wagen auf einer Schiene oder eine Masse, die mit einem Seil an
einem Punkt aufgehéngt ist. Soweit die Einschrankungen nicht durch
Uberbeanspruchung des Systems gebrochen werden, stellen sie weitere
Zwangsbedingungen dar. Kénnen die Zwangsbedingungen gelost werden, so erhélt
man einen entsprechend kleineren Konfigurationsraum: Der Wagen auf einer
Schiene hat lediglich einen Langen-Freiheitsgrad, wihrend die aufgehéngte Masse
durch zwei Winkelkoordinaten beschrieben wird. Sind die Zwangsbedingungen
nicht praktisch losbar, kénnen sie auch in die Formulierung der Mechanik
aufgenommen werden. Dies fiihrt zu etwas komplizierteren Beziehungen, ist aber
oft die einzige Moglichkeit, die Zwangsbedingungen zu implementieren. Wir
werden Zwangsbedingungen im Rahmen des Lagrange-Formalismus in Kapitel 6
weiter diskutieren.

All dies erklart, warum der Konfigurationsraum stark vom betrachteten System
abhéngt, selbst wenn alle Systeme auf mikroskopischer Ebene letztlich aus vielen
Teilchen bestehen, fiir die jeweils die gleichen Gesetzmissigkeiten gelten sollten.
Zusammenfassend wird ein mechanisches System also mit den
Konfigurationsgrossen (¢®) und ihrer Zeitabhéangigkeit ¢(¢) beschrieben.

Einheiten. Offensichtlich tragen die oben erwéhnten physikalischen Grossen
Einheiten. Die Zeit ¢ wird gewohnlich in Sekunden (s) angegeben, wéihrend
Ortskoordinaten xj meist in Metern (m) ausgedriickt werden. Letztlich spielen
solche Einheiten fiir die theoretische Formulierung der Mechanik eine
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untergeordnete Rolle. Korrekterweise kann man Einheiten in allen Rechnungen
mitfithren. Man erhilt so eine Konsistenzpriifung,? und man kann allenfalls an
geeigneter Stelle zwischen verschiedenen Einheiten umrechnen. Alternativ kann
man generell auf Einheiten verzichten, z.B. indem man alle Grossen (konsequent)
in der entsprechenden SI-Einheit angibt. Weiterhin ist die Wahl konkreter
Einheiten fiir die Methoden der Mechanik und fiir viele der abstrakten Beispiele
nicht relevant. Wir werden korrekte Einheiten je nach Bedarf angeben und dafiir
das SI-System verwenden.

1.2 Grundlagen der Dynamik

Wir haben gesehen, dass man die Konfiguration eines mechanischen Systems und
seine zeitliche Entwicklung mittels Funktionen ¢®(¢) der Zeit beschreiben kann.
Ein Ziel der Mechanik ist es aber, diese Funktionen ausgehend von gewissen
Anfangsbedingungen zu berechnen. Wir werden sehen, dass die Funktionen ¢*(t)
in jedem mechanischen System gewisse Differentialgleichungen zweiter Ordnung
erfiillen miissen. Kennt man also die momentane Konfiguration des Systems und
ihre erste Zeitableitung, so kann man daraus (im Prinzip) ihre gesamte
Zeitentwicklung berechnen.

Masse, Impuls und Kraft. Wir wenden uns nun wieder allgemeinen
Mehrteilchen-Systemen in kartesischen Koordinaten zu. Neben den Orten @ (t)
geben die Bahnen auch Auskunft zu den Geschwindigkeiten Uy (t) und den
Beschleunigungen ay(t) der Teilchen, die weitere relevante kinematische Grossen
darstellen. Sie sind iiber die ersten beiden Zeitableitungen des Ortes definiert

Uelt) == ZBe(t),  ax(t) = Tu(t) = p(t), (1.10)

Fiir eine zeitabhéngige Grosse X = X (t) bezeichnet hier und im Folgenden die
gepunktete Grosse X := dX/d¢t ihre Zeitableitung;® die zweifach gepunktete Grosse
X := d2X/dt? bezeichnet dementsprechend die zweifache Zeitableitung.

Wir fithren jetzt drei weitere Grossen ein, die fiir die Dynamik ausschlaggebend
sind. Jedes Teilchen wird durch seine (trige) Masse my, charakterisiert. Sie ist
skalar, positiv, konstant? und trigt die SI-Masseneinheit kg.

Das Produkt der Masse my und der Geschwindigkeit v}, eines Teilchens bezeichnet
dessen Impuls

Pir(t) 1= my i (t) = myi(t). (1.11)

2Man beachte aber, dass gewisse Paare unverwandter Grossen dieselben Einheiten besitzen,
z.B. Energie und Drehmoment.

3Wir werden diese Notation auf die Zeitentwicklung der Freiheitsgrade und direkt verwandter
Grossen beschrianken.

4Es gibt auch mechanische Systeme mit nicht-konstanten Massen, z.B. eine Rakete, die
kontinuierlich Treibstoff ausstosst (die Masse des Treibstoffs dndert sich dabei zwar insgesamt
nicht, wohl aber die gewiinschte Aufteilung in unverbrauchten Treibstoff innerhalb der Rakete
und ausgestossenen Treibstoff). In diesen Systemen befinden sich die Massen my, unter den
Freiheitsgraden (¢%) und man muss an geeigneten Stellen Zeitableitungen der Masse iy, einfiigen.
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Er ist vektoriell und trigt die SI-Einheit kg ms—!. Wie die Geschwindigkeit ¥, und
Beschleunigung dj, stellt er eine abhéngige Grosse des Pfades Zx(t) dar.

Auf jedes Teilchen wirkt eine Kraft ﬁk(t) Sie ist vektoriell, zeitabhéngig und tragt
die SI-Einheit N = kg ms~2. Mit dem Ursprung dieser Krifte werden wir uns
spéter beschéftigen, zunéchst sollen sie als von Aussen gegebene Funktionen
betrachtet werden. Die Kraft Fk bestimmt die Impulsédnderung py und damit die
Beschleunigung @y jedes Teilchens iiber das Bewegungsgesetz (zweites Newtonsches
Gesetz)

— !

Fi(t) = pi(t) = mydn(t). (1.12)

Determiniertheit. Ein Prinzip der Mechanik von Mehrteilchen-Systemen ist,
dass die Krifte F},(¢) vollstéindig durch die Orte Z;(¢) und die Geschwindigkeiten

U;(t) der Teilchen des Systems zu demselben Zeitpunkt bestimmt sind, d.h. es gibt
Funktionen F; . der Art®

= E(Z1(t), ..., Zo(8); 01(E), . .., Un(t); 8). (1.13)

Wir koénnen das obige Bewegungsgesetz (1.12) somit als Differentialgleichung
schreiben ) . _

my Ty (t) = Fi (Zi(t); i(t); ). (1.14)
Dies sind die sogenannten Newtonschen Bewegungsgleichungen, wobei die
Funktionen ﬁk das Kraftgesetz des Systems beschreiben. Die
Bewegungsgleichungen bilden somit ein System gewdchnlicher
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Es folgt aus dem Existenz- und
Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen, dass (unter schwachen
Voraussetzungen an die F) die Bahnen 74 (t) durch die Differentialgleichung (1.14)
und Anfangsbedingungen an die Orte T (fy) und die Geschwindigkeiten Z(to) zu
einem Zeitpunkt ¢y (zumindest fiir ein kleines Zeitintervall um ¢y) eindeutig
bestimmt sind. Dies ist das Newtonsche Prinzip der Determiniertheit.

Beispiele. Wir wollen zur Erlduterung einige Beispiele mechanischer Systeme
erwahnen.

Offensichtlich ist das freie Teilchen ein mechanisches System mit trivialem
Kraftgesetz F' = 0. Es gibt aber eine wichtige Subtilitdt zu beachten, die wir im
folgenden Abschnitt 1.3 besprechen werden.

Ein wichtiges Beispiel eines Mehrteilchen-Systems ist das Sonnensystem mit der

®In physikalischen Systemen hiingt die Funktionen F}, in der Regel maximal quadratisch von
den Geschwindigkeiten ¥; ab (oft iiberhaupt nicht). Das bedeutet, dass in der
Bewegungsgleichung (1.14) auf beiden Seiten maximal zwei Zeitableitungen auftreten.
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Gravitationskonstanten G und dem Kraftgesetz®

. Ty — &
F,=-GY mym; ———_. 1.15
DL P T 1)

Ganz dhnlich ist das System elektrisch geladener Teilchen, fiir das das Kraftgesetz
lautet L

ﬁk _ qrq; _ij _fz' - (1.16)

L dme | — @)

wobei ¢ die elektrische Ladung des Teilchens £ ist und e die
Dielektrizitéitskonstante. Beide dieser Systeme sind isolierte und zeitunabhéngige
Systeme, und die Kraft Fj auf Teilchen k£ héngt nur von den Positionen der
Teilchen ab. Zudem ist F} einfach eine Superposition von Zweiteilchen-Krdften

F, = Z Fi(T), — T), (1.17)
ik

wobei F, xi die vom Teilchen ¢ auf das Teilchen & wirkende Kraft ist. Wir werden
uns in Kapitel 2 eingehender mit diesen Systemen beschéftigen. Fiir isolierte
physikalische Systeme gilt in der Regel das Prinzip von Actio und Reactio (drittes
Newtonsches Gesetz)

Fy + By =0. (1.18)

Beispiele nicht-isolierter mechanischer Systeme sind ein Teilchen mit elektrischer
Ladung g in einem externen elektromagnetischen Feld E(Z,t) und B(Z,t) mit
Lorentz-Kraft B . _ .

F(t) = qE(Z(t),t) + qZ(t)x B(Z(t), ), (1.19)

oder ein gedampfter Oszillator mit externer Anregung
F=—kx—ri+ f(t). (1.20)

Die Beschreibung dieser Systeme als mechanische Systeme setzt hiufig
Néherungen voraus (selbst im Rahmen der klassischen Mechanik). Zum Beispiel
sind in (1.19) E(Z,t) und B(Z,t) vorgegebene dussere elektromagnetische Felder,
und der Einfluss des geladenen Teilchens auf sie wurde ignoriert. In (1.20) ist —r&
eine summarische Beschreibung der Dampfung, ohne Beriicksichtigung der
Dynamik des ddmpfenden Mediums.

SBekanntermassen besagt das klassische Gravitationsgesetz, dass die Kraft zwischen zwei
massiven Korpern proportional zu den schweren Massen beider Korper ist. Die schwere Masse in
(1.15) steht a priori in keinem Zusammenhang mit der trigen Masse im allgemeinen
Bewegungsgesetz (1.12). Experimentell (Eétvos-Experiment und folgende) findet man allerdings
bei einem relativen Messfehler von 10712, dass beide Grossen in allen untersuchten Féllen
proportional zueinander sind. Durch geeignete Wahl der Gravitationskonstanten G' konnen wir
den Proportionalitédtsfaktor gleich 1 setzen und damit die schwere Masse mit der trigen Masse
identifizieren.
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Allgemeine mechanische Systeme. Wir haben zuvor argumentiert, dass
allgemeine mechanische Systeme eine effektive Beschreibung von
Mehrteilchen-Systemen darstellen. Demnach kénnen wir davon ausgehen, dass die
Bewegungsgleichungen im Allgemeinen auch gewohnliche Differentialgleichungen
zweiter Ordnung sind. Wir nennen also ein System mit N Freiheitsgraden ¢*(t) ein
mechanisches System, falls es Bewegungsgleichungen der folgenden Form geniigt”

§*(t) = a®(¢°(); ¢°(t); t). (1.21)

Diese Form erlaubt offensichtlich Transformationen der Freiheitsgrade der Art
q®(t) = Q%(¢°(t),t). Eine solche Transformation erzeugt einige zusétzliche Terme,
die aber wieder in derselben Form (1.21) ausgedriickt werden, denn es kénnen
keine hoheren Zeitableitungen generiert werden. Allerdings miissen hierbei auch
die Funktionen a® entsprechend transformiert werden, wir wollen diese
Transformation jetzt aber noch nicht konkret untersuchen. Dies gilt insbesondere
auch fiir Transformationen zwischen verschiedenen Koordinatensystemen fiir
Teilchensysteme. Im Folgenden werden wir solche Bezugssysteme und Ubergénge
zwischen ihnen genauer untersuchen.

1.3 Inertialsysteme

Die konkrete Formulierung von Mehrteilchen-Systemen héangt von der Wahl des
Bezugssystems ab. Vom Standpunkt der Mechanik sind jedoch nicht alle diese
Koordinatensysteme dquivalent.

Freie Teilchen und Inertialsysteme. Die besondere Klasse der Inertialsysteme
ist durch das Trdgheitsgesetz (erstes Newtonsches Gesetz) ausgezeichnet: In einem
Inertialsystem bewegt sich ein freies Teilchen, d.h. ein Teilchen, das keinen
physikalischen Kréften ausgesetzt ist, geradlinig und gleichférmig

F(t) = Ty + Ot (1.22)

Hier driickt ¢ die Geschwindigkeit des Teilchens aus und #, die Position zur Zeit
t = 0. Diese funktionale Form der Bahn eines Teilchens ist dquivalent zur
differentiellen Bedingung )

=0 (1.23)

Diese Differentialgleichung stimmt mit den obigen Bewegungsgleichungen (1.14)
iiberein, wenn man die F}, als physikalische Kréfte in einem Inertialsystem

"Es ist durchaus moglich, dass einige oder alle der Bewegungsgleichungen nur von erster
Ordnung in Zeitableitungen sind (oder einige Gleichungen ganz ohne Zeitableitungen
auskommen). Diese Verallgemeinerung &dndert wenig an der Definition mechanischer Systeme.
Zum Beispiel kann man formal die Geschwindigkeit v als unabhéngigen Freiheitsgrad einfiihren
und mit der Differentialgleichung ¢ = v erster Ordnung an den Freiheitsgrad g koppeln. Das
Bewegungsgesetz § = a(q, ¢) wird dann ebenso zu einer Differentialgleichung erster Ordnung
¥ = a(q,v). Der Hamiltonische Formalismus in Kapitel 8 beruht auf einer solchen Transformation.
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interpretiert, und sie fiir ein freies Teilchen entsprechend auf Null setzt. Umgekehrt
kann man ein freies Teilchen dadurch definieren, dass es sich in einem
Inertialsystem geradlinig und gleichférmig bewegt, also die Bahn die Form (1.22)
hat.

Zur Definition von Inertialsystemen ist es wichtig, zwischen physikalischen und
Scheinkrdften unterscheiden zu konnen. Physikalische Kréfte lassen sich einem
bestimmten physikalischen Phéanomen zuordnen, z.B. Elektromagnetismus,
Gravitation, mechanischer Steifheit oder Reibung. Als Scheinkréfte bezeichnet
man hingegen Beitriage zur Beschleunigung der Koordinaten &y, bzw. allgemeiner
der Freiheitsgrade ¢, die lediglich von der Wahl des Bezugssystems herriihren.
Dies konnen scheinbare Beschleunigungen aufgrund von krummlinigen
Koordinatensystemen sein. Man kann sie vermeiden, indem man zu jedem
Zeitpunkt kartesische Koordinaten verwendet.® Es kénnen aber auch
Beschleunigungen aufgrund einer zeitabhédngigen Wahl der Koordinatensysteme
sein. Per Konstruktion sind Scheinkréfte immer proportional zu der tréigen Masse
des entsprechenden Teilchens, so dass die Beschleunigung unabhéngig von der
Masse ist. Wir werden Scheinkrifte konkreter in Abschnitt 1.6 behandeln.

Wir postulieren die Existenz zumindest eines Inertialsystems. In der Praxis werden
unterschiedliche Bezugssysteme als Inertialsysteme verwendet. So kann man bei
Labor-Experimenten auf kleinen Zeit- und Grossenskalen in erster Néherung die
Erdoberflache als Inertialsystem annehmen. Um Effekte der Erdrotation und
Gravitation zu verringern, kann man stattdessen das Bezugssystem am
Erdmittelpunkt fixieren und nach der Sonne ausrichten. Andererseits bildet bei der
Betrachtung von Planetenbahnen in unserem Sonnensystem dessen Schwerpunkt
mit nach Fixsternen orientierten Achsen (mit hoher Prézision) ein Inertialsystem.
Auf noch grosseren Zeit- und Langenskalen miisste man dann beispielsweise zum
Schwerpunkt unserer Milchstrasse iibergehen.

Soweit nicht anders angegeben, werden wir im Folgenden annehmen, dass sich
rdumliche Koordinaten auf ein Inertialsystem beziehen und dass Kréfte rein
physikalischer Natur sind.

Subtilitdt. Die obige Unterscheidung zwischen physikalischen Kraften und
Scheinkréften mag intuitiv ersichtlich erscheinen, ist aber insbesondere im Hinblick
auf die Gravitation subtil. Wir wollen diese Subtilitdt in diesem optionalen
Abschnitt kurz erlautern

Die Definition eines zeitunabhéngigen Koordinatensystems benotigt ein inertiales
Referenzsystem (bzw. eine ausreichend grosse Menge fixer Referenzpunkte). Ein
absolutes Referenzsystem ist aber a priori nicht gegeben, bzw. wir kénnen lediglich
postulieren, dass ein bestimmtes Referenzsystem ein Inertialsystem darstellt, aber
wir konnen es nicht mit Sicherheit sagen. Die obige Definition von Inertialsystemen
ist somit selbstreferenziell.

Die Subtiliét in Bezug auf die Gravitation kann man anhand eines
Gedankenexperiments veranschaulichen. Man vergleiche ein frei fallendes

8 Alternativ konnte man die Bedingung £=0in krummlinige Koordinaten iibersetzen.
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Bezugssystem im (nahezu) homogenen Gravitationsfeld der Erde mit einem
stationdrem Bezugssystem weitab von Himmelskérpern (und somit ausserhalb der
Reichweite von Gravitationfeldern). Beide Bezugssysteme kann man (nahezu) als
Inertialsysteme ansehen, denn in beiden bewegen sich freie Testmassen geradlinig
und gleichférmig, ¥ = 0. Formal gilt die Klassifizierung des frei fallenden
Bezugssystems als Inertialsystem allerdings nur dann, wenn man die
Gravitationskraft zu den Scheinkréiften zédhlt. Wenn man sie hingegen als
physikalische Kraft interpretiert, wére stattdessen ein erdgebundenes
Bezugssystem inertial. Ohne Beriicksichtigung der Gravitationskraft bewegen sich
dort freie Testmassen geradlinig und gleichméssig. In der Realitét fallen aber alle
(ansonsten) freien Testmassen aufgrund der Gravitation (die universell auf alle
Massen wirkt) beschleunigt zur Erde hin. Auch wenn man die Gravitation auf den
ersten Blick offensichtlich als physikalische Kraft ansehen mdochte, so stellt es sich
als physikalisch noch sinnvoller dar, das frei fallende Bezugssystem als
Inertialsystem zu betrachten, denn dort verhalten sich Testmassen dquivalent zum
gravitationsfreien Bezugssystem.” '’ Insbesondere im Rahmen der allgemeinen
Relativitdtstheorie werden die Gravitationskréifte somit als Scheinkréifte aufgefasst,
die dort von der intrinsischen Kriimmung der Raumzeit stammen.

Transformationen zwischen Inertialsystemen. Die Existenz eines
Inertialsystems impliziert die Existenz einer ganzen Familie solcher
Inertialsysteme. Wir wollen im Folgenden verstehen, wie diese Inertialsysteme
miteinander in Beziehung stehen, d.h. welche Koordinatentransformationen sie
aufeinander abbilden.

Zunéachst fithren wir dazu die Kombination einer Zeit ¢ und eines Ortes ¥ als
Ereignis (t,7) ein. Der Raum der Ereignisse ist somit R'™.'1 Transformationen
zwischen Inertialsystemen kénnen dann aufgefasst werden als
Koordinatentransformationen dieses Ereignisraums.

Wir haben gesehen, dass sich ein freies Teilchen in Inertialsystemen geradlinig und
gleichformig bewegt. Fiir die Bahnkurven C[Z] := {(t,Z(t));t € R} bedeutet dies,
dass sie Geraden im Ereignisraum R!'*3 sind

{(t, % +Tt);t € R} C R'3, (1.24)

Umgekehrt beschreibt jede Gerade im R'*3, die nicht auf eine Zeitscheibe
beschriinkt ist,'? die Bahnkurve eines freien Teilchens. Die gesuchten

9Ein Prinzip der Physik ist, dass zwei Systeme oder Grossen, die sich durch Messungen nicht
unterscheiden lassen, als physikalisch dquivalent anzusehen. Alle weiteren Unterschiede sind dann
nur philosophischer Natur, zumindest solange bis sie durch weitere Messungen signifikant
unterschieden werden koénnen.

0Der einzigen messbaren Unterschiede, die die Gravitationskrifte von Scheinkriften trennen,
sind die hier vernachléssigten Gezeitenkréfte, sowie das schliessliche Auftreffen des
Bezugssystems auf der Erdoberfliche. Die theoretische Physik arbeitet meist mit Idealisierungen,
die bei strikter Anwendung gelegentlich irrefithrend sind.

1Wir werden den Ereignisraum im Rahmen der speziellen Relativitéitstheorie in Kapitel 5 als
Raumzeit wieder antreffen.

12Eine solche Gerade wiirde ein seltsames Objekt beschreiben, welches lediglich zu einer genau
bestimmten Zeit existiert, dann aber auf allen Punkten einer Gerade im Raum gleichzeitig.
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Transformationen miissen also beliebige Geraden auf Geraden abbilden. Dies sind
die affinen Transformationen des R!™, die man allgemein schreiben kann als

t =M+CT+a,
7 =Tt + MZ +b. (1.25)

Diese Transformationen sind allerdings noch allgemeiner als gewiinscht, und wir
werden sie mittels drei weiterer Kriterien einschrénken.

Zunéachst miissen wir sicherstellen, dass die transformierte Bahnkurve jedes
vorstellbaren freien Teilchens nicht auf einer einzelnen Zeitscheibe endet. Man
kann sich dann iiberlegen, dass dies zu der Einschrinkung ¢ = 0 fiihrt.'3

Weiterhin mochten wir fordern, dass alle Zeitabsténde |t; — t5] von der
Transformation erhalten werden. Intuitiv héngt dies mit der Messbarkeit von
Zeitintervallen zusammen, z.B. dem beobachteten Zeitverlauf auf einer Uhr; die
Zeit soll in jedem Inertialsystem gleich verlaufen. Dies impliziert A = £1.14

Analog wollen wir fordern, dass (Euklidische) Raumabsténde erhalten sind, da wir
Abstédnde bzw. Langen messen kénnen, und davon ausgehen wollen, dass sie in
anderen Inertialsystemen dieselbe Giiltigkeit besitzen. Dies schriankt die Matrix M
auf eine Rotation oder Spiegelung ein. Rotationen und Spiegelungen R im
dreidimensionalen Raum werden durch orthogonale Matrizen RT = R™!
beschreiben, und sie bilden eine Gruppe, die O(3) genannt wird. Die Untergruppe
der Rotationen mit det R = +1 wird mit SO(3) bezeichnet.

Die Koordinatentransformationen zwischen Inertialsystemen haben also die Form

t'=M+a,
7' = RT+ Ut +b, (1.26)

wobei A = 41 und a € R sowie R € O(3) und #,b € R3. Diese Abbildungen bilden
wiederum eine Gruppe, die Galilei-Gruppe oder Gruppe der

Galilei- Transformationen. Die Galilei-Gruppe besteht aus Kombinationen
folgender Transformationen:

o Translationen der Zeit (a),
e Translationen des Raums (b),
zeitunabhéngige Rotationen des Raumes (R),
Galilei-Boost: uniforme Verschiebung von Geschwindigkeiten (),
Spiegelung des Raums (det R = —1),
Umkehrung der Zeitrichtung (A = —1).

13Man betrachte dazu eine Bahn mit Richtung 77, so dass ¢'7 # 0. Fiir diese lisst sich der
Betrag der Geschwindigkeit so einstellen, dass alle Ereignisse auf der Bahnkurve durch die
Transformation auf eine gemeinsame Zeit to abgebildet werden. Demnach muss &' 7 = 0 fiir alle
Richtungen 77 gelten, und dies impliziert ¢ = 0.

1Die zwei diskreten Losungen beschreiben zwei getrennte Klassen von Transformationen,
solche die die Zeitrichtung respektieren, und solche die die Vergangenheit und Zukunft
austauschen. Auch wenn nur die ersteren praktisch relevant erscheinen, werden beide Arten von
Transformationen in der Diskussion mechanischer Systeme verwendet.
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Zusammen besitzen diese Transformationen 10 = 1 + 3 + 3 + 3 kontinuierliche
Parameter. Zusétzlich gibt es 4 = 2 - 2 getrennte Klassen beziiglich raumlicher und
zeitlicher Spiegelungen.

Schliesslich merken wir noch an, wie die obigen Transformationen auf die
Freiheitsgrade eines Mehrteilchen-Systems wirken. Hier sind die Orte Funktionen
der Zeit, welche alle ineinander transformiert werden. Man erhélt die
transformierten Bahnen 7 (t) durch die Forderung, dass ihre Bahnkurve im
Ereignisraum C[#}] mit der transformierten Bahnkurve der urspriinglichen Bahn

C[Z]’ iibereinstimmt, d.h. C[#}] = C[Z4]/, d.h.

{(t,7,(t);t € R} = {(t, & (1))t € R}
— { (M + a, RZ(t) + Tt + b);t € R}. (1.27)

Zur Ubereinstimmung der zeitlichen Komponenten der Bahnkurven erhalten wir
die Beziehung t' = At + a, welche gliicklicherweise fiir alle Teilchen k
gleichermassen zutrifft. Wir identifizieren dann den transformierten Pfad #'(#') zur
transformierten Zeit ¢ mit der Transformation Z — &’ des urspriinglichen Orts
Z(t) zur urspriinglichen Zeit ¢

(1) = T (M + a) = RT(t) + 0t + b. (1.28)
Alternativ geschrieben ergibt dies die funktionale Form
71 (1) = R (M — Aa) + ATt + (b — Aa?), (1.29)

wobei ¢’ € R eine beliebige Zeit bezeichne.

Geometrie der Zeit und des Raums. Die Galilei-Gruppe verleiht dem
Ereignisraum R eine bestimmte Geometrie, auf die wir hier kurz eingehen
mochten.

In der klassischen Mechanik hat die Zeit und damit die Zeitkoordinate ¢ eine
nahezu universelle Bedeutung. Der Zeitabstand zwischen zwei Ereignissen zu den
Zeiten t; und t, lasst sich eindeutig messen, er betrigt

[t — ta. (1.30)

Per Konstruktion erhalten Galilei-Transformationen diesen Zeitabstand. Dies
bedeutet insbesondere, dass Gleichzeitigkeit, t; = t9, absolut ist, und somit das
Konzept der Zeit unabhéingig vom Konzept des Raumes ist.

Beziiglich des Raumes legen wir fiir allgemeine Mehrteilchen-Systeme den
dreidimensionalen Fuklidischen Raum R3 zugrunde,'® und beschreiben dessen

5Hier wird ¢’ nicht als Funktion der urspriinglichen Zeit ¢ betrachtet sondern als unabhingige
Zeitvariable ¢ € R. Aquivalent dazu kann man die Beziehung zwischen ¢’ = A\t + a ansetzen und
t € R als frei wihlbare Zeitvariable betrachten.

16Man kann auch klassische Mechanik in anderen Geometrien betreiben. Dies wiirde aber den
Rahmen dieses Kurses sprengen, und wiirde zudem einige Grundlagen der Differentialgeometrie
bzw. allgemeinen Relativitédtstheorie erfordern.
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Punkte mittels kartesischer Koordinaten ¥ = (xy, z9, x3). Der Abstand zweier
Punkte ¥ und ¢ im Euklidischen Raum ist gegeben durch die Euklidische Norm
des Abstandsvektors

|Z— 7| = \/<$1 - yl)2 + (22 — y2)2 + (23 — y3)2. (1.31)

In anderen, krummlinigen Koordinatensystemen hat der Abstand eine andere,
kompliziertere Form, die aber den gleichen Informationsgehalt tragt.

Nun gibt es in der Mechanik aber eine entscheidende Einschrankung an die
Eindeutigkeit von Abstandsmessungen: Im Gegensatz zum Zeitabstand erhalten
die Galilei-Transformationen (1.26) den rdumlichen Abstand ||z — y|| zweier
Ereignisse (¢,Z) und (s,%) im Allgemeinen nicht. Der rdumliche Abstand zweier
Ereignisse héngt demnach in der Regel von der Wahl des Inertialsystems ab. Das
gilt insbesondere dann, wenn beide Inertialsysteme relativ zueinander bewegt sind,
7 # 0.17 Um eine Definition des rdumlichen Abstands zu erhalten, welche
unabhéngig vom gewéhlten Inertialsystem giiltig ist, muss man sich auf zwei
gleichzeitige Ereignisse beschrianken. Der Raumabstand zweier Ereignisse (¢, Z) und
(s,7) betrédgt also

||f— y_'H falls t=s; (1.32)

ansonsten ist er undefiniert. Dies bedeutet, dass der Raum zu jeder Zeit
Euklidische Geometrie hat, aber die rdumlichen Geometrien zu unterschiedlichen
Zeiten nicht miteinander in Beziehen stehen.

Beschleunigte Bezugssysteme. Mittels der oben beschriebenen Geometrie der
Ereignisraums konnen wir eine allgemeinere Transformationsgruppe herleiten. Die
Koordinatentransformationen, die den Zeit- und Raumabstand invariant lassen,
sind

' =M+a,
' = R(t)Z + b(t). (1.33)
mit A = +1 und a € R sowie R(¢) € O(3) und b(t) € R3. Diese Transformationen

erlauben es uns insbesondere, das rdumliche Bezugssystem (in zeitabhéngiger
Weise) zu rotieren und zu verschieben.®

1"Man stelle sich ein Objekt vor, welches sich geradlinig und gleichmiissig von einem
Startpunkt zu einem Zielpunkt bewegt. Im ruhenden Bezugssystem der Wegstrecke ist der
Abstand zwischen Start und Ziel konstant. Im Bezugssystem des Objekts ist zu einem Zeitpunkt
der Startpunkt im Ursprung, und zu einem anderen Zeitpunkt der Zielpunkt. Der rdumliche
Abstand zwischen Start und Ziel kann hier also durchaus Null betragen. Im allgemeinen ist er
abhéngig von den gewiinschten Zeitkoordinaten.

18Es mag seltsam erscheinen, dass diese Gruppe grosser als die Galilei-Gruppe ist, die wir zur
Herleitung der Geometrie des Ereignisraums verwendet haben. Um die Gruppe weiter auf die
Galilei-Gruppe einzuschrinken, muss man rdumliche Absténde nicht nur innerhalb einer
Zeitscheibe messen konnen, sondern auch zu zeitlich infinitesimal auseinanderliegenden Zeiten.
Letzteres ist notig zur Definition der Beschleunigung, die den Inertialsystemen zugrundeliegt.
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Man kann leicht nachpriifen, dass die obigen Transformationen eine Gruppe bilden.
Dies ist im wesentlichen eine Folge davon, dass sie durch die Invarianzen von des
Zeitabstands (1.30) und des Raumabstands (1.32) charakterisiert sind.

Wendet man die Transformation auf ein Inertialsystem an, so erhélt man ein
allgemeines beschleunigtes Bezugssystem, in dem Scheinkréfte auftreten. Wir
werden solche Bezugssysteme in Abschnitt 1.6 besprechen. Die obige Gruppe stellt
also die allgemeinen Transformationen zwischen beschleunigten Bezugssystemen

dar.

1.4 Das Galileische Relativititsprinzip

Wir haben gesehen, dass aus jedem Inertialsystem weitere Inertialsysteme durch
Galilei-Transformationen hervorgehen. Weiterhin verhalten sich freie Teilchen in
jedem von ihnen vollstdndig analog. Das Galileische Relativitdtsprinzip geht einen
Schritt weiter und besagt, dass alle Naturgesetze invariant sind unter
Galilei-Transformationen zwischen Inertialsystemen. Die Bewegungsgleichungen
eines isolierten mechanischen Systems sind also in allen Inertialsystemen identisch,
und damit sind alle Inertialsysteme vollkommen gleichberechtigt.!” Im Folgenden
betrachten wir die Einschrankungen des Relativitatsprinzips auf verschiedene
Mehrteilchen-Systeme.

Allgemeine Systeme. Die Bewegungsgleichungen fiir Teilchen (1.14) lauten
midy(t) = B (Z:(1); Zi(1): 1), (1.34)

Wir nehmen an, dass die Bahnen #(t) diese Gleichungen zu jeder Zeit erfiillen.
Die Frage ist nun, unter welchen Bedingungen an die Kréfte F} die transformierten
Bahnen 7} (t') die Bewegungsgleichung mit demselben Kraftgesetz F' erfiillen

my T (1) = B (Ti(t); Z0(t); t')? (1.35)

7

Hier ist die Beziehung mittels der Zeitvariablen ¢’ ausgedriickt, und sie soll fiir
beliebige Zeiten t' € R zutreffen. Wir setzen also die Galilei-transformierten
Bahnen (1.29) ein

miRix(A' — Aa) (1.36)
= F(RT; (M — Xa) + A3t + b — Aat; \RZ(A' — Aa) + AT; )

und erhalten nach Riicktransformation der Zeit ' = M\t + a %°

myRTy(t) = F, (RT;(t) + Ut + b; ART;(t) + AT; Mt + a). (1.37)

YDjeses fundamentale Prinzip wird in Kapitel 5 durch das Relativititsprinzip der speziellen
Relativitatstheorie ersetzt werden; fiir den Moment wollen wir jedoch damit arbeiten.

20Diese beiden Gleichungen entsprechen im Wesentlichen der passiven und aktiven
Transformation.
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Setzen wir hier schliesslich die Bewegungsgleichungen im urspriinglichen
Bezugssystem ein, erhalten wir eine Bedingung an die Krifte

RE(T,(t); 7i(t); 1)
= F(RTi(t) + Ut + b; \RZ;(t) + AT; Mt + a). (1.38)

Dies ist die allgemeine Einschriankung an die Krafte durch das Relativitatsprinzip,
allerdings ist sie in der kompletten Form noch etwas uniibersichtlich. Wir wollen
die Einschriankungen nun genauer untersuchen, indem wir bestimmte
Transformationen anwenden.

Als Erstes betrachten wir eine reine Zeittranslation
(@) (1)) = B (Ti(t); T(t); t + a) =2 Fy(Ti(t); 7i(1)). (1.39)

Man erkennt unmittelbar durch Einsetzen von a = —t, dass die Kréfte keine
explizite Zeitabhéngigkeit haben diirfen. Die Kréfte variieren also lediglich
aufgrund der Bewegung der Teilchen. Die Bedingung an die Kréifte reduziert sich

nun ZU21

Wir kénnen nun kurz die verbleibenden Einschrankungen allgemein auflisten:

e [nvarianz unter Translationen verlangt, dass F 1 nur von Differenzen #; — Z; der
Teilchenpositionen abhédngen kann.

e Entsprechend bedeutet Invarianz unter Bezugssystemwecheln, dass F, nur von
Differenzen z; — m;'j der Geschwindigkeiten abhéngen kann.

e Invarianz unter Rotationen bedeutet, dass ﬁk eine Linearkombination der
Z; — Z; und der ¥; — Z; sowie ihrer Kreuzprodukte sein muss. Weiterhin miissen
die Koeffizienten der Vektoren jeweils invariant unter Rotationen sein.
Invarianten kénnen als Skalarprodukte @b oder Spatprodukte (@ XE)E obiger

Differenzen gebildet werden.

Beziiglich der diskreten Transformationen lasst sich Folgendes aussagen:

e Invarianz unter Zeitinversionen (A = —1) impliziert, dass die Geschwindigkeiten
Z; nur paarweise als Produkte auftreten konnen.
e Invarianz unter Spiegelungen (det R = —1) impliziert, dass Kreuzprodukte nur

paarweise auftreten konnen. Da aber ein Produkt zweier Kreuzprodukte immer
mittels Skalarprodukten geschrieben werden kann, kann man Kreuzprodukte
gianzlich ausschliessen.

Zwar weisen viele mechanische Systeme diese beiden diskreten Symmetrien auf, es
gibt aber durchaus Phdnomene (z.B. in der quantenmechanischen Teilchenphysik),
die nicht invariant unter solchen Spiegelungen sind.

2IDer zeitabhingige Term ¥t kann effektiv in Translationen b absorbiert werden.
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Zweiteilchen-Systeme. Um die obigen Bedingungen im Detail zu verstehen,
wollen wir einfachere Systeme betrachten.

In einem Zweiteilchen-System, dessen Krifte nicht von den Geschwindigkeiten
abhéngen sollen, muss gelten

REy (71, 7,) = Fy(RZ) + b, RZ5 +b). (1.41)
Wir setzen R =1 und b = —RZ5 und erhalten sofort
Fo(@, o) = Fy(7) — 72,0) =1 Fy() — ). (1.42)
In\iarianz unter Rotationen R € SO(3) fithrt dann zu der Bedingung
RF(¥) = Fp(RY) mit ¥ = ¥} — ¥5. Wihlt man speziell eine Rotation R mit Achse

in Richtung ¥ der Verbindungsgeraden, d.h. R¥ = Z, so folgt mit Rﬁk(f) = ﬁk(f)
die Richtung der Kraft**

[

Aus der Invarianzbedingung folgt weiter fi(Z) = fi(RZ) fiir jede Drehung R, also
fr(@) = fe(||Z]|). Dies bedeutet, dass die Kraft entlang der Verbindungslinie der

beiden Teilchen wirkt und ihre Stdrke nur von deren Abstand abhéngt.

=

Potentiale. Wenn wir schliesslich noch das Prinzip von Actio und Reactio (1.18)
anwenden, folgt fiir das Zweiteilchen-System fi(r) = — fao(r) =: f(r), und somit

- - L T1 — T
F=—-F= — — . 1.44
1 = f([|7 — 22)) 17 =l (1.44)
Diese Kréfte lassen sich stets durch eine einzelne Potential-Funktion V (r)
ausdriicken?® 5
Fp=— o= VT = 2l), V() =—f(r). (1.45)
Tk
Fiir ein System, welches sich als Superposition von Zweiteilchen-Kréften
ausdriicken lasst, gilt somit Entsprechendes fiir das Potential
_ 0 . . . .
Fk:—aTV(xl,...,a:n), V=> V(I — &l). (1.46)
Ty, ,
i<k
Etwas allgemeiner betrachten wir konservative Krifte, die einem Potential V'
folgen
- 0
Fp=——V(&,...,7,;1), 1.47

2Der Faktor 1/]|7|| hétte natiirlich auch in die Definition von f(#) absorbiert werden koénnen;
fiir das Folgende ist jedoch die obige Form bequemer.

ZDie Notation 9/0F ist ein Vektor von partiellen Ableitungen nach den kartesischen
Koordinaten . Sie entspricht der Notation ﬁ, allerdings mit expliziter Angabe der Koordinaten
Z nach denen abgeleitet wird.
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d.h. wir verlangen nicht, dass sich die Kréfte als Summe von Zweiteilchen-Kréften
schreiben lassen. Das Relativitédtsprinzip verlangt dann, dass das Potential
zeitunabhéngig und invariant unter Euklidischen Transformationen ist,

V(RZ +b,...,RE, +bit+a)=V(Z1, ..., T t), (1.48)

wobei R € O(3) und b € R? sowie a € R. Das Potential lisst sich dann schreiben
als Funktion von Skalarprodukten der Abstandsvektoren Z; — Z';.*

1.5 Erhaltungssitze

Mit Invarianzen eines physikalischen Systems gehen oft erhaltene Gréissen einher.
Dies gilt insbesondere, falls die Krifte durch ein Potential bestimmt werden. Wir
fithren im Folgenden einige charakteristische Grossen ein, die den globalen Zustand
des Systems beschreiben, und untersuchen ihre Dynamik.

Globale Grossen. Zwei charakteristische globale Grossen sind die Gesamtmasse
M und der Massen-Schwerpunkt X des Systems

n

M = zn:mk, X = Z %fk (1.49)
k=1

k=1

Die Gesamtmasse ist per Konstruktion konstant und positiv. Die zeitliche

Ableitung des Schwerpunkts

d - =
—X=P 1.
> (1.50)

definiert den Gesamtimpuls P des Systems

M

P:=> fi. (1.51)
k=1

Die zeitliche Ableitung des Gesamtimpulses wiederum erhélt man unmittelbar,
indem man alle Bewegungsgleichungen (1.14) aufsummiert (Impulssatz)

d

—P=F 1.52
CP=F (1.52)
wobei F' die resultierende Kraft ist, die auf das System insgesamt wirkt
F:=Y F, (1.53)
k=1

Wir sehen also, dass sich der Schwerpunkt wie ein Punktteilchen X mit der
Gesamtmasse M bewegt, auf das die resultierende Kraft F' wirkt. Die Bewegung

24Falls man nicht die Invarianz unter Raumspiegelungen fordern mochte, so kann das Potential
auch von Spatprodukten abhingen.

1.16



der individuellen Teilchen oder die individuellen Kréfte, die auf sie wirken, spielen
hierfiir keine Rolle. Diese Einsicht ist insofern relevant, als dass sie erlaubt, eine
Ansammlung von Teilchen als eine einfache Einheit anzusehen, soweit die
Wechselwirkungen mit anderen Objekten nur (oder zumindest dominant) vom
Schwerpunkt abhéngen.

Zwei weitere globale Grossen, die die Rotation eines Systems beziiglich des
Koordinatenursprungs?® beschreiben, sind der Gesamtdrehimpuls L und das
resultierende Drehmoment M

E = kaXﬁk, M = kaXﬁk (154)
k=1 k=1

Die zeitliche Ableitung des Drehimpulses ergibt das resultierende Drehmoment

(Drehimpulssatz)

d - —
—L=M. 1.55

Diese Beziehung ergibt sich durch Kreuzmultiplikation der Bewegungsgleichungen
(1.14) mit 7, und Summierung {iber £. Man beachte hierbei, dass die Zeitableitung
von I proportional zu pj, ist, und somit ¥xp = 0.

Nimmt man hingegen das Skalarprodukt der Bewegungsgleichung (1.14) mit Z
und summiert iiber k erhélt man den Energiesatz

d
—T=P 1.56
P (1.56)

Die kinetische Energie T und die resultierende Leistung P sind gegeben durch

k=1 k=1

Grossen im Schwerpunktsystem. Wir haben gesehen, dass sich der
Schwerpunkt wie ein Punktteilchen bewegt. Wir konnen nun die Bewegung des
Schwerpunkts abtrennen und somit die letzten paar Grossen im Bezugssystem des
Schwerpunkts betrachten. Es ergibt sich

L=XxP+ Lg,
M = X xF + M,
ﬁz
T=—+T1T:
2M+ S
P.F
P=——4PFs. 1.58
M+ S ( )

25Man kann auch einen anderen Referenzpunkt Zy wihlen, indem man Terme —Zyx P bzw.
—ToxF zu den Definitionen hinzuaddiert.
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Die linken Terme bezeichnen dabei jeweils Beitrige der Bewegungs des
Schwerpunkts. Die rechten Terme beschreiben die inneren Grossen des Systems
aufgrund der Bewegung relativ zum Schwerpunkt

n

— - — - m —
LS:Z(xk_X)X<pk__kP)v

M
k=1
MS:Z<_’]€—X>X<F’]€—%F;>,
k=1
- 1 mk—»Q
Ts = —<*——P>,
S ngk F M
- 1 5 my = - mr =
Py — —( ——P)-(F——F). 1.59
8 ;mk Vi ET (1.59)

Erhaltungssitze. Fiir Systeme, deren Krifte aus einem Potential V' (1.47)
stammen,

~ 0
Fr,=——V(&,...,Z,;t), 1.60
k a:z_.\k (xla y L ) ( )
das zeitunabhéngig und invariant unter Euklidischen Transformationen ist (1.48),
gilt weiterhin Folgendes:

e die resultierende Kraft F =0 verschwindet,
e das resultierende Drehmoment M = 0 verschwindet,
e die resultierende Leistung verringert das Potential P = —dV/dt.

Um Ersteres zu beweisen driicken wir die resultierende Kraft formal mittels einer
Verschiebung aller Argumente des Potentials um einen Vektor b aus. Dann
verwenden wir, dass das Potential unter Translationen invariant ist?%

k=1
0 . - . -

:——_,V(xl—i—b, ,$n+b>
ob b=0
0 . -

= — = V(&,....%)| =0. (1.61)
0b =0

Damit folgt die Kréftefreiheit.

Beziiglich des resultierenden Drehmoments betrachten wir eine Drehung R(¢¢€)
vom Winkel ¢ um einen festen Einheitsvektor €. Dann gilt

= &X7, (1.62)
©=0

26In unserer Notation bezeichnet (9/0@)X die Ableitung eines Ausdrucks X nach (den
Komponenten von) dem Vektor a@. Falls X = X(...,d,...) eine Funktion ist, die @ als ein
Argument hat, so ist dies genau die partielle Ableitung 0X/dd. Anderenfalls ist X ein
zusammengesetzter Ausdruck, der auf vielfdltige Weise von @ abhéngen kann. In diesem Fall fasse
man den Ausdruck wieder als Funktion X := X(...,d,...) seiner Abhéingigkeiten auf und wende
die Kettenregel fiir Differentiation an.
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und daher also

k k

d

= — — V(R(p&)Z1, ..., R(p&)Z,)

= 0. 1.
3 0 (1.63)

»=0

Da € beliebig ist, folgt daraus, dass alle Komponenten des resultierenden
Drehmoments verschwinden.

Der Beweis der dritten Aussage folgt direkt aus der Kettenregel und der expliziten
Zeitunabhéngigkeit des Potentials

AV oV 174 LA
—_— T - —_— = — T F = —P ]_ 4:
dt — ot +Zk_1 oz, Zk_l Thr T (1.64)

Die totale Zeitableitung dX/dt eines Ausdrucks X (g,t), der sowohl von den
Freiheitsgraden ¢° als auch von der Zeit ¢ abhiingt, ist in der Mechanik zu
verstehen als die Zeitableitung dX/dt := dX /dt des Ausdrucks X (t) := X (q(t),1)
ausgewertet auf der Bahn.

Mittels der zuvor hergeleiteten Beziehungen, kénnen wir diese drei Aussagen in 10
klassische Erhaltungsgrossen (Integrale der Bewegung) umschreiben:

3 Impulsintegrale 13,

3 Schwerpunktsintegrale M X — ﬁt,

3 Drehimpulsintegrale L (bzw. Lg),

1 Energieintegral £ :=T +V (bzw. Ts + V).

Diese 10 Erhaltungsgrossen stehen in Beziehung zu den 10 kontinuierlichen
Parametern b, 7, R und a (3 + 3 + 3+ 1) der Galilei-Gruppe (1.26). Diese
Beziehung ist nicht weiter verwunderlich, da wir zur Herleitung entsprechende
Invarianzen des Potentials V' verwendet haben. Wir werden diese Beziehungen
spater in Kapitel 6 noch allgemeiner behandeln.

Zum Abschluss betrachten wir noch die Erhaltungsgrosse M X — Pt. Die
Abwesenheit der resultierenden Kraft lasst sich als Schwerpunktsatz fiir isolierte
Systeme umschreiben

P X =0. (1.65)
Der Schwerpunkt eines isolierten Systems bewegt sich daher gleichméssig auf einer
Geraden

—

_ . P

Hier ist P /M die konstante Geschwindigkeit des Schwerpunkts und somit
beschreibt der konstante Ort Xy = (M X — Pt)/M den Schwerpunkt zur Zeit ¢ = 0.
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1.6 Beschleunigte Bezugssysteme

Die Bewegungsgleichungen haben, wie wir gesehen haben, eine einfache Form in
allen Inertialsystemen. Fiir ein einzelnes Teilchen lauten sie

—

mz = F,. (1.67)

Manchmal ist es jedoch bequem in Koordinatensystemen zu arbeiten, die keine
Inertialsysteme sind. In solchen beschleunigten Bezugssystemen treten dann
Scheinkrdfte auf L .

my = Fy + Fgen. (1.68)

Coriolis- und Zentrifugalkraft. Bezeichne i die Koordinaten eines
beschleunigten Bezugssystems, welches mit dem Koordinaten ¥ eines
Inertialsystems mittels der zeitabhéngigen Euklidischen Transformation (1.33) in
Beziehung steht

—

Z(t) = R(t) y(t) + b(t). (1.69)
Dann gilt
#=Ry+Rij+b,
Z=Ry+2R§+ Ri+0b. (1.70)

Wir 16sen letzteres nach g auf und setzen die Bewegungsgleichung im
Inertialsystem ein um eine erste Fassung der Bewegungsgleichung im
beschleunigten Bezugssystem zu erhalten

—

miyj=RF, —2mR'Ri{j— mR"Ri—mRb. (1.71)

Der erste Term auf der rechten Seite ist der physikalische Kraftvektor in

y-Komponenten B .
F, = R'F,, (1.72)

und der letzte bezieht sich auf die Beschleunigung des Punktes i = 0 in
y-Komponenten )

@:=R'b (1.73)
Weiterhin sieht man leicht, dass die Matrix {2 := RTR antisymmetrisch ist, denn
aus der Orthogonalitidt R"R = 1 folgt

RR+RR=02+0"=0. (1.74)
Somit hat (2 die Form
0 —wd +w?
=14 0 —w'|=a" (1.75)

1.20



welches sich auch mittels des Vektors & = (w!, w?,w?) als 24 = Jdxy ausdriicken
lasst. Der Vektor & beschreibt die y-Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des
y-Systems relativ zum Z-System.?” Um dies zu sehen, betrachte man einen im
beschleunigten System ruhenden Punkt 3. Im Inertialsystem hat er die

Geschwindigkeit 7= jo +b. Die y-Komponenten dieser Geschwindigkeit sind

daher R™Z = &x§ + RD.

Weiter gilt ) _ o _ . _ '
RR=0Q2—-RR=02—-RRRR=102+ (1.76)

so dass R"R i = Ix§ + &x (&x7). Insgesamt lautet die Bewegungsgleichung (1.71)
nun also ) ' '
my = F, —2m&xy — mdxy — mdx(dxy) —ma. (1.77)

Die rechts neben ﬁy auftretenden Terme heissen Scheinkréfte, insbesondere die
Coriolis-Kraft

Fo = —2m@xjj, (1.78)
die Zentrifugalkraft?s B
Fy = —madx(dxy), (1.79)
sowie die Fihrungskraft .

Im Gegensatz zur Zentrifugalkraft, welche auch ein im beschleunigten System
ruhender Korper spiirt, wirkt die Coriolis-Kraft nur auf bewegte Korper. Letztere
ist orthogonal zur Bewegungsrichtung und fithrt zum Beispiel zu Wirbeln in den
Luftstromungen der Atmosphére. Die Zentrifugal- und die Corliolis-Kraft sind die
einzigen Scheinkrifte bei gleichférmiger Rotation des 3-Systems (w = const). Bei
ungleichméssiger Rotation tritt zusétzlich noch der weitere Term —mda xy auf, der
manchmal als Euler-Kraft bezeichnet wird.

Freier Fall im homogenen Gravitationsfeld. Zur Illustration der Diskussion
in Abschnitt 1.3 konnen wir ein frei fallendes Bezugssystem in einem homogenen
Schwerefeld g betrachten. Das Bezugssystem rotiert nicht, & = 0, und erfihrt die
konstante Beschleunigung @ = §. Die Bewegungsgleichung eines Teilchens lautet
dort )

my = msg —mg = 0. (1.81)

Es sei darauf hingewiesen, dass alle Scheinkréfte proportional zur trigen Masse m
des Teilchens sind, wohingegen die Gravitationskréifte formal proportional zur
schweren Masse mg sind. Aufgrund der experimentell nachgewiesen Gleichheit??
von triger und schwerer Masse ist die Schwerkraft vollstdndig wegtransformiert,

2"Ein Vektor beschreibt eine Rotation insofern, dass die Richtung des Vektors die
Rotationsachse vorgibt und die Lange den Winkel oder die Winkelgeschwindigkeit beschreibt.

28Die Zentripetalkraft ist die Kraft, die benétigt wird, um die Zentrifugalkraft genau
auszugleichen. Sie hélt somit ein Teilchen auf einer gekriimmten Bahn.

29Bzw. es geniigt, dass sie proportional mit universellem Faktor m/mg sind; in diesem Fall
muss man @ = (mg/m)g setzen.
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und das Teilchen bewegt sich als ob es frei ist. In einem inhomogenen Schwerefeld
trifft dies nur lokal zu. Der Umstand, dass ein frei fallendes Bezugssystem lokal
nicht von einem kréftefreien Inertialsystem unterschieden werden kann, ist eine
wichtige Grundlage der Allgemeinen Relativitétstheorie.

Freier Fall in der Nihe der Erdoberfliche. Als Anwendung betrachten wir
den freien Fall in der Nédhe der Erdoberfliche. Im mitrotierten Bezugssystem wird
ein ruhendes Objekt aus einer gewissen Hohe h > 0 fallengelassen. Es fallt aber
aufgrund der Erdrotation nicht genau vertikal, sondern wird durch Scheinkrifte
der Rotation seitlich abgelenkt.*® Wir wollen diese Ablenkung berechnen.

Sei P ein Punkt auf der Erdoberfliche, dessen geographische Breite ausgehend vom
Nordpol durch 1} beschrieben ist.

(1.82)

Die Koordinaten & beschreiben ein raumfestes Inertialsystem, dessen x3-Achse in
Richtung des Nordpols N zeigt. Das rotierende Koordinatensystem wird durch ¢
bezeichnet. Es sei so ausgerichtet, dass die y3-Achse nach oben in Richtung des
ausgezeichneten Punkts P zeigt, die yo-Achse nach Osten und die y;-Achse nach
Stiden. Weiterhin zeigt der Vektor g(t) auf den Ursprung P des beschleunigten
Koordinatensystems.

Wir machen in der Rechnung folgende Naherungen: Wir vernachlassigen die
Bewegung der Erde um die Sonne, Polschwankungen, usw., und nehmen an, dass
die Schwerebeschleunigung

g~9.8lms? (1.83)

anndherungsweise iiberall auf der Erde gleich gross ist, und nicht wesentlich von
der Hohe abhéngt. Weiterhin ist die Rotationsgeschwindigkeit w der Erde

w21 Tag™ !t ~ 7.27-107° 71 (1.84)

hinreichend klein gegeniiber der Fallzeit, wT < 1, und wir wollen lediglich Effekte
der fithrenden Ordnung in w betrachten.

Dann lauten die Bewegungsgleichungen fiir einen Massenpunkt in der Ndhe von P

J=7—23%xJ+ Ow?), (1.85)

30Die Rechnung lisst sich ebenso gut im Inertialsystem durchfiihren. Dort hat das Objekt eine
initiale Geschwindigkeit in Ostrichtung und wird vom Erdmittelpunkt angezogen.
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wobei die Rotationsachse und Erdbeschleunigung im y-System lauten
W= (—wsind, 0, wcos V), g=(0,0,—g). (1.86)

Effekte der Zentrifugalkraft und der Fiihrungskraft®! kénnen in fithrender Ordnung
in w vernachléssigt werden. Unsere Anfangsbedingungen zur Zeit ¢ = 0 lauten
y=(0,0,h) und y = 0.

Die Komponenten der obigen Bewegungsgleichung lauten

1 = 2w cos Y o,

o = —2w cos V1, — 2w sin v y3,

U3 = —¢g + 2wsin v ys. (1.87)
Integration der ersten und dritten Gleichung liefert dann

U1 = 2w cos V ya,

U3 = —gt + 2w sin v ys, (1.88)
wobei die Integrationskonstanten in Ubereinstimmung mit den
Anfangsbedingungen gewéhlt wurden. Einsetzen in die zweite Gleichung fiihrt zu
einer Differentialgleichung fiir s

ijo + 4wy, = 2gw tsin ). (1.89)
Die allgemeine Losung davon ist
_ gsind
Yo = 5
Die Anfangsbedingungen fiir y, fixieren die Konstanten B = 0 und
A= —(2w)?gsind, und wir finden die Lésung

t + Asin(2wt) + B cos(2wt). (1.90)

in v 1
=1 (t - %Sin@wt)) = jgwsin0t° + O(w?). (1.91)

Fiir ¢t > 0 ist yo > 0, d.h. es findet eine Ostablenkung statt, d.h. der Korper trifft in
Rotationsrichtung der Erde etwas vor dem Lot seiner Startposition auf.*?

Durch weitere Integration der ersten und dritten Differentialgleichung (1.88)
kénnen wir nun auch y; und y3 bestimmen

Yy = %ng sin(20) t* 4+ O(w?),
ys = h — 1gt* + Lgw’sin® 9 t* + O(w?), (1.92)
der Effekt der Erdrotation ist aber nur von der Ordnung w?. Der Aufprall findet
zur Zeit t = y/2h/g + O(w?) statt, und daher erhalten wir fiir die gesamte
Ostablenkung
2v/2'h3/2y
Y2 = W
Zum Beispiel ist fiir ¢ = 42.6°, h = 100m die Ostablenkung gerade y, ~ 1.5 cm.

sind + O(w?). (1.93)

31Wir setzen @ = R"Rb(0) und verwenden R™E = 2 + 22 (1.76) um zu sehen, dass
@ = &@xb(0) + Ix(&xb(0)) = O(w?).
32Dieser Effekt lisst sich anschaulich erkldren damit, dass der Kérper aufgrund seiner Hohe zu

Beginn eine grossere Geschwindigkeitskomponente in Richtung der Erdrotation hat, als die
Erdoberfliche selbst.
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2 Zweikorper-Probleme

In den folgenden Kapiteln werden wir einige instruktive Klassen von
Beispiel-Systemen und Phénomenen der Mechanik untersuchen. In Kapitel 6 und
folgenden beschéaftigen wir uns dann weiter mit der Struktur der klassischen
Mechanik. Wir beginnen mit isolierten Systemen einiger Teilchen bzw. Kérper,
wobei der Fall von zwei Teilchen der einfachste Fall ist, da er exakt und vollsténdig
losbar ist.

2.1 Allgemeine Zweiteilchen-Systeme

Wie wir in Abschnitt 1.4 erklart haben, wirkt die Kraft entlang der
Verbindungslinie der beiden Teilchen und héngt in ihrer Starke nur vom Abstand
der beiden Teilchen ab. Die Bewegungsgleichungen sind daher von der Form

w = — L vz -7

1 my 0T (||961 x2”>’

By =+ — — V(|7 — & 2.1

Ty =+ - o V(T - o), (2.1)
wobei V(r) das Potential ist. Zum Beispiel gilt fiir zwei Teilchen, die nur durch die
Gravitationskraft wechselwirken, das Potential V (r) = —Gmymsy/r. In guter

Néherung gelten diese Bewegungsgleichungen auch fiir die Himmelskorper, und wir
werden diesen Fall detailliert in Abschnitt 2.3 behandeln.

Relativkoordinaten. Um das obige Problem zu l6sen, ist es hilfreich, die
Schwerpunktbewegung zu separieren, welche in einem isolierten System linear und
homogen ist, sieche Abschnitt 1.5. Dazu definiert man den Schwerpunkt X und die
relative Position 7 als

- may
r1 + ﬁ
1 — Za. (2.2)
wobei M := m; +my die Gesamtmasse bezeichnet. Die Schwerpunktbewegung X (t)
ist dann einfach eine Tragheitsbahn. Die Gleichung fiir die Relativbewegung Z(t)

- 0 .
pi = — ==V (1) (2.3

ist die eines Teilchens mit reduzierter Masse p,

X =

—
9

X2

<|3

ST
X!

mims

L B 2.4
= (2.4)

unter dem Einfluss eines dusseren Zentralpotentials V (r) mit Abstand r := ||Z].
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Erhaltungsgrossen. Dieses System besitzt nun zwei Erhaltungsgrossen, den
Drehimpuls und die Energie. Wir betrachten diese Grossen im Schwerpunktsystem,
in dem die konstanten Beitrége der Schwerpunktbewegung herausgerechnet
wurden.

Der Drehimpuls (im Schwerpunktsystem) lautet

L = p&xa = const. (2.5)

Da offensichtlich L-# = 0, liegt die Bahn Z(t) in der Ebene senkrecht zu L, der
Bahnebene. In dieser beniitzen wir Polarkoordinaten (r,¢) mit zugehorigen
Einheitsvektoren &, und €, in radialer bzw. azimutaler Richtung. Mit €, = ¢é,,,!
finden wir fiir ‘

r=re,, T=7¢+rpeé,, (2.6)

und daher ist der Betrag des Drehimpulses
L:= HE” = ur? = const . (2.7)

Dies ist der Fldchensatz (zweites Keplersches Gesetz): Wenn A(t) die vom Vektor
Z(t) (ausgehend vom Ursprung) in der Bahnebene iiberstrichene Fliche bezeichnet,

Z(t + ot) Z(t)

(2.8)

SO ist

(2.9)

Der Flachensatz wurde von Kepler urspriinglich fiir Planetenbahnen formuliert. Er
gilt aber allgemein fiir Systeme, deren Drehimpuls erhalten ist, und nicht nur fiir
das Gravitationsgesetz.

Die andere Erhaltungsgrosse ist die Energie (im Schwerpunktsystem)
E=T+V =Lua? + V(|]|)
= L (i +1*¢*) + V(r) = const. (2.10)

Integration. Wir kénnen nun die beiden Erhaltungsgrossen (2.7) und (2.10)
benutzen, um die Bewegung in der Bahnebene vollstindig abzuleiten. Aufgelost
nach 7 und ¢ finden wir direkt?
. L
QD - /,L TQ )

= +2u"YE - U(r)) (2.11)

'Falls z.B. die Bahnebene die z,y-Ebene ist, so gilt €, = (cos ¢, sin ¢, 0) und
€, = (—siny, cosp,0).
2Das Vorzeichen ergibt sich aus Stetigkeitsbetrachtungen.
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mit einem effektiven Potential U(r), welches die Rotationsbewegung einbezieht,

L2
- 2pur?

Ur) : + V(r). (2.12)

Die radiale Bewegung r(t) ist somit diejenige eines Massenpunktes mit Masse p
auf der Halbachse 0 < r < oo unter dem Einfluss des effektiven Potentials U(r).?

Durch Integration von dy/dr = ¢ /7 nach r erhilt man*

T

Ldr’
") — o) = - - 2.13
o) =gl = | s 213
To
Diese Beziehung driickt ¢ als Funktion von r aus, welche als ein bestimmtes
Integral gegeben ist. Dies beschreibt einen Abschnitt der Trajektorie
{(r(t), p(t));t € R} in der Ebene, d.h. einen Teil der Bahn unbeachtet ihres
zeitlichen Ablaufs.
A
rmax
,
(2.14)
To
Tmin
Integration von 7 = dr/dt fiithrt zu
T d /
t(r) — t(ry) = + L (2.15)

o V20 HE=U())

Durch Integration und Auflésen findet man die Zeitentwicklung der radialen
Koordinate r(t) und damit auch diejenige des Winkels (). Durch die beiden
Ausdriicke fiir ¢(r) in (2.13) und ¢(r) in (2.15) ist die Bestimmung der Bahn auf
die Berechnung von Integralen reduziert: Das System ist integrabel. In der Praxis
sind Systeme nur selten integrabel und ihre Bewegungsgleichungen miissen im
Allgemeinen numerisch oder durch Reihenentwicklung um bekannte Spezialfille
geldst werden.®

3Die Singularitit des effektiven Potentials U(r) bei r = 0 aufgrund der Rotationsbewegung
sorgt dafiir, dass r(¢) nicht durch r = 0 lduft.

4Diese Losung ist fiir einen gewissen Bereich um rq giiltig, d.h. fiir einen gewissen Abschnitt
der Bahn. Die gesamte Bahnkurve setzt sich zusammen aus ebensolchen Abschnitten mit
unterschiedlichen ¢(rp) und unterschiedlichen Vorzeichen.

5Selbst in integrablen Problemen miissen die Integrale oft numerisch bestimmt werden, was
aber meist einfacher und stabiler ist, als eine numerische Losung von Differentialgleichungen.
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2.2 Bahntypen

Wir haben gesehen, wie man das Zweiteilchen-System auf die Bewegung in einem
eindimensionalen Potential U(r) reduzieren kann. Hier wollen wir die
Bewegungstypen in einer Dimension untersuchen und somit die Bahnen der beiden
Teilchen klassifizieren.

Fallunterscheidung. Anhand eines Beispielpotentials U(r) illustrieren wir
mogliche Bewegungstypen in einer Dimension.

E,

(2.16)

»
>

r

Im Phasenraum mit den Koordinaten (r,7) ist die Bewegung fiir fiinf verschiedene
Energien E dargestellt (Phasenportrait).

TA

Die Energie einer Bahn ist fiir alle Orte r stets mindestens so gross wie das
Potential U(r)
E—-U(r)=tu? >0. (2.18)

2
Bei Gleichheit kommt die radiale Bewegung zur Ruhe, 7 = 0 (r-Achse im
Phasenportrait); dort befinden sich also die Umkehrpunkte der Bahn. Damit 7 = 0
wirklich ein Umkehrpunkt ist, muss weiterhin gelten

uit = —=U'(r) # 0. (2.19)

Falls U'(r¢) = 0 fiir ein 7y gibt es eine Gleichgewichtslosung r(t) = ro; das sind die
Punkte A und B in den Abbildungen. Die Losung bei A ist stabil, d.h. eine Bahn
mit Anfangsbedingungen (r,7) nahe bei A wird stets nahe bei A bleiben. Die
Losung bei B ist instabil, so dass sich benachbarte Losungen letztlich von B
entfernen. Allgemein unterscheiden wir gebundene Bahnen, die ganz im Endlichen
verlaufen, und Streubahnen mit r(t) — oo fir ¢ — +o0.
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Gebundene Bahnen. Fiir gebundene Bahnen ist r(t) periodisch mit der
Periode® 7
Tnlax(E) d
T.(E) =2 L . (2.20)
V2 E—U()

Tmin (E)
wobel Ty, und rp.y die Nullstellen von E — U(r) sind, welche das erlaubte
r-Intervall begrenzen. Diese Formel folgt direkt aus der Losung t(r) in (2.15),
wobei man beachten muss, dass jeder Punkt zwischen 7., und ry., in jeder der
beiden Richtungen je einmal durchlaufen wird.

Da der Integrand an den Intervallgrenzen singulér ist, sollten wir das dortige
Verhalten untersuchen
dr . dU dr

vVE-U VE-U dU

vE-U 2dUU”\/E—U
U’ U ’

Falls 7, und 7. Umkehrpunkte sind, so ist U’ # 0 an diesen Punkten. Das
Integral konvergiert also, da die Beitrédge fir £ — U(r) verschwinden. Falls
U'(rg) = 0 fiir rg = Tmin, "max iSt, kann T divergieren oder endlich bleiben; die
Endlichkeit héngt davon ab, wie schnell U flach wird.

= —2d

(2.21)

Fiir eine gebundene Bahn nimmt der Winkel ¢ wéhrend einer r-Periode 7, zu um

den Winkel®

Tmax

_ r2\/2u(E — U(r))
was direkt aus der Losung ¢(r) in (2.13) folgt.
(2.23)

So ergibt sich im Allgemeinen eine Rosettenbahn im Ring 7,in < 7 < 7pax. Sie
schliesst sich genau dann, wenn Ap /27 rational ist.

6 Auf einem Intervall tq < t < to + T/2 mit 7(tg) = rmin und r(tg + T/2) = Tmax ist die
Funktion r(¢) eindeutig bestimmt als die Umkehrfunktion des Zeit-Integrals (2.15). Alle weiteren
Werte r(t) konnen mittels der Periodizitét r(t + nT,) = r(t) sowie der Symmetrie
r(2tg — t) = r(t) bestimmt werden.

"Um T, formal als Funktion von E schreiben zu koénnen, muss die Bahn durch die Energie E
eindeutig spezifiziert werden. Dies ist in unserem Beispielpotential nur unter der Einschrankung
auf gebundene Bahnen der Fall.

8Eine alternative Periode T, » kann man auch durch eine komplette Umrundung
o(t+T,) = ¢(t) + 27w des Zentrums definieren.
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Streubahnen. Wir betrachten nun den Fall, dass U(r) ~ V(r) — 0 fiir » — 00.”
Dann gibt es fiir jede positive Energie E > 0 eine Streubahn mit r(t) — oo fiir

t — £o00o. Das asymptotische Verhalten einer Streubahn mit £ > 0 fiir t — o0
wird durch je eine einlaufende und auslaufende Trégheitsbahn beschrieben

B b+ 2E/i (t —to)é  fiir t — —oo,
F(t) =~ o (2.24)
b ++/2E/u(t —ty)e fir t — +o0.

Hier sind € und €' Einheitsvektoren, die die Richtungen der Asymptoten im
dreidimensionalen Raum beschreiben. Der Geschwindigkeitsbetrag v = \/2E/pu
folgt daraus, dass fiir r — oo die Energie rein kinetischer Natur ist, £ — T = % 2.

Weiterhin sind b und b die Stossparameter der Streubahn. Die Referenzzeiten #o
und t{, sind dabei so zu wihlen, dass der Stossparameter b senkrecht zur Richtung

¢ der Asymptote steht, b-& = 0,'% und analog fiir b. Es ergibt sich folgendes Bild:

(2.25)

Eine Streubahn ist vollstandig bestimmt durch die einlaufende Asymptote, welche
6 freie Parameter besitzt:

Energie F,
Richtung € (Einheitsvektor),

Stossparameter b (Senkrecht zu &) sowie
Referenzzeit t.

Inbesondere ist damit auch die auslaufende Asymptote vollstandig bestimmt. Wir
wollen ihre Parameter nun bestimmen.

Zunéchst konnen wir den Stossparameter mit dem Drehimpulsbetrag L in
Beziehung setzen: Fiir t — —oo gilt per Konstruktion

L = p@xi — \/2uE bxé, (2.26)

Somit folgt mit b := ||b]| der Drehimpulsbetrag

L =||L|| = b\/2uE". (2.27)

9Jedes Potential V(r) mit endlichem Grenzwert fiir r — oo kann durch eine r-unabhiingige
Verschiebung so geeicht werden, dass V (r) — 0.

10Man kann den Vektor b verstehen als den Punkt der Asymptote mit dem geringsten Abstand
zum Ursprung.
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Selbiges gilt natiirlich auch fiir b durch Betrachtung von t — +o00, und deshalb
b =0.

Schliesslich berechnen wir den Streuwinkel x := m — 26, wobei 0 := ¢(00) — ©(T'min)
mit der Losung o(r) in (2.13)

o /‘X’ Ldr
X o T/20(E — U(1))

o bdr
— /Tmin oy (2.28)

Hierbei ist rp;, die grosste Losung der Gleichung U (rp,) = E, bzw.

V(rmin)/(1 = 0?/r2,,) = E. Der Streuwinkel wird also vollstéindig bestimmt durch
den Stossparameter b und die Energie F.

Bei fester Energie E' und Richtung € der einlaufenden Asymptote bestimmt der
Stossparameter b den Richtungsvektor €’ der auslaufenden Asymptote: Zum einen
ist der Streuwinkel y = x(b) durch die obige Rechnung (2.28) gegeben. Zum
anderen liegt € in der von bund & aufgespannten Ebene; dies spezifiziert die
zweite Winkelkoordinate v von € € S2. Somit definiert der Streuprozess eine
Abbildung b — & von der Fliche X auf die Sphiire S2. Dabei geht das
Flichenelement d?c = bdbdy von X in das Raumwinkelelement d262 = sin x dy di
iiber. Der differentielle Streuquerschnitt ist dann definiert als!!

-1
d%o

Po | b bl b |dx
2o W

sinxa ~ siny | db

(2.29)

Er misst das Fldchenelement (in X'), von dem aus in ein bestimmtes
Raumwinkelelement (in S?) gestreut wird, und trigt somit die Dimension einer
Flache (je Raumwinkelelement). Der totale Streuquerschnitt

d%c

T d?o
. 2 a9 _ . a4
Ttot = /sz\gd Q 0 61_1)1(1&r 27?/€ dy sin x 0 (x) (2.30)

beschreibt den Flédcheninhalt derjenigen Stossparameter be X , die zu einer
nichttrivialen Streuung x(b) # 0 fithren. Ist er endlich, kann man ihn mit der
Reichweite a = sup{r; V(r) # 0} des Potentials in Beziehung setzen iiber

Orot = T2 (2.31)

Streubahnen sind insbesondere fiir Streuexperimente relevant, in denen man meist
einen Strom von Teilchen auf einen entgegengesetzten Strom bzw. auf ein ruhendes
Zielmaterial richtet. Zum Beispiel werden beim Rutherford-Experiment Teilchen
durch eine Goldfolie gestreut, wobei jeder einzelne Atomkern ein Streuzentrum
darstellt. Hier nimmt man eine homogene Stromdichte j (Teilchenzahl pro
Fléchen- und Zeiteinheit) einfallender Teilchen mit fester Energie E und Richtung

Es kann vorkommen, dass verschiedene by zum gleichen Streuwinkel y fiithren; dann ist auf
der rechten Seite iiber alle Losungen by zu summieren.
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¢ an. Die Stossparameter b fiir individuelle Zweiteilchen-Stosse sind dann
statistisch iiber die Flache X' verteilt, und nicht individuell bestimmbar. Die
messbare Grosse ist j(d?c/d%(2), welche die Zahl der Stdsse pro Zeiteinheit mit
auslaufender Asymptotenrichtung im Raumwinkelelement d?{2 beschreibt. Mittels
der hergeleiteten Beziehungen zwischen Potential, Streuwinkel und differentiellen
Streuquerschnitt (2.29) und (2.28) lassen sich aus dem gemessenen differentiellen
Wirkungsquerschnitt Riickschliisse auf das Zweiteilchen-Potential V (r) ziehen.
Auch in quantenmechanischen Streuprozessen wird sich der Streuquerschnitt als
die entscheidende Messgrosse herausstellen, wobei dort die statistische
Betrachtungsweise selbst fiir einen elementaren Zweiteilchen-Stoss zutriftt.

2.3 Das Kepler-Problem

Als wichtigen Spezialfall des Zweikorper-Problems betrachten wir die Bewegung
zweier Korper mit Massen m; und ms im gegenseitigen Gravitationsfeld
G
V(r) = — 2 (2.32)
r
wobei 7 der Abstand der Massen ist. Dieses Potential gilt auch fiir den Fall, dass

die Korper eine endliche Ausdehnung mit kugelsymmetrischer Massenverteilung
haben.!?

Allgemeine Trajektorie. Wir wollen zunéchst die Trajektorie
Z(R) = {Z(t);t € R} allgemein l6sen. Mit der reduzierten Masse p und der
Gesamtmasse M

mimes

W= M :=my 4+ my, (2.33)

)
mi1 + mo

konnen wir das Produkt der individuellen Massen umschreiben als Produkt der
effektiven Massen mymy = M. Die Bewegungsgleichung des Relativsystems lautet

—

ut = —GMp % ) (2.34)
1]
wobei die reduzierte Masse p herausfillt und die Gesamtmasse M nur in der
Kombination GM auftritt. Es ist demnach sinnvoll relevante Grossen wie Energie
E, Drehimpuls L und Gravitationskonstante G in geeigneten Einheiten von g und
M anzugeben um die Anzahl der verschiedenen Variablen im Problem zu
reduzieren

e =—, 0= —, g:=GM. (2.35)

12 Aufgrund einer besonderen Eigenschaft des Potentials verhilt sich die Schwerkraft im
Aussenraum eines kugelsymmetrischen Korpers exakt so, als ob sich seine gesamte Masse im
seinem Mittelpunkt konzentriert befinde (Newtonscher Satz). Unabhéingig davon kann man in
einem physikalischen System aufgrund des kleinen Verhéltnisses der Ausdehnungen und des
Abstands davon ausgehen, dass Punktmassen eine gute erste Naherung darstellen.
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Das effektive Potential U(r) in (2.12) lautet hier

L? GMpu 2 g
_ _ —pyl—_Z 2.36
U(r) e ; [W T], (2.36)
es hat eine charakteristische Form mit einem globalen Minimum:
Ey \U ()
(2.37)

Ernin

Somit ist die oben hergeleitete Beziehung (2.13) zwischen Winkel ¢ und Abstand r

do _ L g ¢ y (2.38)
dr r2\/2u(E — U(r)) ry/2er? + 2gr — (2

Dies integriert sich zu

= arccos Clgr—1
o(r) = (\/W) (2.39)

wobei wir die Integrationskonstante, die dem Ursprung der Winkelkoordinate ¢
entspricht, so festgelegt haben, dass der Perihel (minimales ) bei ¢ = 0 liegt.
Durch Auflésen nach r ergibt sich die Trajektorie in Polarkoordinaten

/g

= 2.40
1+ecosep ( )

Aufgrund der 27-Periodizitdt von cos ¢ in ¢ ist die Bahn geschlossen und damit
exakt periodisch. Mit anderen Worten ist der Perihel ortsfest und es kommt nicht
zu einer Rosettenbahn.

Diese Gleichung definiert einen Kegelschnitt mit einem der Brennpunkte bei r» = 0.
Je nach Wert der Ezzentrizitit e

e:=1/1+2el?/g?, (2.41)
ist der Kegelschnitt

ein Kreis fiir e =0, d.h. £
eine Ellipse fiir ¢ < 1, d.h.
eine Parabel fiir e = 1, d.h. ,
eine Hyperbel fiir ¢ > 1, d.h. £ > 0.

= Enin = _G2M2M3/2L27
E <0,
E
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Ellipsenbahnen. Betrachten wir zunichst den Fall einer ellipsenférmigen

Trajektorie.
A

(2.42)

Perihel

Als erstes wollen wir uns vergewissern, dass die obige Trajektorie (2.40) eine
Ellipse beschreibt, und die relevanten Parameter ableiten. Eine Ellipse lédsst sich
beschreiben als die Menge der Punkte in einer Ebene, fiir die die Summe der
Absténde zu zwei Brennpunkten konstant ist. In unserem Fall ist der Ursprung
einer der Brennpunkte. Aus der Ellipsengleichung r + 7 = 2a ergibt sich

(2a —1)? = 7 = (rcos p + 2ag)? + r’sin® ¢
= r? 4 4drac cos @ + 4a’e?. (2.43)

Losen wir dies nach r auf, so erhalten wir

a(l—¢e?)

= . (2.44)
1+ecosp

Dies ist dann gerade die oben hergeleitete Form der Trajektorie (2.40) mit der

grossen Halbachse
52
= — 2.45
Ty 24)
Die kleine Halbachse b wird hingegen durch die Gleichung 2v/c2a? + b? = 2a
bestimmt, d.h.
al’?e
g2

b=avI—F =

(2.46)

Damit haben wir das erste Kepler-Gesetz hergeleitet: Planetenbahnen beschreiben
Ellipsen mit Brennpunkt in der Sonne.'® Johannes Kepler hat dies aus den
Beobachtungen von Tycho Brahe fiir den Mars hergeleitet (¢ = 0.0935) und dies
auf die anderen Planeten erweitert.

Die obigen Beziehungen (2.41,2.45) erlauben es uns, die kinematischen Grossen e
und ¢ durch geometrische Grossen a und € auszudriicken

e=-—2L (= JagVi—2. (2.47)

2a

Dies ist insbesondere fiir Himmelskorper sinnvoll, dessen Energie und Drehimpulse
sich einer direkten Messung entziehen.

Die Erhaltung des Drehimpulses L erlaubt es uns weiter, die Umlaufzeit T ohne
Integration zu bestimmen. Der Flichensatz (zweites Kepler-Gesetz) besagt, dass

13Exakt gilt, dass der Schwerpunkt des Zweiteilchen-Systems der Brennpunkt ist; aufgrund der
dominanten Masse der Sonne liegt dieser aber in der Néhe des Sonnenzentrums.
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die von der Bahn beziiglich des Ursprungs tiberstrichene Fléche A(t) mit
konstanter Rate L/2u = 3¢ zunimmt (2.9). Fiir die withrend einer Periode T
iiberstrichene Fliche A(T) gilt also A(T) = (T Die Fliche A(T) = wab der
Ellipse wird durch die beiden Halbachsen a und b bestimmt. Somit ergibt sich fiir
die Umlaufzeit
2A(T)  2ma’/?

2 g1/
Falls m; < my ist M ~ msy und somit ist g fiir alle Planeten ungefahr gleich.
Hieraus folgt das dritte Kepler-Gesetz: Das Verhiltnis T2 : a® ist fiir alle Planeten

gleich.

T —

(2.48)

Evolution der Ellipsenbahn. Zur Beschreibung des zeitlichen Verlaufs der
Bahn beginnen wir mit der Erhaltung des Drehimpulses (2.7), welche ¢ = £/r?
impliziert. Setzen wir nun den Ausdruck (2.44) fiir 7(p) ein, so ergibt dies die
Differentialgleichung

. g1+ ecosp)? 549

Y= a3/2(1 _ 52)3/2 ) ( ) )
Diese Differentialgleichung kann im Prinzip mittels Separation der Variablen geltst
werden, die Losung hat aber keine einfache Form. Hier ist es hilfreich, die Bahn
zundchst durch die exzentrische Anomalie £ anstelle des Azimuts ¢ zu
parametrisieren.

A (2.50)

Durch Betrachtung der Projektion von MB auf MA findet man die Beziehung
acosé = ac + 1 cos . (2.51)

Nutzen wir weiterhin die Beziehung (2.44) zwischen r und ¢, so erhalten wir zwei
neue paarweise Beziehungen, die sich schreiben lassen als

r=a(l —ecosf), (2.52)

und
(1—ecosé&)(1+ecosp) =1—¢2 (2.53)
Differenzierung der zweiten Beziehung ergibt

d§ sinp 1 —cecosf  V1—¢g?
dp  siné 14+ecosp 1-+ecosy’

(2.54)

Eine Art zu sehen, warum die exzentrische Anomalie eine gute Parametrisierung ist, besteht
darin die obige Differentialgleichung zu lésen. Insofern ist das Folgende keine vollstdndige
Herleitung der Losung.
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Hier haben wir die trigonometrische Relation sinx = /1 — cos? x verwendet, um
die obige Beziehung (2.53) fiir sin ¢ auszudriicken

N )
sinp = Vo siné. (2.55)
1 —¢ecosé

Die Differentialgleichung fiir £(t) lautet nun

. _dg g1 +cecosp)  g'/%a™?

&= dnpgp_ a32(1 —e2)  1—ccos¢’ (2.56)
Man kann sie leicht mittels Separation der Variablen 16sen
3?2 [é a3/?
t(¢) = W/o d¢' (1 —ecosf) = e (€ — esiné). (2.57)

Wir haben die Integrationskonstante so gewéhlt, dass zu der Zeit ¢ = 0 ein
Periheldurchgang £ = 0 stattfindet. Diese Gleichung driickt ¢ als Funktion von &
aus. Sie ist zwar nicht mittels elementarer Funktionen invertierbar, aber man kann
direkt sehen, dass die Periode T = (27) mit der obigen Berechnung (2.48)
ibereinstimmt. Zusammen mit der geometrischen Relation (2.52) zwischen r und &
haben wir hier die Kepler-Gleichungen hergeleitet. Mit der Beziehung (2.53)
zwischen ¢ und & geschrieben als

tan(3¢) (2.58)

&= 2arctan[
+e€

konnen wir schliesslich auch die Losung t(¢) der ersten Differentialgleichung
formulieren.

Hyperbelbahnen. Betrachten wir nun Hyperbelbahnen.

N A (2.59)

Hier handelt es sich um einen Streuprozess, und wir wollen die Streuparameter mit
den Bahnparametern in Beziehung setzen. Der Streuwinkel betragt y = 7 — 26.
Der Winkel ¢ wird asymptotisch fiir r — oo zu m — 6, welches nach der Gleichung
(2.40) fiir Kegelschnitte bei cos ¢ = —1/¢ erreicht wird. Nach Einsetzen der
Exzentrizitit (2.41) gilt

1 1
cosf = — = (2.60)
5

V1+2e2/g2
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Der Drehimpuls £ ldsst sich mittels (2.27) durch den Stossparameter b ausdriicken,
¢ =+/2eb. Aufgelost nach dem Stossparameter b finden wir

g 9 1 261
ey — cot . .
b an 0 CcO (QX) ( 6 )

Wir wollen nun aus dieser Formel den Streuquerschnitt berechnen. Es ergibt sich

db g

dy  4e sin®(3x)

(2.62)

Fiir den differentiellen Streuquerschnitt erhilt man

d?o

& | b db| g oeot(dx) g
SEA

siny dy| 2e siny 4esin2(%x)

¢ 1 :( GM“X))2. (2.63)

~ 16¢2 sin*(3x) AF sin®(3

Dieselbe Formel gilt offensichtlich auch fiir elektrisch geladene Teilchen durch
Ersetzen von GM p mit dem Produkt der Ladungen q;qy/4me (Streuformel von
Rutherford).'®

Laplace-Runge-Lenz-Vektor. Das Kepler-Problem weist gegeniiber dem
allgemeinen Zweikorper-Problem eine zusétzliche Erhaltungsgrosse auf, den
Laplace- Runge-Lenz- Vektor

—

A= pixL — GMu? ﬁ . (2.64)

Um zu sehen, dass A erhalten ist, rechnet man nach, dass

d 7 7 T . I S
p— = =p| = — —5 | = —= (T2 — Z(FD)
i~ ) - e )
. 1 .
== P a(axd) = — — #xL, (2.65)
1] 1]l

wobei der vorletzte Schritt aus einer Relation des doppelten Kreuzprodukts folgt.
Somit folgt unter Verwendung der Erhaltung von L und der Bewegungsgleichung
(2.34)

N - - GM -

A= puix L+ HTHg #xL = 0. (2.66)
T

Die Erhaltung des Laplace-Runge-Lenz-Vektors ist der Grund fiir die exakte

Periodizitdt des Umlaufs. Mit seiner Hilfe kénnen wir die Trajektorie sehr einfach

5{Iberraschenderweise gilt dasselbe Resultat auch in der Quantenmechanik. Dies ist ein Zufall,
welcher nur im Fall des Coulomb- und Gravitationspotentials auftritt. Darum war es nicht
moglich, mithilfe des Rutherford-Experiments einen Unterschied zwischen klassischer Physik und
Quantenmechanik festzustellen.
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ohne weitere Integration herleiten: Der Laplace-Runge-Lenz-Vektor ist orthogonal
zu L da beide Terme separat orthogonal zu L stehen, er liegt also in der
Bahnebene. Seine Léange ist proportional zur Exzentrizitiat € (2.41) der Trajektorie

: 0GMp? - -
A= \/G2M2u4 + 2202 — CH’“‘ 7(¥x L)
x
= V/G2M2pt + 2uEL? = GM i’e. (2.67)

Hier haben wir im letzten Term der ersten Wurzel die Faktoren im Spatprodukt
zyklisch vertauscht um L? zu erhalten. Zusammen mit dem vorangehenden Term
ergibt sich dann die Gesamtenergie £ (2.10).

Weiterhin berechnen wir das Skalarprodukt 7-A direkt aus der Formel fiir A
7-A = u(@xi)-L — GMp?||7|| = L? — GM pir. (2.68)
Wiéhlen wir nun die Winkelkogrdinate ¢ in der Bahnebene so, dass ihr Ursprung in
Richtung von A liegt, d.h. Z-A = r A cos ¢, dann ergibt sich
L? /g

= = 2.69
" GMp2+ Acosp 1+ ¢ecosy (2.69)

in Ubereinstimmung mit dem obigen Resultat (2.40). Insbesondere zeigt A vom
Ursprung in Richtung des Perihels.

A (2.70)

Weiterhin kénnen wir eine Aussage iiber die Trajektorie {Z(t);t € R} des
Geschwindigkeitsvektors ableiten: Dazu berechnen wir

LxA = pLx(i#xL) — GMpu? Lx ﬁ
T
x

= u(LQf— (L-Z) E) — GMp? Lx —

1]

1

—

X

= L{uf— GMp? Lx TR
z

(2.71)

und durch Umformung erhalten wir einen Ausdruck fiir z

1 GMp - &
Lx —. 2.72
o AT T D (2.72)

T=

Da aber L und A konstant sind und # orthogonal zu L, beschreibt f(t) einen Kreis

um den Punkt (1/pL?)Lx A vom Radius GM /L.
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2.4 Gleichgewichtslagen des Zweikorper-Systems

Im Gegensatz zu dem Zweikorperproblem, das wir bislang behandelt haben, ist das
Dreikérperproblem nicht mehr integrabel. Man kann jedoch spezielle Lésungen
(zum Teil ndherungsweise) finden.

Wir betrachten in diesem Abschnitt das System bestehend aus Sonne S, Jupiter J
und einem kleinen Asteroiden A. Die Bahn des Asteroiden im Gravitationsfeld
kann beliebig kompliziert sein, weil das Problem nicht integrabel ist. Es gibt aber
bestimmte Bahnen, auf denen der Asteroid die Sonne synchron zum Jupiter
umkreist. Auf diesen Bahnen konnen Asteroiden langfristig verweilen, und sie
werden sich deshalb dort akkumulieren.

Ansatz. Sonne S und Jupiter J bewegen sich auf Kreisbahnen in der 1,2-Ebene
mit Winkelgeschwindigkeit w um ihren Schwerpunkt O. In ihrem Gravitationsfeld
bewegt sich ein Asteroid A, der aufgrund seiner kleinen Masse praktisch keinen
Einfluss auf das System S-J hat. Es ist daher angebracht, das Problem im einem
Bezugssystem mit Koordinaten ¢ zu betrachten, welches um den Schwerpunkt O
rotiert. In diesem sind die Orte von S und J fest, und wir legen sie auf die
y1-Achse.

Yoh

- \
Phd \
o \

ds .-~ \dy

ke ‘\\ (2.73)
\
@10 ) 3 g

Im Schwerpunktsystem haben S und J folgende Abstdnde vom Ursprung

Rmjy Rmg

re = (2.74)

=, ry = —,
mg + my mg + my
und S, J haben die Koordinaten s := (—7g,0,0) bzw. ¢j := (ry,0,0).

In unserem Bezugssystem sind die Bewegungsgleichungen fiir rotierende
Bezugssysteme aus Abschnitt 1.6 zu verwenden. Insbesondere miissen sich die
Gravitations- und Zentrifugalkraft auf S und J autheben

G msmsy 9
— = —— Ruw". 2.75
R2 s 1 mg + my W ( )

Daraus ergibt sich die bereits bekannte Beziehung

G(ms +my) = RPW?. (2.76)

Da alle Krifte auf A proportional zu seiner Masse ma sind, fallt diese aus den
Bewegungsgleichungen fiir A heraus. Dann sind die Beschleunigungen, die auf A
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wirken: die Gravitationskraft (mit d; := ||y — ;||

do= -3 — (G-

— - 113
S 1y = il

Gm Gm
== TS (yl + 73, Y2, y3) - —3J (yl — T3, Y2, ys); (2~77)
S J
die Zentrifugalkraft
S s, 2
iy = —0X(GXY) = w(y1, Y9, 0), (2.78)
und die Coriolis-Kraft
Ao = —20xi = 2w(i, —i1,0). (2.79)

Lagrange-Punkte. Wir suchen Gleichgewichtslosungen ¢ = const, d.h.
Losungen g von dg + dz = 0. Offensichtlich muss A in der Bahnebene y3 =0
liegen, da der Punkt sonst durch die Gravitation in ihre Richtung gezogen wiirde.
Fiir die anderen beiden Koordinaten ergeben sich mit der Zweikorper-Relation
(2.76) fiir w? die Gleichungen

msg my ms—l—mJ) (ms’f’s mJTJ)
it (- | =0,
<d% d; R? dg d;

(ms my  mg -+ mJ)

R e (2.80)

Die zweite Gleichung erlaubt zwei Moglichkeiten:

Im Eulerschen Spezialfall y, = 0 liegt A auf der y;-Achse. Die Positionen der
Gleichgewichtslagen werden durch die erste Gleichung bestimmt. Man kann sich
durch Betrachtung der Richtungen und Abhéngigkeiten der Beschleunigungen dg
und dy, leicht iiberlegen, dass es je eine Losung L; rechts von J, eine Losung Lo
zwischen S und J sowie eine Losung L3 links von S geben muss. Sie sind alle durch
algebraische Gleichungen fiinften Grades bestimmt, die wir nicht allgemein 16sen
kénnen. Fiir den Fall mj < mg konnen wir die Losungen aber als Potenzreihe
bestimmen. Man findet'®

J1 = Re\[1+ (my/3ms)"® + (/)((mJ/mS)z/g)]7
J» = R&\[1 — (my/3ms)"® + O(<mJ/mS)2/3)]7
]jg = —Ré} [1 + %(mJ/ms) + O((mJ/mS)Qﬂ (281)

Wir wollen sie nicht weiter verfolgen.

16Die fithrende Ordnung R der Losungen fiir L; und Lo liegt in der Niihe des Punkts J, was zu
singuldrem Verhalten fithrt. Um die Entwicklung fortzusetzen, wéhlt man einen Korrekturterm
~ (my/mg)” und findet zusitzlich anomale Beitrige der Art ~ (my/mg)'~2#. Damit diese sich
mit den reguliiren Beitriigen aufheben kénnen, muss man 3 = !/3 withlen und in Potenzen davon
fortfahren. Dies erkldrt die Struktur der Entwicklung.
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Im Lagrangeschen Spezialfall

ms mJ_ms—l—mJ

Ms | My _ 2.82
R R (2.82)

kénnen wir mittels der Schwerpunktbedingung mgrs = mjr; aus der ersten
Gleichgewichtsgleichung (2.80) die Bedingung ds = d; ableiten. Es ist dann leicht
zu sehen, dass die Losungen festgelegt sind durch

ds =dy = R. (2.83)

Mit anderen Worten, SJA ist ein gleichseitiges Dreieck. Es gibt also zwei weitere
Gleichgewichtslagen Ly (mit y, > 0) und L (mit y < 0)

§i = (—rs + 1R, +1V3'R,0),
Js = (—rs + 1R, —1V3'R,0). (2.84)

Die Gleichgewichtslagen werden Lagrange-Punkte genannt. Ihre allgemeine
Konfiguration ist in der folgenden Abbildung dargestellt

(2.85)

X

L

Stabilitat. Wir wollen die Stabilitdt der Gleichgewichtslagen diskutieren. Man
findet, dass die Eulerschen Gleichgewichtslagen Ly, Ly und L3 auf der Achse SJ
allesamt instabil sind.!” Wir wollen hier nur die Lagrangesche Gleichgewichtslage
L, untersuchen; die Behandlung und Resultate fiir L; sind analog.

Dazu betrachten wir kleine Auslenkungen 2" aus der Ruhelage, die wir bei 2= 0

I7TEs ist leicht zu sehen, dass die statischen Krifte entlang der y;-Achse den Asteroiden aus
seiner Gleichgewichtslage driicken.
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—

fixieren, d.h. ¥ =y, + 2.

Yo b

R/ \\ R <286)

/
/

_‘O \'J >

S

Dann entwickeln wir die Bewegungsgleichung
J = dg + Gz + dc (2.87)

und betrachten nur die lineare Ordnung in 2. Hierbei trigt die Gravitationskraft
als einzige nichtlinear bei, und wir entwickeln sie anhand von (i = S, J)

g_g; y yz 174—?31' - SN = K
G @ +$—3 e (a — :)-Z + O(Z?). (2.88)

)

Nach Aufsummieren aller Beschleunigungen heben sich die konstanten Beitréige
aus den Bewegungsgleichungen per Konstruktion auf, da wir um eine
Gleichgewichtslage entwickeln. Es bleibt ein System linearer Differentialgleichungen

Z = %uﬂzl + %\/§|CXW2ZQ + 2wzs,
Zog = %\/gaaﬂzl + %w2z2 — 2wz,
23 = —w’z;. (2.89)
Hier sei « definiert als das Massenverhaltnis
mg —my

. (2.90)
ms + My

Die z3-Bewegung ist entkoppelt und einfach zu 16sen. Zur Losung der beiden
anderen Gleichungen machen wir den Exponentialansatz

2(t) = a ™. (2.91)

Auch wenn diese Basis aus komplexen Losungen besteht, so kénnen die
Koeffizienten a;, so gewihlt werden, dass die Losung insgesamt reell ist.'®

Einsetzen liefert das homogene Gleichungssystem

2,3, 2 3 2 | 9s
( N+ 2w 3 V3 aw +22)\w) (al) _o. (2.92)

% V3 aw? — 2w A2+ %wQ ay

18 Alternativ kénnte man eine Basis bestehend aus Real- und Imaginérteilen der obigen Basis
wéhlen. Allerdings sind die so erzeugten trigonometrischen Funktionen arbeitsaufwindiger als
obige Exponentialfunktionen.
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Die nichttriviale Losung verlangt, dass die Determinante der Matrix verschwindet.
Diese Bedingung lasst sich schreiben als

2\ 2 4
27mgm
W) W efmsiy ) 9
(*-5) =T (i 299
Fiir 27mgmy < (mg + my)?, d.h. fiir'®

my 1 \/@‘

—— < 5 T 0.0385..., (2.94)
gibt es vier verschiedene reelle Lésungen +X\;, £X; und die allgemeine Lésung von
der Bewegungsgleichung (2.89) ist eine beliebige Superposition der vier
Eigenschwingungen (2.91). Da die A; reell sind, verhalten sich alle diese Losungen
oszillatorisch und sind beschriinkt. Die Gleichgewichtslage L, ist somit stabil?” falls
die Ungleichung (2.94) erfiillt ist.

Gilt die entgegengesetzte Ungleichung, so sind alle Eigenfrequenzen komplex.
Letztere treten in komplex konjugierten Paaren auf, d.h. die Hilfte hat negative
Imaginarteile, Im A < 0, welche exponentiell wachsenden Lésungen entsprechen.
Die Gleichgewichtslage L, ist dann instabil.

Im Fall von Sonne und Jupiter mit m; ~ 10~%mg ist die Ungleichung (2.94) erfiillt.
Tatséchlich gibt es in der Gegend der Lagrangeschen Gleichgewichtslagen
zahlreiche Asteroide.

Schwingungsmoden. Schliesslich wollen wir noch kurz die 6
Schwingungsmoden um L, besprechen. Wir wéhlen ein hinreichend kleines
Massenverhéltnis mjy < mg um die Berechnungen in Potenzreihen konkret
durchfiihren zu koénnen.

Die harmonische Schwingung von z3 aus der Bahnebene heraus ist am einfachsten
zu verstehen. Sie hat die Kreisfrequenz A3 = w,?! d.h. sie ist synchron zu der
Kreisbewegung von S und J, und sie besitzt mit der Amplitude &3 und Phase x3
zwei Freiheitsgrade

23 = &y sin(wt + x3). (2.95)

Die verbleibenden vier Moden haben die zwei Kreisfrequenzen

3 /3
>\1 = (— ﬂ +(’)(mJ/mS))w L w

2 ms
A= (1-=—+0((my/ms)?) |w~w, (2.96)
8 ms

19Es ist interessant zu sehen, dass ein einfach geartetes mechanisches System eine
Stabilitdtsbedingung hervorbringt, die nur fiir ein sehr kleines Massenverhéltnis erfiillt ist.

20 Aufgrund der Linearisierung des Problems gilt die Stabilitét nur fiir Losungen mit einer
geniigend geringen Amplitude. D.h. Bahnen in einer bestimmten Umgebung von L, bleiben fiir
alle Zeiten auf diese beschrénkt.

21Die Kreisfrequenz bzw. Winkelgeschwindigkeit w wird der Einfachheit halber gelegentlich nur
als Frequenz bezeichnet, auch wenn die beiden Gréssen sich natiirlich um den Faktor 27
unterscheiden.
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d.h. die eine Frequenz ist sehr klein gegeniiber der Umlauffrequenz von S und J,
wéhrend die andere nur etwas kleiner als letztere ist. Fiir die Bahnen der
langsamen Eigenschwingung ergibt sich in fiihrender Ordnung in mj/msg

<Z;> e (—ﬁsm(xlt + xl)) 7 (2.97)

2 sin(A1t + x1)

und die schnelle Figenschwingung wird geltst durch

21\ —3v/3 sin( gt + x2) — 8cos(Agt + X2)
(2)-e( 2 St ) (2.98)

Die Trajektorie der langsamen Schwingung ist eine Linie, welche tangential zum
Orbit verlduft. Die Trajektorie der schnellen Schwingung ist eine Ellipse mit
Achsenverhéltnis 2 : 1, wobei die grosse Achse auch tangential zum Orbit verlauft.
Letztere wird entgegen des Drehsinns des Systems von S und J durchlaufen.

~-

(2.99)

2
A

N

Es ist noch interessant, diese Moden im nichtrotierenden Inertialsystem zu
interpretieren: Insbesondere haben vier Moden eine Kreisfrequenz nahe bei w, und
es kommt somit zu Interferenzeffekten, welche die Trajektorie (nahezu) Ortsfest
belassen. Die synchrone Schwingung aus der Bahnebene heraus entspricht genau
einer kleinen Inklination der Bahnebene von A gegeniiber der Bahnebene von J.
Weiterhin kann man sich iiberzeugen, dass die (fast) synchrone Rotationsbewegung
um Ly einer Deformation zur Ellipsenbahn entspricht, wobei der Brennpunkt in S
bleibt. Die verbleibenden zwei Moden sind langsam gegeniiber dem Umlauf. Sie
entsprechen einer langsamen Anderung der Phase der Kreisbahn von A heraus aus
ihrer Ruheposition von 60° vor J.

Alle diese Trajektorien kann man auch verstehen, wenn man beachtet, dass fiir
myjy < mg der Einfluss von J gering ist. Wir betrachten also bis auf kleine
Storungen das Zweikorpersystem von S und A, fiir das wir bereits wissen, dass die
Trajektorien Ellipsen sind. Die obigen Schwingungen entsprechen genau den
Bahnen des Systems von S und A in der Umgebung von Ly. Der Einfluss von J
sorgt lediglich dafiir, dass die Bahnen von A leicht deformiert werden.

2.5 Bewegung des Mondes

In diesem Abschnitt wollen wir das Dreikérper-Problem bestehend aus Sonne S,
Erde E und Mond M diskutieren, welches u.A. das Entstehen von
Sonnenfinsternissen beschreibt. Insbesondere wollen wir die Bahn des Mondes mit
einiger Genauigkeit bestimmen, um die Abfolge von Sonnenfinsternisse quantitativ
zu verstehen.
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Kinematik. Der Mond M kreist um die Erde E in einer Bahnebene, die mit
n ~ 5° leicht geneigt zur Ekliptik (Bahnebene der Erde um die Sonne S) steht.

(2.100)

Ekliptik

Es lassen sich deshalb (mindestens) zwei Perioden unterscheiden:

e Der synodische Monat beschreibt die Periode zwischen zwei aufeinander
folgenden Neumonden (gerichteter Durchgang des Mondes durch die Ebene
senkrecht zur Ekliptik entlang der Verbindungsachse SE)

Togn ~ 29.53059 Tage . (2.101)

e Der drakonitische Monat beschreibt Periode zwischen aufeinander folgenden,
gleich gerichteten Durchgéngen durch die Ekliptik

Tara =~ 27.21222 Tage . (2.102)
Sie stehen im Verhaltnis
Tsyn
p = = 1.08520.... (2.103)
dra

Die Diskrepanz kann zum grossten Teil rein kinematisch erklart werden. Ware die
Bahnebene des Mondes raumfest orientiert, so wire??

Tsyn
p=1+ 2" =1.08085.... (2.104)

a

wobei ein Umlauf der Erde um die Sonne (beziiglich der Fixsterne) ein siderisches
Jahr dauert
T, ~ 365.2563 Tage . (2.105)

Die kleine Abweichung von dem beobachteten Wert (2.103) ldsst auf eine langsame
Rotation der Bahnebene des Mondes schliessen.

Sonnenfinsternisse. Das Verhiéltnis p bestimmt das Auftreten von
Sonnenfinsternissen (bzw. Mondfinsternissen): Ausgehend von einer exakten
Konjunktion SME tritt eine weitere Finsternis nach p € Z synodischen Monaten
auf, wenn in demselben Zeitraum auch g € Z halbe drakonitische Monate vergehen

22Ein analoge Situation tritt bei analogen Uhren auf, wenn man den Stunden- und
Minutenzeiger mit der Rotation der Erde bzw. des Mondes identifiziert. Ein drakonitischer
Monat entspricht dann einer vollen Stunde, wohingegen ein synodischer Monat die Zeit zwischen
zwel Aufeinanderliegen der Zeiger ist. Man beachte, dass in diesem Bild den 12 Stunden (etwa)
13 drakonitische Monate entsprechen.
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(eine weitere Finsternis kann im selben oder im entgegengesetzten Knoten
auftreten)
styn ~ %qura' (2106)

Wegen der endlichen Ausdehnung der Himmelskorper muss diese Bedingung nur
innerhalb einer Toleranz A erfiillt sein

12pp — q| < A = 0.087. (2.107)

Wegen p ~ 1+ !/15 tritt nach 12 synodischen Monaten erneut eine Finsternis im
gleichen Knoten auf
12p =13.0224 . . .. (2.108)

Diese Periodizitét ist aber nicht exakt, denn wegen

A

— =~ 388 2.109
12p— 13 ’ (2.109)

ist die Toleranz nach 3 oder 4 Zyklen erschopft und die Periodizitét bricht ab.
Weitaus genauer ist die Periodizitat

223p = 241.999. .. = 242. (2.110)

Ein solcher sogenannter Saros-Zyklus hat eine Periode von 2237, d.h. etwa 18
Jahre, 11 Tage und 8 Stunden. Er dauert etwa 71 Zyklen und somit 1270 Jahre an,
bis er abbricht. So gehdren z.B. die beiden totalen Sonnenfinsternisse im Sommer

1999 in Europa und im Sommer 2017 in Nordamerika* zum Saros-Zykus Nummer
145.

Das folgende Schema listet alle Sonnenfinsternisse im Zeitraum 1990-2070 auf (am

23Man beachte, dass Nordamerika grob 120° Lingengrade von Europa entfernt ist, was 8
Stunden Erdrotation entspricht. Somit wiederholt sich eine Sonnenfinsternis nach drei
Saros-Zyklen, d.h. nach gut 54 Jahren, an dhnlicher Stelle auf der Erde.
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Man sieht deutlich die Wiederholungen nach einem knappen Jahr, aber auch die
Wiederholungen nach gut 18 Jahren.

Man erkennt aber auch, dass die Art der Sonnenfinsternis in der Wiederholung

meist dieselbe bleibt. Das liegt zum einen daran, dass das Verhéltnis p per
Konstruktion sehr gut durch die rationale Zahl 242/223 getroffen wird

Das bedeutet auch, dass der Mondschatten die Erde auf einem dhnlichen

223 yyn ~

2427 4ya.

(2.112)

Breitengrad passiert, und letzterer entscheidet dariiber, ob die Finsternis partiell

ist. Zum anderen liegt es an der weiteren guten rationalen Koinzidenz

mit dem anomalische

n Monat

223Tyn =

2 3gjifa,nom

Tonom =~ 27.55455 Tage ,

(2.113)

(2.114)

24Basierend auf NASA Catalog of Solar Eclipses; nach Vorlesungsskript Allgemeine Mechanik
(HS2016), ETH Ziirich, Prof. G.M. Graf

2.2

3


http://eclipse.gsfc.nasa.gov/SEcat5/catkey.html

welcher die Periode der Abstandsschwankungen zwischen Mond und Erde
beschreibt. Nach einem Saros-Zyklus hat der Mond also einen dhnlichen Abstand
zur Erde wie zuvor. Weiterhin befindet sich mit

2237, ~ 18T, (2.115)

die Erde nach nur etwas iiber 18 Jahren wieder an fast derselben Stelle im Orbit
um die Sonne, und damit auch in anndhernd gleichen Abstand, wie zuvor. Sonne
und Mond haben also von der Erde aus gesehen jeweils etwa dieselbe Grosse wie
zuvor. Damit haben sie auch fast dasselbe Grossenverhiltnis, welches dariiber
entscheidet, ob eine Sonnenfinsternis ringférmig oder total ist.

Wir haben also gesehen, wie die Mondbahn, insbesondere ihre drei verschiedenen
Periodendauern Ty, Tara und Tonom, die Abfolge von Sonnenfinsternissen
bestimmt. Im Folgenden wollen wir die Mondbahn unter dem Einfluss der Sonne
berechnen.

Dynamik. Wir behandeln nun das System S, E; M (mit Massen M > m > m/)
als restringiertes Dreikérperproblem, d.h. wir betrachten den Mond als Korper in
dem externen Gravitationsfeld von Sonne und Erde. Wir nehmen an, dass die Erde
(ndherungsweise) eine Kreisbahn mit Radius R um die Sonne beschreibt. Da wir
die Bewegung des Mondes um die Erde berechnen wollen, bietet es sich an, in

einem rotierenden Bezugssystem mit der Erde E im Ursprung zu arbeiten (siche
Abschnitt 1.6).

yoh

j e j— Ré ?,
[ LA (2.116)

Im Zweikorper-System Sonne-Erde miissen sich wie gewohnt Gravitations- und
Fiihrungskraft aufheben.?” Dies ergibt die Beziehung

GM = R*()* (2.117)

wobei {2 := 2x /T, die Kreisfrequenz des Systems Sonne-Erde ist. Weiterhin ist
M = mg + mg =~ mg die Gesamtmasse, die wir aufgrund der verschwindend
kleinen relativen Masse der Erde mg < mg mit der Sonnenmasse gleichsetzen
kénnen.

Der Mond ist folgenden Beschleunigungen ausgesetzt: Zum einen haben wir die

%5In diesem Fall liegt die beschleunigte Erde im Ursprung des Koordinatensystems, was eine
Fithrungskraft impliziert. Wire hingegen der Schwerpunkt des Systems Sonne-Erde im Ursprung
des Koordinatensystems, so wiirde derselbe Effekt durch die Zentrifugalkraft erreicht.
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Gravitationskrafte von Erde und Sonne

R? R3
= RO?e, + 30%y e — 22T+ O(y?). (2.118)

o s s o
zGM(EJr—ylel y+(9(y2))

Die Linearisierung der Anziehungskraft der Sonne in 3 ist angebracht, da ldngs der
Mondbahn ||¢]|/R & 0.0026. Zum anderen haben wir die Scheinkréfte des
beschleunigten Bezugssystems. Die Fiihrungsbeschleunigung?®

ip = 2x(2xRé)) = —R2%E (2.119)

kompensiert den konstanten Term aus der Anziehungskraft der Sonne. Weiterhin
wirkt die Zentrifugalbeschleunigung

y = —0x(0xi) = 2%(y1, ya,0) (2.120)

und kompensiert damit die 1,2-Komponenten des Terms —£2?3. Schliesslich trigt
noch die Coriolis-Beschleunigung bei

dc = — 0%y = 202(32, =1, 0). (2.121)

Insgesamt lauten die Bewegungsgleichungen des Mondes?” 2®

. . Gm
91—29922—( E—392)?/1,

I191°
. . Gm
Yo + 28211 = — T?yz,
19|
. Gm
ijg = _( ||z7H§ + (22) Ys. (2.122)

Sie sind nicht integrabel, d.h. die allgemeine Losung ldsst sich nicht einfach mittels
elementarer Funktionen ausdriicken. Insbesondere wissen wir bereits, dass die
Mondbahn einige unterschiedliche Periodizitaten aufweist, deren Zusammenspiel
letztlich zu verschiedenartigen Interferenzeffekten fithren kann, die eine exakte
Bestimmung der individuellen Periodendauern erschwert. Allerdings existiert zu
den obigen Bewegungsgleichungen eine Schar exakt periodischer Losungen. Wir

26Man beachte, dass die Fithrungsbeschleunigung in einem konstant rotierenden Bezugssystem
der negativen Zentrifugalbeschleunigung des Rotationszentrums entspricht. Dies lésst sich leicht
durch Verschiebung des Koordinatenursprungs auf das Rotationszentrum erkléren.

2TDie Sonne steuert hier effektiv (harmonische) Kréfte bei, die den Mond in die Bahnebene
ys = 0 und aus der Ebene y; = 0 driicken.

28Diese Korrekturen lassen sich alle mittels der Kreisfrequenz 2 ausdriicken. Der Abstand R
von der Sonne spielt erst fiir Korrekturen héherer Ordnung eine Rolle.
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kénnen solche Bahnen als Ausgangspunkt fiir eine sukzessive Naherung an die
tatsdchlichen Mondbahn benutzen. Dies ist hilfreich, weil die Lénge eines Monats
fiir solche Bahnen eindeutig festlegt ist.

Im Folgenden zeigen wir zunéchst die formale Existenz exakt periodischer Bahnen
mittels Symmetrien. Um eine solche Bahn konkret zu konstruieren, vernachlassigen
wir zunéchst die Effekte durch die Rotation um die Sonne, d.h. wir setzen {2 = 0.
Dann sind offensichtlich Kreisbahnen in der Ekliptik und um die Erde Losungen
der Bewegungsgleichungen, die die tatsdchliche Mondbahn bereits einigermassen
anndahern. Darauthin storen wir die Kreisbahn mit Korrekturtermen fiir endliches
aber kleines (2. Danach betrachten wir weitere kleine Abweichungen von den
periodischen Bahnen, um die beobachtete Neigung aus der Ekliptik zu modellieren
und ihre Frequenz zu berechnen.

Periodische Bahnen. Wir wollen zunédchst die Existenz von exakt periodischen
Bahnen beweisen. Diese Bahnen verlaufen vollstéindig in der Ekliptik

ys(t) =0, (2.123)

was eine konsistente Einschrinkung darstellt, da fiir y3 = 0 keine Kréfte aus der
Ekliptik heraus wirken. Wir benutzen dazu zwei diskrete Symmetrien der
Bewegungsgleichungen: Die Kombination einer Zeitumkehrtransformation
(beziiglich einer beliebigen Referenzzeit ) mit einer raumlichen Spiegelung in der
y1- bzw. yo-Richtung ist eine Symmetrie der Bewegungsgleichungen (2.122)

(ta Y1, y2) = (2t0 - ta —Y1, y2)7
(t,y1,92) = (2t0 — t, 41, —42).- (2.124)

Mit anderen Worten, zu jeder gegebenen Losung (y;(t), y2(t)) sind auch
(—y1(2to — 1), y2(2to — t)) und (y1(2to —t), —y2(2ty — t)) weitere Losungen, wie man
sich leicht iiberzeugen kann.

Wir stellen jetzt die zwei Anfangsbedingungen, dass die Bahn zur Zeit ¢, die
y1-Achse kreuzt und in yo-Richtung verlduft

y(to) ~ éi, y(to) ~ éa. (2.125)

Diese Anfangsbedingungen sind invariant unter der y»-Spiegelung, demnach wird
die Bahn durch diese Transformation auf sich selbst abgebildet

(11.(1), 12(t)) = (11(2t0 — 1), —1(2t0 — 1)). (2.126)

Diese Bahn wird weiterhin zu einem gewissen Zeitpunkt tq + 7'/4 die y,-Achse
schneiden.

(2.127)
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Durch Justieren der Anfangsgeschwindigkeit gj(to) kann man erreichen, dass die
Bahn die yp-Achse in y;-Richtung schneidet®”

J(to +T/4) ~ &,  §lto+T/4) ~ &1 (2.128)

Diese Randbedingungen sind nun invariant unter der y;-Spiegelung beziiglich der
Zeit to + T'/4, demnach wird die Bahn auch durch diese Transformation auf sich
selbst abgebildet

(y1(8), y2(t)) = (=1 (2t + T/2 — ), y2 (2t + T/2 — 1)). (2.129)

Kombinieren wir die beiden Symmetrien unserer Bahn, so erhalten wir die
Periodizitats-Eigenschaften

(y1(), (1)) = (—u1(t — T/2), —ya(t — T/2))
= (0t = 1), 10t = T)). (2.130)

Wir haben also eine exakt periodische Losung konstruiert. Thre Trajektorie ist
symmetrisch um die y;- und y,-Achsen, d.h. sie ist oval und um die Erde zentriert.
Dazu haben wir 3 von 4 moglichen Anfangsbedingungen verwendet. Lediglich der
Abstand yy (to) ist frei wahlbar (sowie die Zeit ty). Er spezifiziert den Radius und
damit die Periodendauer T' = T, der Mondbahn, welche dem synodischen Monat
entspricht, da wir in dem rotierenden Bezugssystem mit fester Achse y;
Sonne-Erde arbeiten.

Approximation der Bahn. Die Bewegungsgleichungen (2.122) konnen
kompakt mittels der komplexen Variablen z := y; + iy, geschrieben werden. Wir
erhalten dann eine einzige komplexe Gleichung*’

GmE

.. 0. 3 M2 N
z+m+2mz—59 (Z+Z) =0. (2.131)

Wir wollen diese Gleichung perturbativ fiir kleines 2 16sen. Wir schrinken uns
dabei wie oben beschrieben auf eine Losung mit exakter Periode Ty, ein. Dies
lasst sich mit folgenden Randbedingungen erreichen

Im z(0) = 0, Re 2(0) = 0,
Im 2(Tyyn/2) = 0, Im 2(Tyn/2) = —Im £(0). (2.132)

Wir wollen die Bewegungsgleichung bei kleinem Periodenverhéltnis p betrachten

Tom 12 2
== = — 1 = 2.133
M Ta w << ? w Tsyn ) ( )

29Man kann sich iiberlegen, dass die Voraussetzungen fiir den Zwischenwertsatz erfiillt sind,
zumindest fiir anndhernd kreisférmige Bahnen in Erdnéhe.

30Man beachte, dass die Gleichung nicht holomorph in z ist. Zur konkreten Losung der
Differentialgleichung mag es in der Tat giinstiger sein, die Bahn in radialen Koordinaten
z(t) = r(t) exp(ip(t)) zu formulieren.
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und verwenden als Ansatz eine Storungsreihe in p

2(t) =) uFu(t). (2.134)

Die kreisformige Losung unter Vernachlédssigung der Sonne, (2 = 0, lautet dann

GmE>1/3

w?

2o(t) = ro e mit 7y = ( (2.135)

Setzen wir diese in die Bewegungsgleichung ein und entwickeln bis zur néchsten
Ordnung, so finden wir eine Differentialgleichung fiir z;

1

LWz — 3w e 7 = 2w et (2.136)

21 — D)

Ihre allgemeine Losung lautet

2 (t) = —%ro et 4 crie™! + cyiwt — %) et

+ c3(e®™' — 3) + cy(ie®™ + 30). (2.137)

Nun implizieren die Randbedingungen (2.132), dass alle Koeffizienten ¢; der

Losungen der homogenen Differentialgleichung Null sind.?! 32 3% Die gesuchte erste
Deformation der Losung lautet somit z; = —%7’0 elwt,

Wir setzen sie nun wieder in die Differentialgleichung ein, und erhalten eine
Differentialgleichung fiir 2o

Zog — %w222 — %wZ et 7y = wzro(—% et 1 % e ). (2.138)

Die Losung lisst sich mittels eines Ansatzes zo(t) = a; 3! + ay €' + a3 e~ leicht
bestimmen. Sie lautet unter Beriicksichtigung der gewiinschten Randbedingungen

7 19

3 4 . .
t) = 7 3Biwt o pwt 7Y —iwt ] 21
25(t) r0(16e + 15 ¢ 16 © ) (2.139)

Im Prinzip kénnen wir diese Prozedur zur Losungsfindung beliebig iterativ
fortsetzen; uns geniigt hier aber die bereits erlangte Genauigkeit.

Betrachten wir die beiden Halbachsen der Loésung. Wir finden

a=12(0)| = |2(T/2)| = ro(1 = Sp — 15" +...),
b=|2(£T/4)| =ro(1l — 2+ 2> +...). (2.140)

31Die Losungen der homogenen Differentialgleichung entsprechen den vier Variationen der
Anfangsbedingungen (zunéchst in der ungestorten Bewegung): ¢; entspricht einer Verschiebung
der Zeit bzw. Phase, ¢y entspricht einer Anderung des Radius und damit einer Anderung der
Frequenz. ¢ und ¢4 entsprechen Deformationen zu elliptischen Bahnen (Richtung und
Exzentrizitit).

32Man beachte, dass der Faktor ¢ vor dem Exponenten effektiv eine Variation der Frequenz
reprisentiert: exp(iw(1 + p)t) = ™t + juwt et 4+ .. .

33Wir haben die inhomogene Losung bereits so gewahlt, dass ¢; = 0.
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Zum einen ist der mittlere Abstand des Mondes damit etwas geringer als fiir die
ungestorte Bahn mit derselben Periode. Zum anderen ist die Mondbahn in
Richtung der Sonne etwas abgeplattet

b
a:1+2,ﬂ+.... (2.141)

Fiir 4 = 0.08085. .. ist das ungefihr 1.3%. Die Bahn des Mondes ist tatsdachlich
jedoch nicht periodisch, und die Schwankungen des Abstandes Erde-Mond sind in
Wahrheit grosser.

Variationen der Bahn. Schliesslich wollen wir noch die Neigung der
Bahnebene und ihre Drehbewegung untersuchen. Dazu gehen wir von der obigen
periodischen Losung aus, und nehmen eine kleine Auslenkung aus der Ekliptik an

ys(t) = eC(t). (2.142)

Dies hat in der fithrenden Ordnung in € keinen Einfluss auf die periodische Bahn,
da diese nur iiber den Faktor ||7]|™® koppelt

17175 = (12 +2¢) 72 = |2 + 0(&). (2.143)

Umgekehrt aber beeinflusst die statische Losung z(t) die Bewegung fiir ((¢) tiber
denselben Term. Wir finden durch Einsetzen der Losung z(t)

2| = ro(1 — 2p+ 5p” — p? cos(2wt) +...). (2.144)
In der Bewegungsgleichung (2.122) ¢ = —w?(r3|z| > + p2)¢. ergibt das
(= —w? (14 2p 4 34 + 3p® cos(2wt) +...)C. (2.145)

Lisst man den Term 32 cos(2wt) aufgrund der Abplattung der Bahn fallen, so
beschreibt ((t) eine harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz

wan = w1+ 2+ 32 4. =w(l et 32+, (2.146)

Der vernachliissigte Term 312 cos 27 hat zur Folge, dass ((t) zwar nicht mehr
periodisch ist, aber eine mittlere Kreisfrequenz wq,, besitzt.** Wegen des
oszillatorischen Verhaltens des Terms tragt er jedoch nur in hoherer Ordnung zu
Wdra bei.

Die Kreisfrequenz wgqr, beschreibt die Oszillationen aus der Ekliptik heraus. Da die
Kreisfrequenz wq,, = w + ... in fithrender Ordnung mit der Rotation des Mondes
um die Erde iibereinstimmt, ist die Bahnebene gegeniiber der Ekliptik geneigt. Die
frei wéhlbare Amplitude entspricht dem Neigungswinkel 7.

34Eine mittlere Frequenz lisst sich auf verschiedene Arten definieren. Zu den meisten
Definitionen ist es zudem nicht leicht, ihren Wert aus der Differentialgleichung abzuleiten.
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Die Kreisfrequenz wgq;, beschreibt insbesondere auch die Durchgénge durch die
Ekliptik. Der Faktor in (2.146)

_ Wdra Tsyn
p=

= =1 3P+ 2.147
o T, ittt (2.147)
ist somit das Verhéltnis von synodischem zu drakonitischem Monat. In erster
Ordnung p =1+ p+ ... stimmt dies mit dem Verhéltnis (2.104) basierend auf
einer raumfesten Knotenlinie {iberein. Der Term zweiter Ordnung fiihrt zu einer

langsamen Drehung der Knotenlinie beziiglich der Fixsterne entgegen der Rotation
des Mondes. Fiir den Mond mit g = 0.08085. .. ergibt sich

p=1.08575... (2.148)

in guter Ubereinstimmung mit dem gemessenen Wert r = 1.08520. .. (2.103).

Beriicksichtigung weiterer Glieder der Storungsrechnung (sowie von Deformationen
in der Bahnebene) verbessern die Ubereinstimmung mit dem beobachteten Wert
noch weiter; z.B. findet man in néchster Ordnung

p=1.08517.... (2.149)

Ebenso kann man fiir elliptische Deformationen der Bahn vorgehen. Hier findet
man mit denselben Methoden auch, dass sich die Ellipsenachse langsam beziiglich
der Fixsterne dreht, allerdings in Richtung der Rotation des Mondes, d.h.
entgegengesetzt zur Drehrichtung zur Knotenlinie. Eine Rechnung ergibt das
Verhéltnis Tiyn/Tanom = 1 + pt — % 1%+ ..., welches den beobachteten Wert
einigermassen gut trifft.

Weitere Faktoren, welche die Mondbahn beeinflussen kénnen, sind die Abplattung
der Erde, Schwankung des Abstands zur Sonne, sowie die anderen Planten. Auch
wenn einige dieser Einfliisse analytisch angenédhert werden kénnen, bietet sich
letztlich eher eine numerische Integration an.
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Allgemeine Mechanik Kapitel 3

ETH Ziirich, 2020 HS Prof. N. Beisert
15.10. 2020

3 Schwingungsprobleme

Eine weitere wichtige Klasse mechanischer Systeme sind die Schwingungssysteme.
Schwingungen treten in der Physik auf, wenn man (kleine) Stérungen um eine
Gleichgewichtslage betrachtet. Ebenso kann man Schwingungen um eine (einfach
geartete) Bahn untersuchen. Beispiele solcher Schwingungsprobleme haben wir
bereits im Zusammenhang des Zweikorper-Problems in Kapitel 2.4 und 2.5
gesehen. Die Schwingungen ergaben sich dort aus linearen Bewegungsgleichungen
fiir die Storungen.

Allgemeiner fithrt die Losungsfindung mittels Storung einer bekannten Bahn in
jeder Ordnung zu einem System linearer Differentialgleichungen. Daher ist es
elementar wichtig, solche Gleichungen zu verstehen und 16sen zu kénnen. In diesem
Kapitel wollen wir Schwingungsprobleme und die zugrundeliegenden linearen
Bewegungsgleichungen diskutieren.

3.1 Lineare Bewegungsgleichungen

In diesem Abschnitt besprechen wir zunachst abstrakte lineare
Differentialgleichungen und ihre Losung.

Formulierung. In der Mechanik sind die Bewegungsgleichungen in der Regel
Differentialgleichungen zweiter Ordnung,

= (), (3)
man kann letztere mit einem formalen Trick immer auf Differentialgleichungen
erster Ordnung reduzieren, was ihre Behandlung etwas vereinheitlicht: Wir fiithren
zu jedem Freiheitsgrad ¢* einen weiteren Freiheitsgrad ¢V ** := ¢* ein, der seine
erste Ableitung repréisentiert. Man erhélt so ein gleichwertiges System erster
Ordnung mit der doppelten Grosse

q-k _ qN+k’ q-N+k — &k(qi,qN+i). (32)
Eine solche Umformulierung liegt auch dem Hamiltonischen Formalismus

zugrunde, den wir in Kapitel 8 behandeln werden.

Die allgemeine lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung fiir die
vektorwertige Funktion 2': R — R"” lautet

—

Z(t) = A(t) Z(t) + b(t). (3.3)
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Hier ist b: R — R eine vorgegebene vektorwertige Funktion von ¢ und
A : R — End(R") eine matrixwertige Funktion, d.h. fiir jede Zeit ¢ ist
A(t) : R™ — R" eine lineare Abbildung.

Zu einem vorgegebenen Anfangswert Z(ty) = Zy hat die Differentialgleichung
(zumindest in einer Umgebung von t) eine eindeutige Losung.! Offensichtlich sind
Linearkombinationen von Losungen wieder Losungen (Superpositionsprinzip), d.h.
sie bilden einen Vektorraum der Dimension n, der isomorph zum Vektorraum der
Anfangswerte ist.

Propagator. Betrachten wir zunéchst die homogene Differentialgleichung
Z(t) = A(t) Z(t). (3.4)

Ihre Losungen nennt man in der Physik freie Schwingungen.

Wie wir oben bereits argumentiert haben, ist der Raum der Anfangsbedingungen
zu einer Zeit s isomorph zum Raum der Losungen. Es muss also eine invertierbare
lineare Abbildung geben, die den Anfangsbedingungen Z(s) = Z eine komplette
Losung Z(t) zuordnet. Sie wird Propagator genannt und ist eine Abbildung
P(t,s) :R* - R"

Z(t) = P(t, s) Z(s). (3.5)

Der Propagator erfiillt die Eigenschaften einer Gruppe, d.h. Propagatoren kénnen
geeignet multipliziert werden, es gibt ein Inverses und das Identitédtselement

P(t,r)P(r,s) = P(t,s), P(t,s)"" = P(s,t), P(s,s) =id. (3.6)

Dies sind Konsistenzbedingungen, die daraus folgen, dass die Anfangsbedingungen
anhand einer beliebigen Zeit s formuliert werden konnen. Weiterhin folgen aus der
Diffentialgleichung fiir 2’ zwei Differentialgleichungen fiir den Propagator

) 0
S P(t.s) = A() P(t.s), 5 Plt;s) = —P(t,) A(s). (3.7)

Die soeben hergeleiteten Gleichungen fiir den Propagator beschreiben ihn bereits
eindeutig, und wir wollen eine Formel zu seiner Berechnung herleiten: Durch
Integration der Differentialgleichung erhélt man eine Integralgleichung fiir den
Propagator

p@@:m+/%hmmpmﬁy (3.8)

Hier wurde die Integrationskonstante durch die Bedingung P(s, s) = id festgelegt.
Die Integralgleichung legt P(¢,s) nun implizit fest. Fiir den Fall, dass

|A(t1)|||t — s| < 1 im Intervall s < t; < ¢, besagt sie, dass P(t,s) = id durch die

Einheitsmatrix approximiert wird, wobei der Integralterm die Abweichung davon

! Anfangswertlosungen fiir Differentialgleichungen erster Ordnung existieren und sind
eindeutig, falls gewisse Stetigkeitsbedingungen erfiillt sind. In physikalischen Anwendungen ist
dies im Allgemeinen der Fall.
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exakt beschreibt. Setzen wir die so gewonnene Approximation von P in den
Integralterm ein, so erhalten wir eine bessere Approximation

P(t,s) ~id + / t dt; A(t). (3.9)

Setzen wir diese wiederum in den Integralterm ein, so erhalten wir einen weiteren
Korrekturterm. Durch Iteration ergibt sich somit eine Reihendarstellung des
Propagators

P(t, ) :i / at, / RV / Tt A(t) AL, (3.10)

Diese Reihe konvertiert unter geeigneten Voraussetzungen.

In der Physik wird die Losung als Reihe geschachtelter Integrale mittels eines
formalen Tricks oft auch in einer kiirzeren Form geschrieben: Zunéchst beachten
wir, dass das Produkt von Matrizen A(t;) so geordnet ist, dass die Zeiten ¢; von
links nach rechts abnehmen. Wir fithren nun einen Zeitordnungsoperator T ein,
welcher ein Produkt von Matrizen formal in ebendiese Ordnung bringt

T[A(t1) ... A(ty)] == Altr)) - - - Altrn))- (3.11)

Die Permutation 7 € S,, ordnet die Matrizen hier so um, dass die Zeitparameter
von links nach rechts absteigen, d.h. ¢y > ;) fiir i < j. Der Trick besteht dann
darin, iiber alle Permutationen zu mitteln

A(ty) . Alty) = % S T[Alt) - Alta)]- (3.12)
" weSy

Die Summe iiber alle Permutationen erlaubt es, das geschachtelte Zeitintegral als
n-faches Integral iiber das gesamte Intervall von s bis ¢ zu schreiben

[e.9]

P(t,s) =T k= Ut dt’ A(t’)} n. (3.13)

Bis auf die Zeitordnung entspricht die Reihenentwicklung nun derjenigen der
Exponentialfunktion

oo Mn
exp M = ZF (3.14)
n=0

welche auch fiir Matrizen M giiltig ist. Wir kénnen die Integralreihe (3.10) also
schliesslich kompakt schreiben als zeitgeordnetes Exponential®

P(t,s)=T [exp /: dt’A(t’)] . (3.15)

2Man beachte, dass der Zeitordnungsoperator T auf formale (polynomiale) Ausdriicke wirkt,
d.h. in diesem Fall auf die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion. Dies fiihrt zu der
Integralreihe (3.10). Erst nach Anwendung der Zeitordnung diirfen konkrete Ausdriicke fiir A(t)
eingesetzt werden.
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Die drei Arten den Propagator mittels Differentialgleichung (3.7) samt
Anfangsbedingung (3.6), mittels Integralreihe (3.10) oder mittels zeitgeordnetem
Exponenten (3.15) zu beschreiben sind dquivalent, und bieten je nach Situation
bestimmte Vorteile.?

Der Propagator ist nicht nur relevant fiir mechanische Schwingungsprobleme,
sondern inshesondere auch in der Quantenmechanik wichtig um die
Schrodingergleichung formal zu 16sen.*

Inhomogenitidt. Wir konnen uns nun der Losung des allgemeinen inhomogenen
Systems (3.3) zuwenden. Sie lautet (Duhamel-Formel)

2(t) = P(t,s) 2(s) + / t dt’ P(t,t) b(t). (3.16)

In der Tat rechnet man leicht nach, dass die so konstruierte Funktion z(t) die
gewiinschte Differentialgleichung erfiillt. Dazu leiten wir den obigen Ausdruck fiir
Z(t) nach der Zeit ab,

Z(t) = A(t) P(t, s) Z(s) + P(t,t) b(t) + / ar A)P(t, ') b(t)
— A(t) Z(t) + b(2), (3.17)

nutzen die Eigenschaften (3.6,3.7) des Propagators, und driicken die entstandenen
Terme durch Z(t) aus, so dass sich die gewiinschte inhomogene
Differentialgleichung ergibt.

Storung von Losungen. Zum Abschluss wollen wir noch die Losungsfindung
mittels Deformation einer bekannten Losung diskutieren. Es beruht auf der
Einsicht, dass die Losungen von Differentialgleichungen freie Parameter besitzen,
die kontinuierlich variiert werden kénnen.

Ein allgemeines mechanisches System wird beschrieben durch eine nichtlineare
Differentialgleichung der Art

¢’ (t) = v’ (¢'(t); 1) (3.18)

Wie weiter oben beschrieben kann jedes System von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung auf eines der ersten Ordnung reduziert werden.

Nehmen wir an, dass wir bereits eine exakte Losung ¢ (t) der obigen
Differentialgleichung gefunden haben. Dies mag eine Gleichgewichtslage sein oder
eine Losung mit spezieller Symmetrie. Durch Stérung der Lésung konnen wir
weitere Losungen in ihrer Nachbarschaft finden, indem wir lediglich lineare
Differentialgleichungen losen.

3In der Differentialgeometrie stellt der Propagator P(t,s) eine Parallelverschiebung mittels
des Zusammenhangs A(t) d¢ in der Zeitdimension dar.

4In der Quantenfeldtheorie fiihrt der zeitgeordnete Exponent (3.15) hingegen zur
Beschreibung von Prozessen durch Feynman-Diagramme.
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Der Ansatz fiir gestorte Losungen ist eine (formale) Potenzreihe
P (t) = q)(t) + ezl (t) + E25(t) + O(Y). (3.19)

Setzen wir diesen Ansatz in die nichtlineare Differentialgleichung ein, so ist sie in
fithrender Ordnung per Konstruktion erfiillt. In erster Ordnung lautet die zu
erfiillende Differentialgleichung

Z W gi(t):t) 25 (1) (3.20)

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung (3.4) mit der Matrix A

A0 = 50 a0 ), (321)

welche vollsténdig durch die Losung in fithrender Ordnung bestimmt ist. Wir
konnen die Differentialgleichung mit den oben beschriebenen Methoden l6sen,
indem wir den Propagator P(t,s) zu diesem A(t) ermitteln.

Entwickeln wir nun die urspriingliche Gleichung bis zur zweiten Ordnung, so
erhalten wir wieder eine lineare Differentialgleichung

P IS P ) (3.22)
2 k.l dq* Oq' Goibht) A A '

Insbesondere ist die Matrix A wieder genau dieselbe wie in der ersten Ordnung,
und wir kénnen somit den zugehorigen Propagator wiederverwenden. Es ist
allerdings ein inhomogener Term b} hinzugekommen

Zaikgq (8);1) 21 ()21 (1), (3.23)

welcher vollstéindig durch die Korrektur erster Ordnung bestimmt wird.

Das beobachtete Muster wiederholt sich in allen héheren Ordnungen mit
zunehmend komplizierteren Inhomogenitédten. Wir kénnen also die Storungsreihe
iterativ Ordnung fiir Ordnung mittels Losungen einer linearen Differentialgleichung
bestimmen und so eine exakte Losung immer genauer annéhern (sofern die Reihe
konvergiert). Die Freiheitsgrade der homogenen Differentialgleichungen in den
einzelnen Ordnungen entsprechen hierbei der Wahlfreiheit der
Anfangsbedingungen entwickelt als formale Potenzreihe in e.

Als kleine Verallgemeinerung der Problemstellung kann man auch von einer
Bewegungsgleichung mit Parameter ¢ ausgehen

@ (t,e) =7 (qi(t, €);t, e). (3.24)
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Hier nehmen wir an, dass wir eine exakte Losung ¢ (¢) = ¢'(t,0) bei dem Wert
¢ = 0 kennen, bei dem sich z.B. die Struktur der Differentialgleichung stark
verfacht. Indem wir auch die Terme v7(¢’; ¢, ¢) um € = 0 entwickeln,

v (g't, €) = v(g'st) + ev](q'st) + O(2). (3.25)

so erhalten wir bereits in erster Ordnung einen inhomogenen Term fiir die lineare
Differentialgleichung

A0 = Y 52 (a3(6)50) 400) + ] (a0 ) (3.26)
k

Auch in hohreren Ordnung kann das Verfahren der Storung der Losung fiir diese
allgemeinere Situation angewendet werden.

3.2 Eigenschwingungen

In dem Fall, dass die Matrix A nicht von der Zeit ¢ abhéngt heisst das
Schwingungssystem autonom. Im Folgenden betrachten wir den einfachsten Fall
einer autonomen homogenen Differentialgleichung

Z(t) = A Z(t). (3.27)

Propagator. Da die Differentialgleichung invariant unter Zeittranslation ist,
héngt der Propagator P(t,s) nur von der Differenz ¢t — s ab

P(t,s)=P(t—s,s —s) = P(t—s,0) =: P(t — s). (3.28)
Dieser Propagator ist definiert {iber die Eigenschaften

Pt)P(s) = P(t+s), P(0)=id, %P(t) = AP(1). (3.29)

Man kann sich vergewissern, dass der Propagator im autonomen Fall durch die
Exponentialfunktion (3.14) der Matrix M = tA gegeben ist®

oo tn
P(t) = exp(tA) = — A" (3.30)
!
Wir werden nun anhand eines Beispiels diskutieren, wie diese
Matrix-Exponentialfunktion zu berechnen ist.

®Dies folgt insbesondere aus der Darstellung als zeitgeordnetes Integral (3.15), wobei die
Zeitordnung fiir eine zeitunabhéngige Matrix A irrelevant ist.
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Gediampfter Oszillator. Als Beispiel betrachten wir einen eindimensionalen
gedampften Oszillator beschrieben durch die lineare Bewegungsgleichung (mit
k,r>0)

mi = —kxr — ri. (3.31)
Wir definieren 2" := (z,4) um die Bewegungsgleichung als Differentialgleichung
erster Ordnung (3.27) umzuschreiben mit der Matrix

0 1 k r
A:(—O{2 _25>’ &::\/g, ﬁ::%. (3.32)

Der Propagator lautet also hier P(t) = exp(At).

Wir wollen die Exponentialfunktion explizit als Potenzreihe berechnen. Dazu
trennen wir die Matrix A zunéchst auf in ihren Spuranteil —fid und einen
spurlosen Anteil C'

—a? —§

Da die Einheitsmatrix mit allen Matrizen kommutiert, kénnen wir den Exponenten
auftrennen

A=C - Bid, (J:<5 1). (3.33)

exp(At) = e P exp(Ct). (3.34)
Fiir die spurlose Matrix C' gilt durch Nachrechnen

C? = —wlid mit wo = a?— 2. (3.35)

Nun trennen wir die Exponentialreihe in gerade und ungerade Potenzen von C', so
dass

C - o0 t2k 02k t2k+1 02k+1
exp(CH) = e TRk

k=0
0o <t2k(_w(2))k . t2k+1(_w8)k C’)
—~ (2k)! (2k + 1)!

id +
sin(wot)

= cos(wot) id +

C 3.36
e (3:30)
wobei wir die Reihenentwicklung von cos und sin verwendet haben. Insgesamt
lautet der Propagator

e P sin(wot)

P(t) = e "' cos(wpt) id + (A+ pid). (3.37)

wo

Wir wollen nun die physikalische Bedeutung der Losung verstehen. Dazu
beobachten wir, dass o proportional zur Federkonstante und 3 proportional zur
Reibung ist. Wie wir im Folgenden sehen werden, ist fiir das Verhalten der Losung
das Verhaltnis zwischen « und § relevant, welches bestimmt, ob wy imaginér oder
reell ist.
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Im Schwingfall B < « ist wy reell. Ausgedriickt durch die urspriingliche Variable
x(t) lautet die allgemeine Losung

z(t) = z(0) e (cos(wot) + 3 W)

+ 2(0) e Smfuﬂ : (3.38)

In diesem Fall dominiert die Federkraft, das System bleibt immer in Schwingung,
die Amplitude nimmt aber dabei exponentiell ab.

T,

(3.39)

Im Ddmpfungsfall > « ist wy = 1wy imagindr mit wy := /f%2 — a? € R. Mit
cos(iz) = coshz und sin(iz) = ¢sinh z hat die Losung (3.38) die Form
inh (wot
z(t) = 2(0) e (cosh(wot) + M)
Wo

inh (wt
o Pt sinh(wyt) |

+3(0) (3.40)

Wo
In diesem Fall dominiert die Reibung. Da wq < §, dominiert der Abfall der
Exponentialfunktion iiber den Anstieg der hyperbolischen Funktionen; die Losung
tendiert also exponentiell gegen 0.

Im kritisch geddampften Fall 5 = «, d.h. fiir wyg = 0, sind die obigen Ausdriicke
singulér, und wir sollten unsere Herleitung {iberdenken. In diesem Fall gilt

C? = —w2 = 0, d.h. die Potenzreihe von exp(Ct) bricht nach dem linearen Term
ab. Wir finden fiir den Propagator

P(t)=e¢ P (id + Ct) = e Ptid +te P (A 4+ Bid). (3.41)

Dies entspricht genau dem Grenzwert wy — 0 der allgemeinen Formel (3.37); eine
gesonderte Herleitung im singuléren Fall a = 8 wére also nicht notig gewesen. Die
allgemeine Losung reduziert sich zu

z(t) = 2(0) e Pt (14 Bt) + #(0) e P 1. (3.42)

Im Fall kritischer Dampfung ist die effektive Dadmpfung maximal, d.h. das System
kommt (bei vorgegebenem «) am schnellsten zum Stillstand.®

6Falls 3 > «, bremst die Reibung die Bewegung zu stark und das System bewegt sich
langsamer zum Nullpunkt als fiir 5 = a.
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Eigenschwingungen. Man kann die obige Differentialgleichung (3.27) durch das
Auffinden der Figenschwingungen losen. Eigenschwingungen sind Losungen der

Form
2(t) =ae. (3.43)

Sie entsprechen den Losungen des Eigenwertproblems fiir die Matrix A
Ad = \a. (3.44)

Hierbei ist zu beachten, dass sowohl der Eigenwert A € C als auch der Eigenvektor
a € C" im Allgemeinen komplex sind. Im Fall linearer Differentialgleichungen sind
solche komplexen Losungen Z(¢) unproblematisch, denn soweit die Funktionen A()
und b(t) reell sind, stellen sowohl der Realteil Re z(t) als auch der Imaginirteil

Im z(t) reelle Losungen dar. In der Tat ist diese Komplexifizierung oft niitzlich, da
Exponentialfunktionen einfacher handzuhaben sind als trigonometrische

Funktionen.

Falls die Eigenvektoren von A den ganzen Vektorraum C™ aufspannen, ist jede
Losung der Differentialgleichung (3.27) eine Linearkombination von
Eigenschwingungen (3.43).” Die Matrix A heisst dann diagonalisierbar, denn in
einer Basis von Eigenvektoren aj, ist A durch eine Diagonalmatrix der Eigenwerte
A, dargestellt

)\1 0

A= : (3.45)

0 An

Die Menge X(A) := { A1, ..., \,} der Eigenwerte wird das Spektrum von A

genannt.

Ohne Bezugnahme auf eine spezielle Basis kann man die Spektralzerlegung von A
mittels Projektoren P\ schreiben als

A= AP (3.46)
AES(A)

Die Matrix Py : C* — C" ist die Projektion zum Eigenraum mit Eigenwert \; sie
ist definiert durch ihre Wirkung auf einen Eigenvektor @

7 falls A7 = A\d
PAJZ{CL Al aa = A, (3.47)

0 anderenfalls.

Die Eigenprojektoren sind paarweise orthogonal und sie summieren sich zur
Identitat

Py falls A =
RP“:{A amA=L, Y Po=id. (3.48)

0  anderenfalls, AeTA)

" Anderenfalls muss man zusitzlich Losungen der Art Z(t) = at* e’ betrachten, wir werden
diesen Fall lediglich anhand unseres Beispiels diskutieren.
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Weiterhin konnen wir mit ihrer Hilfe den Propagator und die allgemeine Losung
schreiben als

P(ty=e*= Y eMP,  Ht)= ) &MPE0). (3.49)

AES(A) AEZ(A)

Fiir unser obiges Beispiel ist die Matrix A in (3.32) im generischen Fall
diagonalisierbar. Thre Eigenwerte sind

A= (_(;2 —126) s )\172 = —ﬁ + i\/ 62 —a? s (350)

mit den zugehorigen Eigenvektoren @y o = (1, A1 2). Dann ist die freie Schwingung
von der Form®
z(t) = M + cpet. (3.51)

Die Koeffizienten c; 5 lassen sich durch die Anfangswerte x(0) und #(0) ausdriicken
und man findet die obige Losung (3.38).

Im kritisch gedampften Fall o =  ist die Matrix A allerdings nicht
diagonalisierbar, da die Eigenvektoren a; o fiir A\; — A2 kollinear werden. Wir
haben bereits gesehen, dass die Losung dann von der Art ist

z(t) =ceM +teM. (3.52)

Zusitzlich zu der normalen Eigenschwingung e* gibt es hier die spezielle
Eigenschwingung t e* zu dem degenerierten Eigenwert \.” Man erhélt die obige
Losung (3.42) wieder durch Anpassen der Koeffizienten ¢, ¢’ an die Anfangswerte
z(0) und #(0).

Stabilitdt. Das schwingende System (3.27) heisst stabil, falls keine Losung 2(t)
fiir t — +o00 unbeschriankt wéchst. Falls A diagonalisierbar ist, ist das dquivalent

zu der Bedingung
ReA <0 fiir alle A € XY (A), (3.53)

was direkt aus der Losung mittels Eigenschwingungen (3.49) folgt.

Das System heisst dissipativ, falls es eine positiv definite quadratische Form (-, -) in
R™ gibt, so dass

d —
_ ( Z,

dt

fir jede Losung Z(t) € R™. Insbesondere ist das System dann stabil: Z(t) ist
beschrénkt, da (2(¢), Z(t)) < (Z(0), 2(0)) fiir t > 0.

Ny

) <0 (3.54)

8Im Fall der Bewegungsgleichung (3.31) wire es giinstiger gewesen, direkt eine exponentielle
Losung e anzusetzen. Dies hitte unmittelbar zur algebraischen Gleichung mA? = —k — r\ mit
Losungen (3.50) gefiihrt.

9Die Losung (3.52) im Fall degenerierter Eigenwerte erhiilt man durch geeignete
Grenzwertbildung A2 — A1 des undegenerierten Falls (3.51) mit den singuldren Koeffizienten
Ci =C— C’/()\g — )\1) und Cop = C//(AQ — )\1)
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Fiir das Beispiel des Oszillators stellt die Gesamtenergie eine geeignete positiv
definite quadratische Form bereit

(2,2) := 3md’® + Lka® = E > 0. (3.55)

Man rechnet leicht nach, dass die Bewegungsgleichung (3.31) impliziert, dass

d
" (2,2) = —ri* <0, (3.56)

wobei ri? die Leistung der Reibungskraft ist. Das System ist also dissipativ und
damit auch stabil.

3.3 Erzwungene Schwingungen

Wir wollen nun Systeme mit externer Anregung anhand zweier Beispiele
untersuchen. Wir beschranken uns dabei auf autonome Systeme, deren Spektrum
einfach geartet ist, wie wir zuvor gesehen haben. Bei autonomen Systemen

Z(t) = AZ(t) + b(t) vereinfacht sich die allgemeine Lsungsformel (3.16) zu

t
Z(t) = M) 2(s) +/ dt’ e p(t'). (3.57)

Stossanregung. Den Fall einer Stossanrequng *
b(t) = 6(t — to) bo, (3.58)

die momentan auf ein System im Ruhezustand Z(s) = 0 fiir s < ¢, wirkt, konnen
wir allgemein 16sen. Aus der Losungsformel (3.57) ergibt sich die Stossantwort

Z(t) = 6(t — to) P(t, to) bo, (3.59)

wie man leicht durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung bestétigen kann. Hier
ist 0(¢) die Stufenfunktion'!

fiir ¢
o) = Y <0, (3.60)
1 firt> 0.

10Es handelt sich bei der Diracschen delta-Funktion §(t — to) zwar nicht um eine stetige
Funktion (weder noch). Deshalb kénnen wir streng genommen auch nicht von der eindeutigen
Losbarkeit der Differentialgleichung ausgehen. Nichtstetige Funktionen konnen aber durch stetige
Funktionen approximiert werden. Zum Beispiel kann die delta-Funktion, durch eine
GauB-Funktion angendhert werden. Solche Approximationen sind physikalisch gerechtfertigt, weil
auf der Grossenskala, auf der sie nicht mehr stimmen, das System gar nicht mehr durch die
klassische Mechanik beschrieben werden kann, sondern die Quantenmechanik relevant ist. Fiir die
mathematische Behandlung kann man den Formalismus im nicht-physikalischen Bereich dennoch
beliebig fortsetzen.

HDer Wert fiir §(0) ist undefiniert und er sollte keine Rolle spielen; man koénnte ihn aber aus
Symmetriegriinden auf !/, festlegen.
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Harmonische Anregung. Als Nachstes betrachten wir eine harmonische
Anregung fiir ein (komplexifiziertes) autonomes System welches durch eine externe
Kraft gegeben ist, die mit einer Kreisfrequenz w € R oszilliert!?

b(t) = e“(t=5) . (3.61)

Die Losungsformel (3.57) ergibt hier durch Einsetzen
t
Z(t) = M) Z(s) + / At et wid=4) At g=iws j (3.62)

Zur Berechnung des Integrals gibt es zwei Félle zu unterscheiden.

Im generischen Fall ist die Anregungsfrequenz w nicht im Spektrum enthalten,
w ¢ X(A). Man erhélt dann

Z(t) = 29 Z(5)
+ (iw id — A)il (e(iwid —A)t e(iwid 7A)s) eAt efiws 60
= A=) [2(s) — (iwid — A) )
+ 09 (jwid — A) by

tw(t—s)
=D [GAM)P \2(s) + -
AeX(A)

_ e)\(t—s)

Pybo | . 3.63
w— A AT ( )

Die inverse Matrix (iwid — A)™! existiert, da iw ¢ Y (A). Falls alle Eigenwerte von
A einen negativen Realteil haben, also fiir geddmpfte Schwingungen, nimmt der
erste Term exponentiell in ¢ ab. Fiir grosse ¢ bleibt also nur noch eine Schwingung
mit Kreisfrequenz w. Dies ist die erzwungene Schwingung mit der
Anregungsfrequenz w

Z(t) = ™9 (iwid — A)~'b. (3.64)

Falls hingegen einer der Eigenwerte A von A mit der Anregungsfrequenz
iibereinstimmt, 1w = A, verschwindet «wid — A in dem zugehorigen Eigenraum A
und die Inverse (iwid — A)~! existiert (in diesem Eigenraum) nicht. Wir
betrachten also wieder das Losungsintegral (3.62) und projizieren direkt auf den
Eigenraum von A

t
PyE(t) = 09 Py 3(s) + / A Py e g
= 079 (PE(s) + (¢~ 5)Pabo). (3.65)

wobei wir alle Matrizen A mittels P\A = w P, in Zahlen umgewandelt haben. Das
Integral liefert dann einen Faktor ¢ — s, und z(¢) nimmt in diesem Unterraum
linear in ¢ zu: Der Ostzillator wird aufgeschaukelt. In der Praxis wird er natiirlich

12Fiir externe Anregungen mit verschiedenen Frequenzen kénnen wir die Losung als
Linearkombination der inhomogenen Anteile schreiben. Es geniigt also eine einzige isolierte
Frequenz zu betrachten.
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nicht zu beliebig grossen Amplituden verstarkt, weil fiir grosse Auslenkungen die
linearisierte Gleichung nicht mehr zutrifft. Fiir alle anderen Eigenrédume ldsst sich
die Inverse (iwid — A)~! konstruieren, und die vorige Lésung (3.63) behilt ihre
Giiltigkeit.?

Resonanz. Zusitzlich betrachten wir den Fall, in dem ‘2w einen komplexen
Eigenwert A € X(A) fast trifft, A ~ iw. Fiir diagonalisierbare A folgt aus der
Spektralzerlegung (3.46)

Py
w—\

(iwid —A) " = >

AES(A)

(3.66)

Liegt nun iw nahe bei einem Eigenwert A, so ist der entsprechende Term in (3.63)
dominant, also lautet die erzwungene Schwingung

ei’w(t—s)

Z(t) ~ Pyby = re'@test0) pp. (3.67)

w— A

Hier haben wir die Suszeptibilitit r und die Phase § {iber die Beziehung
re = (iw — \)~! definiert, also

1 Wy — W
r = 0 = arctan

\/((JJ_(JJO)2+ﬁ2"

mit Dampfungsparameter 5 := — Re A und Figenfrequenz wy := Im A.

(3.68)

Die Suszeptibilitat » und die Phase ¢ als Funktion von w zeigen ein typisches
Resonanzverhalten nahe der Eigenfrequenz wy.

A
T'2

2p
wo © (3.69)
_____________ OM_____________.
+m/2
wo ;

Die Resonanz manifestiert sich als Maximum in der Suszeptibilitéit bei wy
(Lorentz-Form, Breit-Wigner-Verteilung) und als Phasendifferenz von m beim
Passieren von wy. Dabei ist die Breite der Resonanz proportional zur Dampfung 3
der resonanten Eigenschwingung.

13Man beachte, dass der Faktor ¢t — s genau dem Grenzwert iw — \ in der Spektralzerlegung in
(3.63) entspricht.
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3.4 Parametrische Resonanz

Nicht nur erzwungene Schwingungen kénnen Resonanzeffekte zeigen, sondern auch
frei schwingende Systeme mit einer periodischen Zeitabhéngigkeit

Z=At)Z, A{t+T)= A1) (3.70)

Solche Systeme kommen héufig durch Linearisierung um eine periodische Losung
eines nichtlinearen Problems zustande (siehe z.B. die Schwingung des Mondes
senkrecht zur Ekliptik in Abschnitt 2.5).

Schaukeln. Mit einer Differentialgleichung der obigen Art kann man zum
Beispiel das Schaukeln beschreiben. Beim Schaukeln verdndert die schaukelnde
Person periodisch den Abstand ihres Schwerpunkts zum Aufhdngepunkt und
schwingt sich dabei immer weiter auf.

(3.71)

Als mathematisches Modell dient uns ein Pendel der Masse m im Schwerefeld mit
Beschleunigung ¢.'* Die Lénge des Pendels R(t) wird periodisch verdndert,

R(t) = R(t + T). Die Auslenkung 6(t) des Pendels ist der einzige dynamische
Freiheitsgrad, wihrend die Seillinge R(t) von aussen bestimmt wird.

Der Drehimpulssatz sagt, dass die Zeitdnderung des Drehimpulses gleich dem

Drehmoment ist ' '
L = mR*, L = —mgRsin6. (3.72)

In dieser Form geschrieben handelt es sich bereits um ein System von
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Freiheitsgrade 6 und L. Fiir kleine
Auslenkungen 6, kénnen wir das System mittels der Nédherung sin 6 ~ 6
linearisieren. Die Bewegungsgleichungen nehmen dann die obige Form (3.70) an

W (1). a0= ol "B o

Resonanz. Wir wollen verstehen, wie die Losungen von (3.70) sich langfristig
entwickeln. Dafiir ist die Periodizitédt sehr hilfreich. Die Periodizitat der
Differentialgleichung A(t + 1') = A(t) impliziert sofort eine entsprechende

M4Wir vernachlissigen das Trigheitsmoment der schaukelnden Person und damit auch
Kippbewegungen der Schaukel.
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Periodizitat des Propagators P(t +T,s+T) = P(t,s). Daraus kénnen wir die
Periodizitét iiber mehrere Perioden wie folgt induktiv bestimmen

P(t+nT,s) = P(t+nT,s+T)P(s+1T,s)
=Plt+(n—1T,s)P(s+1T,s)
=...=P(t,s)P(s+T,s)". (3.74)

Mit dem Propagator P(t) := P(t,0) fur das Zeitintervall von 0 nach ¢ gilt demnach
P(nT) = P(T)". (3.75)

Exponentiell wachsende Losungen treten also dann auf, wenn P(T") einen
Eigenwert A € C hat mit |A\| > 1; umgekehrt sind alle Losungen beschrénkt, falls
P(T) diagonalisierbar ist mit Eigenwerten |A;| < 1.

Der Propagator P und seine Eigenwerte sind meist schwierig zu bestimmen. Wir
konnen aber die Determinante leicht berechnen, welche uns in unserem
zweidimensionalen System hilft zu entscheiden, ob die Losungen exponentiell
wachsen. Fiir die Determinante eines Propagators det P(t, s) gilt

d d

_ P — P -1 2 p P

% det P(t,s) = tr| P(t,s) o (t,s)| det P(t, s)
(t,

= tr A(t) det P(t,s), (3.76)
wobei wir die Formel d det M = tr(M ' dM) det M zur Differenzierung einer
Determinanten und die Differentialgleichung des Propagators dP/dt = AP
verwendet haben. Diese Differentialgleichung lasst sich leicht 16sen.

In unserem Fall gilt sogar, dass die Spur von A verschwindet, und somit

det P(t) = const = det P(0) = 1. (3.77)

Das Produkt der beiden Eigenwerte Ay, Ag ist also immer \; Ay = 1. Weiterhin ist
P(t) reell, und somit sind die Eigenwerte entweder beide reell oder ein Paar
komplex konjugierter Zahlen. Im ersten Fall ist das System instabil, denn es gilt
0.B.d.A. |X2] <1 aber |A\;| > 1. Im zweiten Fall hingegen ist es stabil, denn

[Ai] = Ao = 1.7°

Im )\ Im M\
A1
Ao A1
. > (3.78)
0 1 Re A 0 1 Re A
A2

I5Wir zdhlen den Grenzfall \; = Ay = +1 zum zweiten Fall.
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Die beiden Fille konnen anhand der Spur des Propagators tr P(T') = \; + Ag
unterscheiden werden. Aus dem charakteristischen Polynom von P(T') folgt

Mg =str P(T) + \/}l [tr P(T)]" 1. (3.79)
Somit gilt

trP(T)| >2 = M,MER,
e P(T)| <2 = M, A €e™. (3.80)

Es geniigt also, die Spur des Propagators fiir eine Periodenléinge auszurechnen um
zu entscheiden, ob eine Resonanz auftritt.

Beispiel. Als Beispiel wéhlen wir nun die Liange R(t) als Rechteckschwingung,
die zwischen den beiden Werten R_ fiir eine Dauer o7 und R, fiir eine Dauer
(1 — )T alterniert, wobei 0 < a < 1.

(3.81)

i /

0 ol T T+al 2T

Fiir die Zeitabschnitte mit konstanter Lange R(t) = R entspricht das System
einem ungeddmpften harmonischen Oszillator mit Kreisfrequenz w = 1/g/R . Die
Losung wird auf diesen Intervallen also durch den Propagator P(t;w) := e

beschrieben, wobei
_ 0 w'/mg?
Alw) = <—mgz/w2 0 : (3.82)
Wir haben den Propagator bereits frither bestimmt, er lautet (3.37)

sin(wt)

P(t;w) = cos(wt)id + Aw)

cos(wt) m~tg2w? sin(wt)

= (_m92w—3 sin(wt) cos(wt) ) '

Mit seiner Hilfe konnen wir die Zeitentwicklung in den Intervallen konstanter
Lé&nge bestimmen.

(3.83)

Zudem miissen wir den Effekt einer instantanen Léngendnderung beriicksichtigen.
In unserem Beispiel wird aber weder der Winkel # noch der Drehimpuls L durch
(beliebig starkes) Ziehen am Seil beeinflusst: Die Kraft ist entlang des Seils
gerichtet und bewirkt somit kein Drehmoment. Die Freiheitsgrade 6(t) und L(t)
sind hier bereits so gewéhlt, dass sie selbst fiir eine unstetige Funktion R(t) stetig
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bleiben.!® Der Propagator iiber eine Periode T ist demnach das Produkt der
Propagatoren der beiden konstanten Zeitintervalle'”

P(T) = P((1 - a)T;w_) P(aT;wy). (3.84)

Wir wollen hier Ry so wahlen, dass die zugehorigen Kreisfrequenzen w. eine
Schwingung mit mittlerer Kreisfrequenz w ergibt

wi=(1-(1-a)ew,  w_=(1+aw. (3.85)

Weiterhin sei die Amplitude der Rechteckschwingung klein, und wir betrachten
lediglich die fithrenden Korrekturen in €. Die relative Lingendnderung betrigt
dann

% — 142+ 0(&). (3.86)

Fiir die Spur des Propagators ergibt sich durch Nachrechnen die Entwicklung
tr P(T) = 2 cos(wT') — 9€¢” sin(awT) sin((1 — a)wT) + O(€*). (3.87)

Hieraus wird unmittelbar ersichtlich, dass eine Resonanz nur entstehen kann, wenn
der erste, dominante Term +2 ist, d.h. nur fiir halbzahlige Vielfache T'= mn/w der
Periode des freien ungestorten Schaukelns. Setzen wir 7' = 7n/w + 0 mit § ~ €
erhalten wir die Eigenwerte

A = (—1)"(1 + \/9 sin®(amn)e? — w262 + .. ) (3.88)

Fiir den Verstérkungsfaktor |\;| ergibt dies eine Halbkreisfunktion

Aily 1+ 3|esin(amn)|

(3.89)

1 7m/w

« - T
6)esin(amn)|/w

Der maximale logarithmische Amplitudengewinn je Antriebsperiode ist demnach
gegeben durch den Ausdruck

10| Amax| = 3|esin(amn)| + O(€?). (3.90)
Weiterhin betrégt die Breite des Resonanzintervalls

AT = 260 = 6lesin(amn)|/w + O(€®). (3.91)

16Ebenso beinhalten die Bewegungsgleichungen (3.72) fiir 6 und L keine Ableitungen von R.
Hier ist R zwar punktuell unstetig aber beschrinkt, und damit ist § zwar punktuell nicht
differenzierbar aber stetig.

1"Man kann das Problem ebenso in anderen Variablen formulieren, z.B. in (6,6) oder in (z, i)
mit der Auslenkung z = Rsin @ =~ Rf. Hier muss man allerdings beriicksichtigen, dass eine
instantane Lingenénderung zu Spriingen in den Freiheitsgraden fiihrt. Dies erfordert es,
geeignete Ubergangsmatrizen zwischen die Propagatoren einzusetzen.
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Natiirliches Schaukeln kénnen wir sehr grob modellieren, indem wir vom héchsten
bis zum niedrigsten Punkt der Vorwértsbewegung die Distanz des Schwerpunkts
zum Aufhéngepunkt vergrossern. Dies entspricht den Parametern n = 2
(Periodenverhéltnis 1:1 des Antriebs zum Schaukeln), v = /4 sowie e = AR/R.
Hier ergibt sich ein maximaler relativer Amplitudengewinn von 3¢ = %AR/ R je
Periode.!8

8Die Breite des Resonanzintervalls ist fiir natiirliches Schaukeln irrelevant, da dieses iiber
Riickkopplung gesteuert ist und nicht durch eine vorgegebene Antriebsfrequenz, die iiber viele
Perioden hinweg exakt konstant ist.
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4 Starrer Korper

Ein starrer Korper ist ein System von Massepunkten, deren paarweise Abstédnde
alle wihrend der Bewegung konstant bleiben. Obgleich eine solche Annahme eine
Idealisierung darstellt, ist das Konzept des starren Korpers sehr niitzlich, und die
Mechanik seiner Bewegung verdient eine ausfiihrliche Behandlung. Das Beispiel,
mit dem wir uns hauptséchlich beschéftigen werden, ist der Kreisel, bei dem ein
Punkt des starren Korpers festgehalten wird.

Die Zwangsbedingungen des starren Korpers konnen wir dadurch implementieren,
dass alle Massepunkte im Bezugssystem des Korpers ortsfest sind. Die
Freiheitsgrade des starren Korpers sind dann durch den Konfigurationsraum des
korperfesten Bezugssystems relativ zu einem inertialen Bezugssystem gegeben.
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dieser Konfigurationsraum
sechsdimensional ist: Drei Koordinaten beschreiben die Position des
Schwerpunktes, wohingegen die anderen drei Koordinaten die Ausrichtung des
starren Korpers beschreiben.

4.1 Der Kreisel

Wie wir oben gesehen haben, kann man eine allgemeine Konfiguration des starren
Korpers durch eine Translation und eine Drehung darstellen. Man kann daher die
Bewegung eines starren Korpers in die Translationsbewegung des Schwerpunktes
und eine Drehbewegung trennen. Oft interessiert einen jedoch die Situation, bei
der ein Punkt des starren Kérpers (nicht notwendigerweise der Schwerpunkt)
festgehalten wird; in diesem Fall gibt es nur eine Drehbewegung um diesen festen
Punkt und keine Translation. Ein starrer Korper, bei dem ein Punkt festgehalten
wird, nennt man einen Kreisel.

Korperfestes Bezugssystem. Fiir den Fall eines Kreisels wéahlen wir den
Ursprung des korperfesten Bezugssystems i so, dass ¥ = 0 den festgehaltenen
Punkt beschreibt und dieser auch im Ursprung des Inertialsystems liegt. Dann gilt

Z=R{)§, §=RW)T (4.1)

wobei fiir jede Zeit t die Matrix R(t) € SO(3) eine Rotation beschreibt.

Wir wollen zunéchst die relevanten Grossen fiir die Dynamik eines Kreisels, den
Drehimpuls L und das Drehmoment M., in das kérperfesten Koordinatensystem
iberfithren. Dort bezeichnen wir diese mit S bzw. M,,.

—

L=RS,  M,=RM,. (4.2)
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Die Bewegungsgleichung des Kreisels ist der Drehimpulssatz, der besagt, dass die
zeitliche Anderung des Drehimpulses das Drehmoment ist

d - -
— L= M,. 4.3
iy (4.3)
Im korperfesten Bezugssystem erhalten wir damit die Beziehung
v, ir_rRgrds (4.4)
Y dt dt ’

Wie bereits im Kontext beschleunigter Bezugssysteme in Abschnitt 1.6 definieren
wir 2 := R™R. Der Vektor &, der implizit iiber die lineare Relation 27 = &x 2 fiir
alle Z definiert ist (d.h. 2 = &*), beschreibt also die Winkelgeschwindigkeit im
korperfesten Koordinatensystem. Der Drehimpulssatz im korperfesten System
lautet demnach

d -~ - =
aS:My—wa. (45)

Der Drehimpuls selbst erzeugt also ein scheinbares Drehmoment in diesem
beschleunigten Bezugssystem.

Tragheitstensor. Wir wollen nun den Drehimpuls fiir einen rotierenden Kérper
mit Massepunkten {(m;, %;)} berechnen. Im Inertialsystem lautet der Drehimpuls
des Kreisels beziiglich des festgehaltenen Punktes ' = 0

Mittels der Beziehung R(@xb) = (Ra@)x (Rb) sowie Rij = R(&x7) betrégt der
Drehimpuls S im korperfesten Bezugssystem

§ =Y mix@xd) = > w7~ GHE5)). (47)

Er ist daher eine lineare Funktion von J,

S =13, (4.8)

und wir definieren den Trdgheitstensor I als die Matrix dieser linearen Beziehung
I:=> mi(j}id =737, (4.9)
bzw. in Komponenten

L = Zmi (?ﬁfsjk — YijYik)- (4.10)

)

Fiir kontinuierliche starre Korper mit Massendichte p(7) ist die Summation durch
eine Volumenintegration zu ersetzen

1= [ 4@ (71 -57") (4.11)
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Da die Massenverteilung im korperfesten Bezugssystem fest ist, hdngen die
Komponenten von [, nicht von der Zeit ab; sie charakterisieren vielmehr eine
intrinsische Eigenschaft des starren Korpers. Weiterhin ist der Tragheitstensor I
offensichtlich eine symmetrische Matrix, I;; = Ij;.

Die kinetische Energie des Kreisels lasst sich nun bequem durch den
Tragheitstensor ausdriicken. Im Inertialsystem ist die kinetische Energie

T=Y " imi}. (4.12)

Da 7 = Ry und weil das Skalarprodukt unter Rotationen invariant ist, folgt

T = Y ()" = Y (@)

)

=D s — (@4)°) = 357G, (4.13)

Nun ist die kinetische Energie per Konstruktion nichtnegativ, und somit die zur
symmetrischen Matrix I gehorende quadratische Form positiv-semidefinit. Sie ist
positiv-definit, falls die Massenverteilung nicht entartet ist, d.h. nicht auf einer
Geraden durch i = 0 konzentriert ist. Im Folgenden betrachten wir den
generischen Fall, fiir den I positiv-definit und damit auch invertierbar ist.

Hauptachsensystem. Aufgrund seiner Symmetrie besitzt der Trigheitstensor
drei orthonormierte Eigenvektoren é;, i = 1,2, 3 mit

18 =16, (4.14)

welche die Haupttrdgheitsachsen genannt werden. Die zugehorigen Eigenwerte [;
sind die Haupttrdagheitsmomente. Sie sind positiv und strikt positiv falls die
Massenverteilung nicht entartet ist. Man kann sich weiterhin {iberlegen, dass die
Summe zweier Haupttriagheitsmomente mindestens so gross wie das dritte ist

Wir werden meist das korperfeste Bezugssystem so wahlen, dass die z,y,2-Achsen
mit den Haupttragheitsachsen €; iibereinstimmen. In diesem sogenannten
Hauptachsensystem gilt

3 3

4.2 Der freie Kreisel

Wirken keine dusseren Kréfte auf einen Kreisel, so bewegt er sich frei. Ein freier
Kreisel ist aber auch gegeben, falls kein Drehmoment auf ihn wirkt. Das ist z.B.
der Fall wenn sich der Kreisel in einem homogenen Gravitationsfeld befindet und
genau im Schwerpunkt aufgehéngt ist.
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Eulersche Gleichungen. Fiir den freien Kreisel ist nach Annahme M = 0. Der
Drehimpulssatz (4.5) besagt dann

S(t) = —&(t)x S(t). (4.17)
In dem Hauptachsensystem (4.16) ergeben sich daraus die Fulerschen Gleichungen

Liwy = (I — I3) wyws,

Lwy, = (I3 — I) w3 wi,

Igwg = (Il —Ig)wlwg. (418)
Diese Gleichungen definieren ein System nicht-linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung, deren Losungen durch elliptische Funktionen darstellbar sind, die

wir etwas spéater kurz diskutieren wollen. Damit konnen wir die Bewegung der
Drehachse & im korperfesten Bezugssystem bestimmen.

Es verbleibt dann noch die relative Orientierung R(t) der beiden Bezugssysteme zu
berechnen. Durch &(t) ist auch 2(t) = R"R gegeben, und damit ist R(¢) durch
eine lineare Differentialgleichung bestimmt

R(t) = R(t) 2(t). (4.19)

Diese konnen wir mit den Methoden aus Abschnitt 3.1 losen.

Wir kénnen nun leicht nachrechnen, dass die kinetische Energie eine
Erhaltungsgrosse ist

dT )
E = ;sz W
= W1WoWws3 [([2 — [3) + (13 — Il) + ([1 — [2)] =0. (420)

Ebenso ist der Betrag des Drehimpulses erhalten
Ly > 28w
dt - 7 1
= 20)10020)3 [[1([2 — [3) + Ig([g — Il) + [3([1 — 12)} = O (421)

Das heisst, dass sich & nur entlang einer geschlossenen eindimensionalen
Trajektorie bewegen kann, die der Schnitt zweier koaxialer Ellipsoide ist, die durch
T = const und ||S]| = const definiert sind. Selbiges gilt mit S = & natiirlich auch
fiir die Trajektorie des Drehimpulsvektors S , wobei einer der Ellipsoide hier eine
runde Sphére ist.

Elliptische Funktionen. Wir wollen hier kurz die allgemeine Losung der
Eulerschen Gleichungen présentieren. Sie lautet

wy = ¢y sn(At + P k),
wo = coen( At + 9 k),
ws = cgdn(\t + s k). (4.22)
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Die speziellen Funktionen sn, cn und dn heissen Sinus, Cosinus bzw. Delta
amplitudinis. Die Koeffizienten ¢;, die Frequenz \, die Phase 1 und der elliptische
Modul k miissen dabei drei Gleichungen erfiillen, so dass drei wahlbare
Anfangsbedingungen fiir & iibrigbleiben.

Diese Jacobischen elliptischen Funktionen sind eine gewisse Verallgemeinerung der
trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus, die man im Grenzfall £ = 0
erhélt. Beide Klassen von Funktionen zeigen ein dhnliches Schwingungsverhalten
auf der reellen Achse, die elliptischen Funktionen besitzen allerdings zwei
Periodizitédten in der komplexen Ebene anstelle der alleinigen 27-Periodizitat der
trigonometrischen Funktionen.! Das Verhiltnis dieser Perioden wird durch den
Modul £ bestimmt. Weiterhin erfiillen sie zwei quadratische Beziehungen, die die
quadratische Beziehung zwischen Sinus und Cosinus verallgemeinern

) =1,

)2 =1.

In unserem Fall werden beide Relationen bendtigt um zu garantieren, dass die
kinetische Energie und der Gesamtdrehimpuls erhalten sind.

sn(v; k)* + en(y; k
E?sn(¢y; k)? + dn(y; k (4.23)

Weiterhin sind die elliptischen Funktionen und die zugehorigen elliptischen
Integrale eine sehr interessante Klasse mathematischer Funktionen, die &usserst
reich an diversen und teils recht komplexen Beziehungen ist, und die in vielen
Problemen der theoretischen Physik auftreten.? * Wir kénnen aber leider in diesem
Kurs nicht ndher auf sie eingehen. Eine einfache analytische Behandlung des
Kreisels ist demnach nur in Spezialfillen moglich; wir wollen etwas spéater zwei
davon beschreiben.

Konstruktion von Poinsot. Die Bewegungen des freien Kreisels zur Energie T’
und zum Drehimpuls L kann man mit der Konstruktion von Poinsot mittels zweier
abstrakter geometrischer Objekte darstellen.

Ellipsoid
(4.24)

!Die zweite Periodizitét lisst sich fiir physikalische Systeme oft so verstehen, dass man die
Bewegungsgleichungen mittels einer imaginéren Zeitkoordinate ¢ = i7 schreibt. Wenn die
resultierenden Gleichungen wieder Schwingungen beschreiben, gibt es demnach auch eine
Periodizitédt in imaginérer Zeit.

2Das schwere Pendel 1§ = —gsin 6, hat als exakte Losung 6(t) = 2am(\t + ) mit der
elliptischen Amplitudenfunktion am, welche iiber die Beziehungen sin am(v; k) = sn(¢; k) bzw.
cosam(v; k) = cn(y; k) definiert ist.

30ft werden die elliptischen Funktionen durch elliptische theta-Funktionen bzw. verwandte
Weierstra3-Funktionen ausgedriickt, die nicht-triviale Periodizitéiten in der komplexen Ebene
aufweisen.
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Wir betrachten dazu zum einen das korperfeste Tragheitsellipsoid, das durch eine
quadratische Gleichung beschrieben wird

FTR'IRT = i Ij = 2T. (4.25)

Die Losungen der Gleichung stellen die Menge aller energetisch erlaubten
Winkelgeschwindigkeiten & dar.* Zum anderen definieren wir eine raumfeste Ebene
mittels

L-#=8=2T. (4.26)
Fiir jeden Rotationszustand R schneiden sich diese Objekte in genau einem Punkt:
Sei ¢/ ein beliebiger Punkt der raumfesten Ebene. Wir rechnen dann

JIj=(F—3)I1(§—3)+ 2015 — 31
= (§— &) I(§ — &) + AT — 2T > 2T, (4.27)

wobei Gleichheit nur fiir = & gilt. Die raumfeste Ebene ist daher die
Tangentialebene des Trégheitsellipsoids im Punkt ¢ = &. Da & die instantane
Drehachse ist, ist der Beriihrungspunkt des Ellipsoids im Inertialsystem in Ruhe

7= Ry = R(@x7) = 0. (4.28)

Das bedeutet, dass im Inertialsystem das Ellipsoid auf der Ebene abrollt ohne zu
gleiten.

Permanente Rotationen. Eine einfache Losung der Eulerschen Gleichungen
(4.18) ist dadurch gegeben, dass der Kreisel um eine seiner Hauptachsen rotiert.
O.B.d.A. nehmen wir an, dass er um die y-Achse mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w° rotiert

& = (0,0,wp). (4.29)

Um die Stabilitét dieser Losung zu untersuchen, betrachten wir in linearer
Néaherung & = (w1, ws, wo + ws), d.h. wir behalten nur lineare Terme in den kleinen
Grossen wq, ws, ws. In dieser Approximation lauten die Eulerschen Gleichungen
(4.18)

Iy = (I3 — I3) wo wo,
Lywy = (I3 — ) wo wy,

Die letzte Gleichung besagt, dass w3 konstant ist. Die beiden verbleibenden
Gleichungen lauten in Matrixform

(Z;) N <°J0(13 £)11)/12 alk 613)/]1> <Z;) ' (4.31)

4Die Losungen Z bzw. 7 dieser Gleichung gehoren zum Vektorraum der
Winkelgeschwindigkeiten und tragen die Einheit s~!. Wir betrachten hier einen inertialen und
einen korperfesten Vektorraum, deren Koordinaten Z bzw. ¢ wie gewohnt iiber die Relation
i = RZ in Beziehung stehen. Mann kann die Objekte auch durch Skalierung mit einer
Konstanten o der Dimension ms in die entsprechenden Positionsrdume iiberfiihren.
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Die Eigenwerte £\ der Matrix lauten

Iy — I (I3 — I
2~ Is)Us = 1) w2, (4.32)
1,1,

o

und sie sind daher entweder beide reell oder beide rein imaginér. Der erste Fall
tritt ein, falls I3 zwischen I, und I, liegt. Dann hat die linearisierte
Bewegungsgleichung exponentiell wachsende Losungen, d.h. die Rotation ist
instabil. In den iibrigen Féllen ist A\? < 0, die Eigenwerte sind rein imaginir und
die Losungen beschrénkt. Dies bedeutet, dass nur zwei der drei Hauptachsen
stabile permanente Rotationen aufweisen, namlich jene mit dem kleinsten und dem
grossten Haupttriagheitsmoment.

Wir kénnen dieses Resultat auch geometrisch jenseits der linearen Néherung
verstehen. Wie wir oben gesehen haben, sind die kinetische Energie T und der
Drehimpulsbetrag S := ||S|| erhalten. Damit ist die Trajektorie des Vektors S
gegeben durch den Schnitt des Trigheitsellipsoids mit Halbachsen +/27'I; mit der
Drehimpulssphéare vom Radius S

T:Z% §2:253. (4.33)

In den folgenden Diagrammen sind die Schnittkurven bei fester Energie T fiir den
Fall I; > I, > I3 aus der Perspektive der drei Hauptachsen dargestellt.

Die Trajektorien in der Umgebung der Hauptachsen €; und €3 umkreisen diese,
d.h. S bleibt in deren Nihe. Die Trajektorien in der Umgebung der Hauptachse é;
hingegen umkreisen in Wirklichkeit eine der beiden anderen Hauptachsen. Sie
entfernen sich also zunéchst von é5, kehren allerdings nach einiger Zeit wieder
dorthin zuriick, was eine Konsequenz der Beschrénktheit von S ist.

Der freie symmetrische Kreisel. In dem besonderen Fall eines symmetrischen
Korpers ist das Tragheitsellipsoid ein Rotationsellipsoid, d.h. zwei der drei
Haupttriagheitsmomente sind gleich; 0.B.d.A. sei I; = I. Die Eulerschen
Gleichungen vereinfachen sich fiir den symmetrischen Kreisel dann zu

@1 = —w' Wa,
LZJQ = CL), w1,
w3 =0 (4.35)
mit der Definition
W= fs = I ws. (4.36)
I



Die letzte Gleichung impliziert, dass ws konstant ist, und damit ist auch «’
konstant. Die Losung der Differentialgleichung fiir w; und wy lautet dann

wi (t) + tws(t) = (w1(0) + iw2(0)) et (4.37)

Der Vektor & dreht sich also um die Symmetrieachse des Korpers €3 mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w’.

Die gesamte Winkelgeschwindigkeit & = (wy, ws, w3) ist daher dem Betrag nach
konstant und prézessiert um die y3-Achse. Das passt insbesondere mit der
geometrischen Beschreibung geméss der Konstruktion von Poinsot zusammen. Die
durch ' parametrisierte Prézession erfolgt relativ zu den Korperachsen, die sich
selbst mit der grosseren Frequenz & im Raum drehen. Das Verhiltnis von w’ zu
||&J]| ist um so kleiner, je kleiner die Differenz zwischen I; und I3 ist.

Man sollte erwarten, dass die Drehachse der Erde diese Prézession ausfiihrt, denn
die von aussen auf die Erde wirkenden Drehmomente sind so schwach, dass die
Rotationsbewegung als kréftefrei angesehen werden kann. Die Erde ist
symmetrisch um die Polachse und an den Polen leicht abgeplattet, so dass [;
kleiner als I3 ist. Das numerische Verhéltnis der Trégheitsmomente betrégt etwa

L =13 1
~ —0.0033 ~ — —. 4.38
I 300 ( )
Die Periode der Prézessionsbewegung betrégt daher
2 2 1
T=""2"_ 1 ~300Tage. (4.39)

W wsy I3 — I
Ein Beobachter auf der Erde sollte deshalb feststellen, dass die Rotationsachse im
Lauf von 10 Monaten einen Kreis um den Nordpol beschreibt. Etwas, das einem
solchen Phénomen ungefidhr dhnelt, ist tatsidchlich beobachtet worden. Die
Amplitude der Prézession ist sehr klein, die Drehachse wandert niemals mehr als
etwa 4.5m vom Nordpol weg. Die Bahn ist aber vollig unregelméssig, und die
Grundperiode scheint annédhernd 427 Tage und nicht 300 Tage zu sein. Die
Fluktuationen werden kleinen Verschiebungen der Massenverteilung auf der Erde
zugeschrieben, wie sie etwa durch atmosphérische Bewegungen hervorgerufen
werden, wahrend der Unterschied in der Periode von der Tatsache herriihrt, dass
die Erde nicht vollsténdig starr ist, sondern die elastischen Eigenschaften eines
Materials wie Stahl hat.®

4.3 Euler-Winkel

Bislang haben wir den kréftefreien Kreisel diskutiert, und dort nur die Evolution
des Drehimpulses S bzw. des Drehvektors . Im Folgenden wollen wir den Einfluss

5Die kriftefreie Préizession der Erdachse darf nicht mit ihrer langsamen Prizession um die
Normale zur Ekliptik verwechselt werden. Diese astronomische Prézession rithrt von
Graviationskréften der Sonne und des Mondes her, die in der obigen Diskussion als
vernachlassigbar angesehen wurden. Diese Annahme ist berechtigt, da die Periode dieser
astronomischen Prézession mit 26’000 Jahre sehr gross ist.
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externer Kréfte diskutieren. Da diese gerichtet sind, benétigen wir nun die
momentane Ausrichtung des starren Korpers explizit. Sie wird durch ein Element
der Gruppe SO(3) beschrieben. Eine geschickte Beschreibung einer solchen
Rotation ist durch die sogenannten Euler- Winkel gegeben, die nun diskutiert
werden sollen.

Wir verbinden mit dem starren Korper ein kérperfestes kartesisches Bezugssystem,
dessen Koordinaten wir mit ¢ bezeichnen, wobei ¢ = 0 einen bestimmten Punkt
des starren Korpers bezeichnet, z.B. den Schwerpunkt. Dem stellen wir ein
Inertialsystem mit kartesischen Koordinaten & gegeniiber. Fiir eine reine Rotation
nehmen wir an, dass der Punkt ¢ = 0 dem Punkt & = 0 entspricht. Die Beziehung
zwischen den Koordinaten ist demnach linear und lautet

7= Ry, (4.40)

wobei R € SO(3) die Lage des starren Korpers angibt. Fiir SO(3) kann man die
Euler-Winkel (¢, ¥, 1) als Koordinaten verwenden: Das korperfeste Bezugssystem
geht aus dem Inertialsystem durch die Folge von drei Drehungen hervor:

e cine Drehung um die x3-Achse mit Winkel ¢,

e eine Drehung um die K-Achse mit Winkel 9,

e eine Drehung um die y3-Achse mit Winkel .
I3, é;o

Y3, €

(4.41)

» 12

Hierbei ist die sogenannte Knotenlinie K das Bild der x;-Achse unter der ersten
Drehung. Die totale Drehung R ist dann parametrisiert durch

R = R(p,9,%) = Rs(0) Ry (9) R () (4.42)

mit den Rotationsmatrizen

cosp —sing 0
Rs(p) = | sinp cose 0],

0 0 1
1 0 0
Ri(¥)= [0 cost) —sind |. (4.43)
0 sind cos?

Die entsprechende Karte von SO(3) ist das Gebiet

{(1,9,9);0 <0 <7, 0< g, < 21}, (4.44)
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Fiir die Dynamik ist es noch wichtig zu verstehen, wie sich Anderungen der
Euler-Winkel zum Drehvektor & beitragen. Mit dem Ansatz

G=pE,+08 +1é, (4.45)

sind die Koeffizienten €, €y und €, jeweils Einheitsvektoren, die die Drehachsen
im korperfesten Bezugssystem fiir Anderungen der Euler-Winkel ¢, 9 bzw. v
beschreiben. Per Konstruktion sind dies die x3-Achse, die K-Achse bzw. die
ys-Achse. Demnach ist €, der Einheitsvektor in der ys-Richtung und fiir die
anderen Vektoren erhiilt man die Ausdriicke®

é;b == 53,
€y = coSY €] — siny €y,
€, = sinvsin €; + sin 1 cos Y €, + cos ¥V es. (4.46)

Fiir die resultierende Winkelgeschwindigkeit finden wir in Komponenten

¢sinﬁsinw+19_cosw
W= |¢sindcosp —dsiny | . (4.47)
pcost +

4.4 Der schwere symmetrische Kreisel

Das andere wichtige Beispiel ist schwere Kreisel, d.h. der Kreisel, der in einem
homogenen Schwerefeld an einem ausgezeichneten Punkt aufgehéngt ist. Im
Folgenden betrachten wir den Fall des symmetrischen Kreisels, d.h. wir nehmen
an, dass I; = I,.7 Dieses Problem ist vollstéindig integrabel.

Bewegungsgleichungen. Als Lagekoordinaten beniitzen wir die Euler-Winkel
(p,0,), sieche Abbildung (4.41). Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt Y
auf der Symmetrieachse

Y =& = 1, (4.48)

wobei wir 0.B.d.A. [ > 0 wahlen. Wir wéahlen das inertiale Bezugssystem so, dass
das Schwerefeld entlang der x3-Achse vertikal nach unten zeigt, F, = —mgés. Im
korperfesten Bezugssystem gilt also ﬁy = —mge,, und mit der Beziehung

€y X €, = —sinv €y betragt das Drehmoment

—

M, = ?xﬁy = —mgl €y xe, = mglsind €. (4.49)

Die Bewegungsgleichungen lassen sich mit S = I& durch den Drehimpulssatz (4.5)
ausdriicken

%S: M, — xS, (4.50)
6Man beachte, dass €y orthogonal zu €, und €y, ist, aber die letzteren beiden sind nicht
orthogonal zueinander. Weiterhin spannen die drei Vektoren den gesamten Raum auf, es sein
denn ¥ = 0, 7.
"Der symmetrische Kreisel beinhaltet als Grenzfall I3 = 0 das schwere Pendel. Wir wollen hier
aber davon ausgehen, dass I3 > 0.
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Erhaltungsgrossen. Zur Integration der Bewegungsgleichungen lohnt es sich,
zunéchst die Erhaltungsgrossen herzuleiten.

Das System ist offensichtlich zeitunabhéngig und damit ist die Gesamtenergie
erhalten
E=T+V. (4.51)

Die kinetische Energie T' = [ (W? + w?) + %Igwg berechnet sich zu
T =1L(¢° sin219+192) +%Ig(¢+gbcosﬁ)2. (4.52)
Das homogene Schwerefeld ergibt die potentielle Energie

V = mgl cos . (4.53)

Die Schwerkraft bricht zwar die Rotationssymmetrie im Raum, Rotationen in der
horizontalen Ebene bleiben aber als Symmetrien erhalten. Somit ist zumindest der
Drehimpuls L3 in vertikaler Richtung erhalten. Zudem ist der Kreisel symmetrisch
um die y3-Achse, was zu der weiteren Erhaltungsgrosse Ss fithrt. Wir kénnen diese
als Projektionen S, := €,- S = Lsund Sy = €y S = S3 des Drehimpulses auf die
Vertikale e, bzw. auf die Symmetrieachse €, schreiben

S, = €,16 = Lipsin® I + I5(th + ¢ cos ) cos ¥,
Sy = €y = I3(1) + pcos ). (4.54)

Man kann sich mit den Relationen €,-€y = €-€y = éw = €¢-(LU><§) = 0 sowie
€, = —Wxé, und dem Drehimpulssatz (4.5) leicht iiberzeugen, dass die obigen
Grossen in der Tat erhalten sind.

Integration der Bewegungsgleichungen. Wir haben drei Erhaltungsgréssen
fiir ein System mit drei Freiheitsgraden gefunden. Das Problem lésst sich durch
Betrachtung der Erhaltungsgrossen vollsténdig 16sen und ist damit integrabel. Aus
der Drehimpulserhaltung (4.54) folgt

Sy S, — Sy cos
Y — e R R 4.55
¢+SDCOS ]3 14 11S111219 ( )
Einsetzen in die Energieerhaltung (4.51) liefert
Si L iy, (S, — Sycosd)?
Boopo2t g e Spcost) s, (4.56)

2I; 2 21, sin® ¥

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Nutationsbewegung 9(t)
(Nickbewegung).

Um sie zu 16sen, fithren wir die Variable u := cos ¢ ein. Mit @ = — sin ¢ Y findet
man dann die Differentialgleichung

w? = f(u), (4.57)



mit dem Polynom

fu) :=2(e —yu)(1 = v®) = (a — fu)’® (4.58)

und der positiven Konstanten v > 0 sowie den skalierten Erhaltungsgrossen ¢, o, 3
mgl E S, Sy

= — = — = — = 4.59

Man beachte, dass u = cos? nur fiir u € [—1, +1] definiert ist. Da die linke Seite
positiv ist, 42 > 0, ist die allgemeine Losung weiterhin auf das Gebiet beschriinkt,
fiir welches f(u) positiv ist; dort lautet sie implizit

t(u) — t(uo) :i/u (;?;/) .

Die Funktion ¢(u) ist damit ein elliptisches Integral, dessen Umkehrfunktion eine
elliptische Funktion ist. Man kann jedoch die allgemeine Natur der Bewegung
verstehen, ohne das Integral tatséichlich ausfithren zu miissen.

(4.60)

Die Funktion f(u) ist ein Polynom dritten Grades. Die Wurzeln dieses kubischen
Polynoms entsprechen den Winkeln, fiir die ¢ sein Vorzeichen &ndert, d.h. den
Umkehrpunkten von 9(t). Fiir grosse u ist 2yu® der dominierende Term; da v > 0,
ist f(u) positiv fiir grosse positive u und negativ fiir grosse negative wu.

fu)
PN -~ (4.61)

An den Punkten v = +1 findet man mit f(u) = —(a F 3)? immer negative Werte.®
Demnach muss mindestens eine der Wurzeln in dem Gebiet u > 1 liegen, das keinen
reellen Winkeln entspricht. Wie wir oben gesehen haben, findet die Bewegung in
dem Bereich statt, in dem f(u) nichtnegativ ist, und dieses Intervall muss fiir einen
physikalischen Kreisel in dem Bereich reeller Winkel liegen.” Das Polynom f(u)
muss also zwei Wurzeln u; < uy haben, die im Intervall [—1, +1] liegen.

Seien nun u; und uy die Nullstellen von f(u), also die Umkehrpunkte der
Nutationsbewegung. Letztere ist damit periodisch mit der Periode

2 du
T, = . 1,
! 2/1“ f(u) (462

Mithilfe der Drehimpulserhaltung (4.55) kann man aus einer Losung fiir
u(t) = cos¥(t) dann auch ¢(t) und ¢ (t) bestimmen. Es gilt

a— fu d}:ﬁﬂ_u(a—ﬁu)

1 —u?’ I 1—u?

¢ = (4.63)

8Wir schliessen zunichst den Fall aus, dass « = £1 eine Wurzel ist.
9Diese Tatsache entspricht einer unteren Schranke fiir den Energieparameter ¢.
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und daher haben die Winkelgeschwindigkeiten ¢ (t) und t(t) dieselbe Periode Tj.
Durch Integration finden wir, dass ¢(t) in jeder Periode Ty um den folgenden

Betrag zunimmt
“ o du a-—pfu

uy \/f(u) 1—u?”

Die lineare Zunahme von ¢ wird allerdings durch eine Ty-periodische Funktion
moduliert. Die mittlere Zeit fiir eine volle Prézession der Figurenachse um die
Vertikale betragt 2nTy/Ap. Entsprechendes gilt auch fiir ¢(t).

Ap =2 (4.64)

Locus der Figurenachse. Wir wollen die Bewegung der Figurenachse (1, ¢)
konkreter beschreiben wobei wir den Rotationszustand v ausser acht lassen wollen.
Es ist iiblich, die Bewegung des Kreisels zu beschreiben, indem man die
Schnittkurve der Figurenachse mit der Einheitssphére um den festgehaltenen
Punkt auftrigt. Diese Kurve wird der Locus der Figurenachse genannt. Der Locus
ist somit die Trajektorie der zwei Euler-Winkel (9, ¢),'° mit der wir insbesondere
die Nutation und die Préazession illustrieren konnen.

Wie wir oben gesehen haben, verlduft der Locus zwischen den zwei begrenzenden
Breitenkreisen vy = arccosu; und ¥ = arccos us. Die Gestalt der Locuskurve ist
im Wesentlichen durch den Wert der Wurzel des Faktors o — fu in der
Differentialgleichung fiir ¢ bestimmt, die wir mit u4 bezeichnen wollen,

(4.65)

(4.66)

Im Fall uy > us liegt uy ausserhalb des physikalischen Intervalls von u; bis us.
Dann wird ¢ per Konstruktion fiir die erlaubten Neigungswinkel zwischen vy und
Y9 immer das gleiche Vorzeichen haben. Deshalb muss der Locus der Figurenachse
die begrenzenden Kreise so beriihren, dass ¢ die gleiche Richtung fiir ¢J; und v»
hat. Da ¢ monoton in der einen oder anderen Richtung anwéchst, sagt man, die
Achse des Kreisels prdzessiert um die vertikale Achse. Die Prézession ist aber
weniger regulér als im kréftefreien Fall, denn zusétzlich zum Umlauf schwankt die

0Der dritte Winkel ¢ beschreibt lediglich die Rotation des Kreisels um seine eigene
Symmetrieachse.
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Figurenachse zwischen den Grenzwinkeln ¢; und 1J5 hin und her; der Kreisel fiihrt
wahrend der Prézession Nutationen aus.

Liegt hingegen u4 zwischen u; und us, dann ist die Richtung der Prézession an den
zwei Begrenzungskreisen gegensétzlich, und der Locus der Figurenachse weist
Schleifen auf. Im Mittel wird ¢ jedoch im allgemeinen nicht verschwinden, so dass
stets eine effektive Prézession in der einen oder anderen Richtung bleibt.

Es kann auch vorkommen, dass u, mit der Wurzel uy von f(u) zusammenféllt. Am
oberen Begrenzungskreis muss dann sowohl ¢ als auch ¢ verschwinden. Dies
bedeutet, dass der Locus Spitzen hat, die den Kreis beriihren. Auch wenn dieser
Fall singulér ist, entspricht er recht natiirlichen Anfangsbedingungen: Dabei
versetzt man den Kreisel um die festgehaltene Figurenachse in Drehung. Zu einem
Zeitpunkt ¢ = 0 {iberlédsst man die Achse den Kriften der Gravitation, woraufhin
sie beginnt, nach unten zu kippen. Explizit lauten die Anfangsbedingungen

9(0) = 95 sowie ¥(0) = ¢(0) = 0, welches genau die obigen Eigenschaften einer
Spitze sind.

Der schnelle Kreisel. Fiir den Fall des schnellen Kreisels kann man auch
konkrete quantitative Aussagen machen. Von einem schnellen Kreisel spricht man,
falls die kinetische Energie der Rotation gross ist relativ zur maximalen Anderung
der potentiellen Energie, .

1I59% > 2mgl. (4.67)
Die Wirkung der Gravitationsmomente, ndmlich die Prézession ¢ und die sie
begleitende Nutation ¥, sind dann nur kleine Stérungen der vorherrschenden
Rotation w des Kreisels um seine Figurenachse

ol [9] < 191, (4.68)

Um diese Bewegungen konkret auszurechnen, miissen wir zunéchst verstehen, wie
die Parameter ¢,~, a, § fiir einen schnellen Kreisel zu wéahlen sind. Die erste
Drehimpulsrelation (4.55) besagt in unserem Fall

S I
¢z¢+<pcosﬁ:&:—l

L= (4.69)

Die Relation des schnellen Kreisels (4.67) impliziert dann
B> 7. (4.70)

Die zweite Drehimpulsrelation (4.55) lautet

. Sy —Sycosd  a—fPu
I sin” ¢ 1—u

(4.71)

Damit auch hier |p| < || zutrifft, muss |a — Bu| < |B| fiir alle Zeiten gelten. Dies
ist nur dann moglich, wenn u auf einen kleinen Bereich beschrankt ist,

U =ug— 0 <u<ug+o0=u (4.72)
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und es gilt

D.h. der schnelle Kreisel ist auf einen engen Winkelbereich um 19y = arccos ug
eingeschriinkt.!! Die Breite des Bereichs ist noch wihlbar, und wir driicken die
Konstante 6 mit einem geeigneten kleinen Faktor aus

§:= % (1 —ud)k, (4.74)

wobei k ein einstellbarer Parameter ist.!? 3

- v wufﬁ § (4'75)

Wir haben nun das Polynom f(u) durch die Werte der vier wéhlbaren Parameter
v, B, up und s implizit festgelegt. Wir konnen also prinzipiell durch
Koeffizientenvergleich nach den beiden Parametern o und € auflésen. Allerdings ist
die Beziehung ein léngliches quadratisches Gleichungssystem, und es gibt es zwei
Losungen.' Eine von ihnen ist die gesuchte Losung mit langsamen ¢, in der
anderen bewegt sich ¢ #hnlich schnell wie ¢. Fiir den schnellen Kreisel mit 3% > v
kénnen wir die Losung fiir o und ¢ als Potenzreihe in /3% ausdriicken, die
Entwicklung lautet dann®®

a:ﬁuo+%(1—ug)—|—...,

2
~
6:7u0+2—62(1—u3)(1—|—/{2)+.... (4.76)

Wir kénnen jetzt die Nutationsbewegung bestimmen. Sie spielt sich in dem
Intervall zwischen u; und us ab. Wir bilden dieses Intervall mittels der skalierten
Variable x auf das Intervall von —1 bis +1 ab

u=uy+ 0. (4.77)

"Die dritte Wurzel des Polynoms f(u) kénnen wir durch Vergleich der expliziten Form (4.58)
mit der faktorisierten Form f(u) = 2y(u — u1)(u — uz)(u — uz) von f(u) erhalten; sie ist mit
u3 ~ (32/27 sehr gross.

2Der zusitzliche Faktor (1 — ug) erweist sich spéter als bequem.

13Wir nehmen an, dass & ~ (52/7)° endlich ist. In den resultierenden Ausdriicken kénnen wir
aber auch x numerisch gross oder klein wihlen oder gar eine andere kleine reelle Potenz von 32/
ansetzen.

1Die Existenz einer zweiten Losung hiingt damit zusammen, dass das Polynom f(u) die
Symmetrien (a, 3,¢) — (3, a, e + 32 — a?) sowie (o, ) — (—a, —3) aufweist. Zu jedem Polynom,
welches die Bewegung von 9 beschreibt, gibt es somit vier mogliche Bahnen fiir ¢ und .

5Diese Ausdriicke folgen durch Entwicklung der Losung einer quadratischen Gleichung oder
durch Ansatz einer Potenzreihe und Koffizientenvergleich in der quadratische Gleichung.
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Das Polynom lautet dort f(ug+ 6 z) &~ $%6*(1 — %), und damit die
Differentialgleichung
it =21 =2+ ... (4.78)

Diese ldsst sich mit der Anfangsbedingung z(0) = 1 leicht integrieren zu
x(t) = cos(fBt) + .. .. (4.79)

Dies entspricht u(t) = ug + 0 cos(8t) + ..., bzw.

I(t) = Vo + @ " sin v, cos(ft) +.... (4.80)

Die Frequenz der Nutation betrégt also
wyg=0+.... (4.81)

Zum Vergleich schreiben wir die (mittlere) Frequenz der Rotation

T
c%:¢:i6+m, (4.82)

beide sind also proportional mit dem Verhéltnis der Haupttrigheitsmomente als

Proportionalitédtsfaktor
I3
Wy = ]—1 w
Weiterhin sehen wir, dass die Amplitude der Nutation umso kleiner ist, je schneller
sich der Kreisel dreht.

(4.83)

Zuletzt betrachten wir noch die Prézession. Die Differentialgleichung fiir ¢ lautet

a—fBu _ 85 k1 — cos(Bt)

1—u? 1—ud

o= T (4.84)

was wir direkt integrieren kénnen zu

J
o(t) = o + Kj(lﬁ— u%) t— = sm(ﬁt)
= @y + %t e sm(ﬁt) (4.85)

Die Prazessionsgeschwindigkeit ist deshalb nicht konstant, sondern dndert sich
harmonisch mit der Zeit. Die mittlere Préazessionsfrequenz betragt
v mgl  mgl

w@:B_[gwlp C Lwy

(4.86)

Sie ist also umgekehrt proportional zur Rotationsgeschwindigkeit. Die
Schwankungen in der Prézession finden, wie bereits zuvor bemerkt, mit der
gleichen Frequenz wie die Nutation statt. Weiterhin sind auch ihre Amplituden mit
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dem Faktor sin ¢y proportional zueinender, und ihre Phasen um 90° zueinender
verschoben. 1

Je rascher sich der Kreisel dreht, um so kleiner ist die Nutation, um so grésser wird
jedoch die Nutationsfrequenz, wihrend die Prézession um die Vertikale langsamer
wird. In der Praxis wird die Nutation eines hinreichend schnellen Kreisels durch
die Reibung am Auflagepunkt geddmpft, und man kann sie nicht beobachten. Der
Kreisel scheint dann gleichformig um die vertikale Achse zu prézessieren.

Gleichmaissige Préazession. Es ist interessant, genau zu bestimmen, welche
Anfangsbedingungen zu einer gleichméssigen Prizession mit konstantem ¢ fiihren.
Dies ist genau dann der Fall, falls der Winkel 9(¢) = 9y konstant ist. Dieser Fall
lasst sich leicht durch direkten Ansatz l6sen. Man erhélt dann aus den
Bewegungsgleichungen eine Beziehung zwischen Rotationsfrequenz wy,
Prazessionsfrequenz w,, und Winkel ¥

Tswy, (wy + wy, cosvy) — Ilwi cos g — mgl = 0. (4.87)

Selbige Relation kénnen wir aber auch aus der obigen Behandlung mittels des
Polynom f(u) in (4.58) herleiten. Dort miissen die beiden Wurzeln w; und wus
zusammenfallen; dann ist ug := u; = us auch eine Nullstelle von f’(u),

27(1 — ud) + 4(e — yuo)ug — 26(a — Bug) = 0. (4.88)
Ausserdem gilt natiirlich auch f(ug) = 0,

2(e — yup) = (0‘1__—/5%0)2 (4.89)

und daher folgt

2

g B a— Bug a — PBug v 5 2

ug  up 1—ud +<1—u%) U uow@—i—w@ (4.90)
Dies ist dieselbe Bedingung wie oben.
Fiir gegebene w, und 9y gibt es zwei Losungen fiir w,,

I3wy 1 1 (I3 — I)mgl cos Jo
=— == 4.91
We (Ig-[ﬂCOSﬁO [2 \/4 + [gwi ’ ( )

die man die schnelle und die langsame Prézession nennt. Hier ist offensichtlich

w, = 0 nur dann eine Losung, falls die Rotationsfrequenz wy, — oo unendlich wird.
Um eine gleichférmige Prézession ohne Nutation zu erhalten, miissen wir also zu
Beginn dem Kreisel einen geeigneten horizontalen Stoss geben. Weiterhin erhélt
man fiir den schnellen Kreisel mit langsamer Prézession die inverse Relation

Wy = mgl/Izwy.

16Wenn man die mittlere Priizession herausrechnet, beschreibt die Nutation niherungsweise
einen Kreis auf der Einheitssphére.

4.17



Aufrechte Anfangsbedingungen. Ein weiterer interessanter Spezialfall tritt
auf, falls u = 1 eine der Wurzeln von f(u) ist. Nehmen wir also an, der rotierende
Kreisel sei am Anfang vertikal aufgestellt, ¥y = 0. Dann ist natiirlich S, = Sy da
am Anfang die Vertikale mit der Figurenachse iibereinstimmt, und daher o = 3. In
diesem Fall ist u = 1 eine Wurzel von f(u). Da weiterhin am Anfang 9 =0, gilt
ausserdem E’ = mgl, und daher auch ¢ = ~,

mgl Sy
— = = 8==¥, 4.92
e=v=7-, a=f=7 (4.92)
In diesem Fall hat f(u) die faktorisierte Form
flu) = (1—u)*(2y(1+u) — %), (4.93)
und u = 1 ist eine doppelte Wurzel. Die dritte Wurzel ist gegeben durch
62
=——1 4.94
s =5 (4.94)

Falls 32 > 4+, dies entspricht der Bedingung fiir einen recht schnellen Kreisel, ist
ug > 1 und die Achse kann sich nicht von « = 1 entfernen: In diesem Fall dreht
sich der Kreisel lediglich um seine Vertikale.

/ f(u)

+1\/ “ (499)

Wenn andererseits % < 4+ ist, dann ist uz < 1, und f(u) ist nichtnegativ in dem
Bereich us < u < 1. Der Kreisel nutiert dann zwischen ¢ = 0 und 9 = ¢5.

f(w)
/\ / (4.96)
/ 1 "

Es gibt also eine kritische Winkelgeschwindigkeit w’,

2
W = —/mgll, (4.97)
I3

oberhalb der nur eine vertikale Bewegung moglich ist. Wenn die Drehachse des
rotierenden Kreisels anfangs vertikal steht und er sich mit der
Winkelgeschwindigkeit ws > w’ dreht, so wird er sich in der Praxis fiir eine Weile
weiter nur um die Vertikale drehen (schlafender Kreisel). Durch Reibung wird die
Frequenz der Rotation jedoch allméhlich unter den kritischen Wert gebracht, und
der Kreisel beginnt dann in immer grosserem Masse zu taumeln, wéhrend er
langsamer wird.
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5 Spezielle Relativitidtstheorie

Die spezielle Relativitatstheorie (SRT) ist eine physikalische Theorie iiber die
Bewegung von Korpern und Feldern in Raum und Zeit. Sie wurde von Einstein im
Jahr 1905 veroffentlicht und erweitert das Galileische Relativitéatsprinzip zum
speziellen Relativitatsprinzip.

5.1 Die Spezielle Relativitidtstheorie

Die Urspriinge der speziellen Relativitédtstheorie liegen in der Elektrodynamik.
Man kann sogar sagen, dass die Entwicklung der Maxwell-Gleichungen mit ihrer
Vereinigung von Elektrizitdt, Magnetismus und Optik uns gleichermassen die
spezielle Relativitatstheorie aufgezwungen hat. Wichtige Pioniere dieser
Entwicklung waren Lorentz und Poincaré, aber es war Einstein, der die
Verallgemeinerung des zu Grunde liegenden Prinzips auf alle Phdnomene der
Physik erkannte und die weitreichenden Konsequenzen des zweiten Postulats
verstand.

Das Gesetz der Lichtausbreitung. Aus den Maxwell-Gleichungen folgt, dass
sich ein Lichtsignal mit einer festen Geschwindigkeit ¢ isotrop in alle
Raumrichtungen ausbreitet. Das Gesetz der Lichtausbreitung besagt somit, dass
die Ereignisse (t1, 1) und (tq, Z2) der Erzeugung und des Empfangs eines
Lichtsignals (auf direktem Weg) wie folgt in Beziehung stehen

Hfg—fl” :C(tg—tl) (51)

Dieses Gesetz erscheint zwar plausibel, ist aber im Konflikt mit dem Galileischen
Relativitatsprinzip als einem der grundlegenden Postulate der Mechanik: Es ist
zwar invariant unter Euklidischen Transformationen, aber nicht unter den
speziellen Galilei-Transformationen, die zwei relativ zueinander bewegte
Inertialsysteme verkniipfen. Zum Beispiel beschreibt ||Z|| = ¢t die Front einer vom
Ursprung (0, 6) ausgehenden Lichtwelle. Unter der speziellen
Galilei-Transformation

t'=t, ¥ =7t (5.2)

Y

behilt das auslosende Ereignis die Koordinaten (0,0), aber die Wellenfront zur
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Zeit t = ' wird zur Kugel ||#’ + 0t'|| = ¢’ mit Zentrum —ot':

4

f
\

Dieser Effekt wére natiirlich nicht nur fiir Licht zu erwarten, sondern fiir jede Art
von Welle. Im Fall mechanischer Wellen irritiert uns der Umstand nicht weiter,
dass die Wellenausbreitung nicht Galilei-invariant ist, denn Wellen breiten sich
typischerweise in einem Medium aus. Zum Beispiel propagieren Wasserwellen im
Wasser, und das einfache Gesetz der Wellenausbreitung gilt nur in dem
Inertialsystem, in dem das Medium ruht. Es war daher natiirlich zu postulieren,
dass auch das Licht in einem Medium propagiert, das man den Ather nannte.
Nach allem, was man iiber Licht wusste, miisste der Ather iiberall sein; er miisste
vernachlissigbare Dichte haben und vernachlassigbare Wechselwirkungen mit der
iibrigen Materie besitzen.

(5.3)

—ut!

N

Diese Atherhypothese wiirde insbesondere implizieren, dass sich die
Elektrodynamik in wesentlicher Weise von der Mechanik unterscheidet: Es wird ein
bevorzugtes Inertialsystem benétigt, in dem der Ather ruht, und in dem daher das
Gesetz der Lichtausbreitung (5.1) gilt. Diese Hypothese ist jedoch unbefriedigend,
da die einzige Rolle des Athers darin bestiinde, als Medium fiir elektromagnetische
Wellen zu fungieren und das Galileische Relativitatsprinzip formal zu erfiillen.

Die Postulate von Einstein. Versuche, die Bewegung der Erde oder bewegter
Inertialsysteme relativ zum Ather zu messen (insbesondere das
Michelson-Morley-Experiment) schlugen fehl. Lorentz erklirte dieses
Nullexperiment, indem er postulierte, dass Objekte, die sich mit der
Geschwindigkeit @' relativ zum Ather bewegen, in der Richtung ihrer Bewegung
kiirzer erscheinen, und zwar gerade mit der scheinbaren Lénge

L(T) = Lo{|1 — = . (5.4)

Weiterhin zeigten er und Poincaré, dass die Maxwell-Gleichungen unter gewissen
geometrischen Transformationen invariant sind, die wir heute die
Lorentz-Transformationen nennen. Wir werden sie in Kiirze definieren.

Einstein erkannte, dass die Atherhypothese grundsétzlich unbefriedigend war, und
dass das Problem darin lag, die Forminvarianz der Gleichungen der Physik unter
Galilei-Transformationen zu fordern. Er schlug vor, dass alle physikalischen Gesetze
den folgenden zwei Postulaten der speziellen Relativititstheorie geniigen miissen:

Das spezielle Relativititsprinzip fordert analog zum Galileischen
Relativitatsprinzip, sieche Abschnitt 1.4, dass Naturgesetze in allen
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Inertialsystemen die gleiche Form haben. Zwei Inertialsysteme konnen sich dabei
mit konstanter Geschwindigkeit relativ zueinander bewegen, die Transformation
zwischen ihnen wird allerdings nicht durch Galilei-Transformationen beschrieben.

Als Ersatz fiir die Festlegung auf Galilei-Transformationen wird die Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit gefordert. Die Lichtgeschwindigkeit ist unabhéngig von der
Geschwindigkeit ihrer Quelle, d.h. Licht hat dieselbe Geschwindigkeit in allen
Inertialsystemen.

Wie wir spéter sehen werden, implizieren diese Postulate auch, dass die Gesetze
der klassischen Mechanik modifiziert werden miissen. Als Einstein diese Postulate
aufstellte, gab es dafiir noch keine experimentellen Beweise; inzwischen sind diese
Postulate jedoch in vielfaltiger Weise experimentell iiberpriift worden, und es gibt
keine Evidenz dafiir, dass sie falsch sein konnten.

5.2 Lorentz- und Poincaré-Gruppe

Das zweite Postulat von Einstein behauptet, dass die Lichtgeschwindigkeit in allen
Inertialsystemen gleich ist. Insbesondere impliziert dies, dass die relevanten
Transformationen, unter denen die Naturgesetze invariant sind, nicht die
Galilei-Transformationen sein konnen. Wir wollen nun die Struktur solcher
Transformationen aus den Postulaten von Einstein ableiten.

Wir betrachten dazu zwei inertiale Koordinatensysteme, deren
Ereignis-Koordinaten wir mit den Vektoren X = (¢,z,v,2) bzw. X = (t,7,7, 2)
bezeichnen. Der Einfachheit halber nehmen wir zunéchst an, dass der Ursprung
der beiden Koordinatensysteme X = X = 0 dasselbe Ereignis bezeichnet.

Aus dem ersten Postulat konnen wir folgern, dass die Transformation zwischen X
und X linear ist: Ein kraftfreies Teilchen bewegt sich in einem Inertialsystem mit
konstanter Geschwindigkeit, d.h. seine Bahnkurve X (R) wird durch eine Gerade
im Ereignisraum R* dargestellt. Wegen des ersten Postulats gilt selbiges aber auch
fiir die Bahnkurve X (R) im zweiten Inertialsystem. Dies impliziert, dass die
Koordinatentransformation linear sein muss, d.h.

X=AX, (5.5)

mit einer (4 x 4)-Matrix A.

Beziiglich des zweiten Postulats nehmen wir an, dass eine Lichtquelle, zu dem
Ereignis X = X = 0 einen Lichtblitz aussendet. Dieser Lichtblitz wird sich in
beiden Inertialssystemen mit derselben Geschwindigkeit ¢ ausbreiten. Im ersten
Koordinatensystem erreicht der Lichtblitz daher den Punkt (z,y, z) zur Zeit ¢,
wobei letztere bestimmt ist durch

—PP 2+ + 22 =0. (5.6)

Die Menge der Punkte, die diese Gleichung erfiillen, wird der Lichtkegel (des
Ereignises bei X = 0) genannt. Entsprechend erreicht der Lichtblitz den Punkt
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(Z,7,z) des zweiten Koordinatensystems zur Zeit ¢, wobei gilt
—FP+ P+ + 2 =0. (5.7)

Die Transformation, die die Koordinaten (¢, x,y, z) auf (¢, %, 9, Z) abbildet, muss
daher die beiden obigen Lichtkegel als Mengen aufeinander abbilden.

Um die Lichtkegel bequemer zu beschreiben, fithren wir eine symmetrische Matrix
E ein

—2 000
0 100
E= 0 010 (5.8)
0 001
Die Punkte, die auf dem Lichtkegel (5.6) liegen, erfiillen dann die Bedingung
X"EX=0. (5.9)
Entsprechend ist der Lichtkegel im zweiten System bestimmt durch
X"EX =0. (5.10)
Setzen wir dann die lineare Transformation A ein, so lautet die Invarianz des
Lichtkegels
X'EX=0 <= X'ATFAX =0. (5.11)

Da die erste Gleichung fiir eine hinreichende Anzahl linear unabhéngiger Vektoren
X zutrifft, kann man sehen, dass der Lichtkegel nur erhalten sein kann, falls

ATEA = oE, (5.12)

mit einem Faktor o # 0.

Unter diesen Transformationen befinden sich auch Transformationen, die lediglich
den Raum und die Zeit simultan skalieren

A= kid, (t,%,7,2) = k(t,x,y, 2). (5.13)

Es ist aber leicht zu sehen, dass die Gesetze der Mechanik nur fiir kK = 1 und ggf.
fiir k = —1 forminvariant sind. Um die denkbaren Faktoren « einzuschrinken,
betrachten wir die Zerlegung A = AL mit einer Zahl A > 0, wobei die Matrix L die
obige Gleichung mit o = 1 erfiillt

L'EL=F. (5.14)

Man kann sich nun iiberlegen, dass die Gruppe der Matrizen A das direkte
Produkt der Gruppe der Matrizen L mit der Gruppe der positiven Faktoren A ist.
Weiterhin kann man sich {iberlegen, dass man Elemente der Form xid mit x # £1
nur ausschliessen kann, indem man allgemein A = 1 fordert. Somit ist die Menge
der (4 x 4)-Matrizen L, die die Gleichung L"E'L = E 16sen, die gesuchte Gruppe.
Sie wird die Lorentz-Gruppe L genannt, ihre Elemente heissen
Lorentz-Transformationen

X =LX. (5.15)
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Es gibt 6 unabhéngige kontinuierliche Lorentz-Transformationen: Davon
entsprechen 3 den {iiblichen rdumlichen Rotationen des Inertialsystems. Die
verbleibenden 3 Transformationen werden spezielle Lorentz-Transformationen oder
auch Lorentz-Boost genannt. Sie beschreiben die Transformationen zwischen
Inertialsystemen, die sich mit konstanter Relativgeschwindigkeit bewegen und
verallgemeinern damit die entsprechenden speziellen Galilei-Transformationen. Wir
werden sie spéter genauer untersuchen.

Schliesslich konnen wir noch die Einschréinkung aufgeben, dass das Ereignis im
Ursprung X = X = 0 der Koordinatensysteme iibereinstimmt. Dies erlaubt
zusétzlich Translationen in Raum und Zeit

X =LX +B, (5.16)

wobei B € R* der Vektor der Verschiebung ist. Die Erweiterung erfiillt
offensichtlich beide der Einsteinschen Postulate. Die Gruppe dieser
Transformationen wird die Poincaré-Gruppe genannt. Wie die Galilei-Gruppe
besteht sie aus 10 unabhéngigen kontinuierlichen Transformationen.

5.3 Geometrie der Raumzeit

In der Relativitatstheorie hat sich die sogenannte Vierer-Notation etabliert, die wir
im Folgenden einfiithren, um die Geometrie der Raumzeit zu beschreiben.

Minkowski-Raum. Wie wir spéter im Detail sehen werden, mischen die
Poincaré-Transformationen die Raum- und Zeitkoordinaten mit den allgemeinen
Abhéngigkeiten

t=1t(t,7), T =7(t, 7). (5.17)

Im Unterschied dazu sind die Galilei-Transformationen beschrankt auf die
Abhéngigkeit ¢ = £(t), die der Zeit eine absolute Bedeutung zuordnen. Die
Zeitkoordinate ist aber in der Relativitdtstheorie nicht besonders ausgezeichnet,
und es ist sinnvoll, den dreidimensionalen Raum und die Zeitachse zu der
vierdimensionalen Raumzeit als geometrisches Konzept zu vereinigen.

In der Raumzeit kombinieren wir den Ort & und die Zeit ¢ eines Ereignis in einem
vierdimensionalen Vektor. Anders als in dem oben verwendeten Vektor X skalieren
wir die Zeitkomponente 2° aber mit der Konstanten ¢, damit alle vier
Komponenten des Vektors z die Einheit einer Lénge tragen und damit
gleichberechtigt sind

r=(2° 2!, 2% 2%) = (ct, ). (5.18)

Ein solcher Vierer-Vektor x bezeichnet ein Ereignis als Punkt in der Raumzeit. Oft
wird er durch seine Komponenten z# ausgedriickt, wobei der Index p meist mit
einem kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet wird, und die Werte
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p=0,1,2,3 annimmt. Dabei ist die nullte Komponente die Zeit 2° = ct
multipliziert mit der konstanten Lichtgeschwindigkeit.!

Eine zentrale Struktur in der speziellen Relativitatstheorie ist die
Minkowski-Metrik 1, Sie ist eine konstante, symmetrische Matrix

-1 0 0 0
_]o +1 0 o0
T =10 0 +1 0 (5.19)

0o 0 0 +1

Der vierdimensionale reelle Vektorraum mit der Metrik n wird iiblicherweise
Minkowski-Raum genannt. Aufgrund der Signatur der Metrik wird er mit R3:!
bezeichnet. Die Punkte, die auf dem Lichtkegel (5.6) zum Koordinatenursprung
liegen, erfiillen dann die Bedingung

3
x'nr = Z N o 2 = 0. (5.20)

=0

Die oben hergeleiteten Poincaré-Transformationen zwischen Inertialsystemen
haben die Form?

3
T=A"z+b  bzw. 2= (AT, (5.21)

v=0

wobei der Vierer-Vektor b die Translationen in Zeit und Raum beschreibt und die
Vierer-Matrix A eine Lorentz-Transformation ist mit

3
A'nA =7 bzw. Ny = Z AP A%, 0 (5.22)

p,0=0

Diese Gleichung driickt aus, dass die Minkowski-Metrik 7 invariant unter
Lorentz-Transformationen ist, d.h. 7 = n mit der transformierten

Minkowski-Metrik 7 := A™nA.

Mit der Minkowski-Metrik kénnen wir nun ein Skalarprodukt x-y fiir zwei
Vierer-Vektoren x und y definieren durch

3
Ty =x'ny = Z N T y”. (5.23)
w,v=0

Per Konstruktion ist es invariant unter Lorentz-Transformationen. Die Gleichung
des obigen Lichtkegels ldsst sich damit kurz schreiben als z-x = 0. Driickt man das
Skalarprodukt in Orts- und Zeitkoordinaten aus, so ergibt sich

(ct, T)-(cs,¥) = —c*ts + T-7). (5.24)

In weiterfiihrenden Behandlungen der Relativitiitstheorie wird aus Griinden der
Bequemlichkeit und Ubersichtlichkeit oft die Lichtgeschwindigkeit auf ¢ = 1 gesetzt. Dies stellt
keine Einschréankung dar, weil man durch Vergleich der Einheiten immer die zusétzlich
bendtigten Potenzen von ¢ reproduzieren kann.

2Die Matrix A tritt in dieser Transformation per Konvention als Inverse auf.
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Insofern verallgemeinert dieses Skalarprodukt das Skalarprodukt des Euklidischen
Raums.

Wie wir gesehen haben, beinhalten viele Ausdriicke eine Summe Zi:o iber einen
Index p. Eine solche Summe stammt meist aus der Matrixmultiplikation einer Zeile
mit einer Spalte und sie tritt praktisch immer dann auf, wenn ein Term denselben
Index ;1 sowohl in oberer als auch in unterer Position aufweist. Zum Vereinfachung
der Ausdriicke hat sich hier die (Einsteinsche) Summenkonvention etabliert, die es
erlaubt, ein solches Summationssymbol auszulassen. So schreibt man i.A. ein
Skalarprodukt als®

3
Ny’ = Z Ny’ = z-y. (5.25)
w,v=0
Fiir die Poincaré-Transformation konnen wir kurz schreiben

3
= (AT b= Y (AT 0= (A D), (5.26)

v=0

Weiterhin kénnen wir die Spur einer Matrix A mit Komponenten A*, schreiben als
3
At =) A, =Tr A (5.27)
n=0

Schliesslich soll noch erwidhnt werden, dass es zwei gebrauchliche Konventionen fiir
die Vorzeichen der Minkowski-Metrik 7 und damit fiir das Skalarprodukt x-y gibt.
Die alternative Konvention lautet

+1 0 0 0
0O -1 0 0
N = 0 0 -1 0 (5.28)
0O 0 0 -1
Diese Konvention wird grosstenteils negative bzw. (+———)-Signatur genannt. Hier
andern sich alle Vorzeichen im Skalarprodukt
M (ct, D) (cs, i) = Pts — T-. (5.29)

Wir verwenden hingegen die grosstenteils positive bzw. (—+++)-Signatur. Beide
Konventionen beschreiben offensichtlich die gleiche Physik, sie unterscheiden sich
lediglich in den geeigneten Vorzeichen fiir gewisse Ausdriicke und Gréssen. Beide
Konventionen haben Vor- und Nachteile. Die (+———)-Signatur eignet sich vor
allem fiir Betrachtungen von Teilchen, deren Bahnen grosstenteils entlang der
Zeitachse ausgerichtet sind. Die (—+++)-Signatur ist hingegen fiir geometrische
Betrachtungen von Vorteil. In Anbetracht der Tatsache, dass es drei
Raumkoordinaten und eine Zeitkoordinate gibt, entspricht die (—+++)-Signatur
der demokratischen Wahl.

3Nein, diese Definition ist nicht iterativ zu behandeln: Ein explizites Summationssymbol
unterdriickt die Summenkonvention in diesem Index.
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Kausale Struktur. Der Minkowski-Raum besitzt eine kausale Struktur, welche
beschreibt, wie zwei Ereignisse x; und zs sich moglicherweise gegenseitig
beeinflussen kénnen. Sei x := x9 — x1; der Abstandsvektor der Ereignisse. Anhand
des Skalarprodukts des Abstandsvektors mit sich selbst

rr = —c*t* + 72 (5.30)

konnen wir drei Falle unterscheiden, wie die Ereignisse zueinander stehen. Diese
Félle sind per Konstruktion stabil unter Poincaré-Transformationen, da das
Skalarprodukt invariant ist.

z-x < 0 zeitartig

20 > 0 Zukunft

x-x = 0 lichtartig
20 > 0 Zukunft

identisch raumartig (5.31)
Anderswo

xz-x = 0 lichtartig

2% < 0 Vergangenheit
z-x < 0 zeitartig

2% < 0 Vergangenheit

Im Fall
rx <0 (5.32)

dominiert der zeitliche Abstand. Der Vektor x wird zeitartig genannt. In der
Abbildung liegt ein zeitartiger Vektor z innerhalb einer der beiden
Lichtkegelkomponenten. Die beiden Bereiche der Raumzeit sind allerdings nicht
verbunden, und man unterscheidet deshalb zwischen zwei weiteren Fiéllen: Fiir
2% = ¢t > 0 wird der Vektor zukiinftig genannt; fiir 2° = ¢t < 0 nennt man ihn in

vergangenheitsbezogen.

Im Fall
zx =0 (5.33)

ist der rdumliche und zeitliche Abstand ausgeglichen und der Vektor heisst
lichtartig. In der Abbildung liegt er auf dem Lichtkegel, und man kann anhand des
Vorzeichens von z° = ct wieder zukiinftige und vergangenheitsbezogene lichtartige
Vektoren unterscheiden. Zudem gibt es den dritten Spezialfall x = 0, fiir den die
beiden Ereignisse x1, x5 identisch sind.

Im verbleibenden Fall
zx >0 (5.34)

dominiert der rdumliche Abstand und der Vektor wird raumartig genannt.
Interessanterweise gibt es hier keine weitere Fallunterscheidung, denn der Bereich
der Raumzeit ausserhalb des Lichtkegels ist verbunden. Insbesondere unterscheidet
man in der Relativitdtstheorie bei raumartigen Vektoren nicht zwischen Zukunft,
Vergangenheit und Gegenwart! Wie wir sehen werden, kann man das Vorzeichen
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von 2% = ct durch Lorentz-Transformationen beliebig dndern, und damit gibt es
hier keine universell giiltige Definition dieser Konzepte.

Die Zukunft stellt somit den Bereich der Raumzeit dar, der von der positiven
Komponente des Lichtskegels begrenzt ist, d.h. durch

zxz <0 und 2% =ct > 0. (5.35)

Ein Ereignis x; kann ein Ereignis xs nur dann beeinflussen, wenn x zukiinftig zeit-
bzw. lichtartig ist. Entsprechend ist die Vergangenheit der Bereich der Raumzeit,
der von der negativen Komponente des Lichtskegels begrenzt ist, d.h. durch

zx <0 und ¥ =ct <0. (5.36)

Hier kann x; nur von x5 beeinflusst werden, nicht aber umgekehrt. Eine Gegenwart
im gewohnlichen Sinn existiert in der Relativitatstheorie nicht; es ist in der Regel
nicht sinnvoll {iber die Gleichzeitigkeit von Ereignissen nachzudenken, da dies
keine universell giiltige Eigenschaft ist, sondern vom Inertialsystem abhéngt. Es
gibt lediglich den Bereich der Raumzeit, der ausserhalb des Lichtskegels liegt, d.h.

x-x > 0. (5.37)

Anderswo -=======—J—=====-"C
Vergangenheit |

Man bezeichnet ihn als Anderswo.* Zwei raumartig getrennte Ereignisse x; und x5
konnen sich in der Relativitédtstheorie gegenseitig unter keinen Umstanden
beeinflussen.

Schliesslich kénnen wir noch die quadratische Norm z-z interpretieren: Fiir
raumartige x beschreibt y/z-x" den rdumlichen Abstand der Punkte #; und 75 in
einem solchen Inertialsystem im dem t; = t, gilt. Fiir zeitartige x beschreibt
hingegen /—z-x"/c den zeitlichen Abstand von ¢; und ¢, in einem solchen
Inertialsystem, im dem #; = @5 gilt. Solche Inertialsysteme lassen sich in den
beiden Féllen jeweils konstruieren. Fiir lichtartige x ist x-z = 0 und es gibt keine
Lorentz-invariante Charakterisierung des Abstandsvektors x ausser die
Unterscheidung, welches der beiden Ereignisse x; und x5 zuerst stattgefunden hat.

Ko- und kontravariante Vektoren. In Bezug auf die Poincaré-Transformation

T = (AT a + b (5.38)

unterscheidet man zwischen ko- und kontravarianten Vektoren, die unterschiedlich
transformieren.

Die Komponenten eines kovarianten Vektors v werden mit einem unteren Index v,
bezeichnet. Ein kovarianter Vektor verhélt sich dhnlich wie der Vektor der

4Skaliert man die Zeit- und Raumrichtungen des Lichtkegels mit alltiglichen Einheiten wie m
und s, dann ist der Lichtkegel extrem breit und das Anderswo nahezu flach. Unser intuitives
Konzept der Gleichzeitigkeit ist also (zumindest in unserer unmittelbaren rdumlichen Umgebung)
niherungsweise durch das Anderswo gegeben.
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partiellen Ableitungen im folgenden Sinn: Sei F (x) eine Funktion der Raumzeit
mit der (aktiv) transformierten Funktion F

F(z) = F(z). (5.39)

Weiter bezeichnen wir mit G, und G, die partiellen Ableitungen der Funktionen F
und F 5 OF

F = F
Da wir G und G explizit definiert haben, kénnen wir nun bestimmen, wie G, mit
G, zusammenhidngt. Die Kettenregel der Differentialrechnung ergibt dann

B ox” OF ox”

Cu=2m oz ~ o

G, =A1",G,. (5.41)
Dies definiert die Transformationsregel eines allgemeinen kovarianten Vektors v,

b, = A, (5.42)

Im Gegensatz dazu verhélt sich ein kontravarianter Vektor w, dessen
Komponenten w* mit einem oberen Index bezeichnet werden, wie das Differential

dz*. Es gilt ndmlich
= 853'“ v -1 v

Somit lautet die Transformationsregel eines kontravarianten Vektors w*
wh = (AT, W (5.44)

Demnach ist der Vektor der Koordinaten z# kontravariant unter
Lorentz-Transformationen mit " = 0, nicht aber unter allgemeinen
Poincaré-Transformationen mit b* # 0. Der Abstandsvektor z# = xf — xf ist
hingegen ein echter kontravarianter Vektor, da sich die Translationen herausheben.

Eine wichtige Eigenschaft der beiden Transformationsregeln ist, dass das
Skalarprodukt zwischen zwei verschiedenartigen Vektoren w* und v, invariant ist

W', = (A AP v, = (AAHP wv, = §Pw'v, = wh,. (5.45)

Hier ist 0% das Kronecker-Symbol,

o 1 falls p=v, (5.46)
0 anderenfalls,

welches die Einheitsmatrix verkorpert.

In dieser Charakterisierung entspricht die Metrik 7,,, dem Tensorprodukt zweier
kovarianter Vektoren. Formal entspricht ihre Transformationsregel damit der
Kombination der Transformationsregeln zweier kovarianter Vektoren

Nuw = AP A7, Mg (5.47)
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Diese Kombination ist aber per Konstruktion der Lorentz-Transformation
invariant, 7 = 7. Diese Eigenschaft erlaubt es, in invarianter Weise ko- und
kontravariante Vektoren ineinander umzuwandeln: Fiir einen kontravarianten
Vektor v# definiert man den zugehorigen kovarianten Vektor v, als

Uy = 107 (5.48)

Aufgrund von 7 = n kann man leicht bestétigen, dass diese Definition vertriaglich
mit Poincaré-Transformationen ist, in dem Sinn, dass das Senken des Index mit
der Transformation kommutiert. Umgekehrt kann man einen unteren Index heben

vt =", (5.49)

Hier ist n* die inverse Metrik, die in der Tat als kontravarianter Tensor
transformiert, und die als Matrix hier gleich der Metrik selbst ist n=! = 7. Die
Definition der inversen Metrik ist konsistent mit dem Heben und Senken von
Indizes in dem Sinn, dass

0" Ny = 03, (5.50)

Die Metrik mit einem oberen und einem unteren Index ist somit die
Einheitsmatrix, die offensichtlich ebenfalls invariant ist.

5.4 Eigenschaften der Lorentz-Transformationen

Die Matrizen A*, der Lorentz-Transformationen sind iiber die Eigenschaft (5.22)
definiert, dass sie die Minkowski-Metrik 7, wie folgt erhalten

ATpA =n. (5.51)

Formal bilden diese Matrizen die orthogonale Gruppe zu einem Skalarprodukt der
Signatur (3,1), welche mit O(3,1) bezeichnet wird; wir nennen sie hier kurz L.

Komponenten der Lorentz-Gruppe. Die Determinante und die
0,0-Komponenten der Invarianzeigenschaft der Metrik lauten

(det A =1,  (A%)> =1+ (A%) (5.52)

Aus der ersten Gleichung folgt, dass det A = 41, und aus der zweiten, dass
|A%| > 1. Die Lorentz-Gruppe L zerfillt deshalb in vier Komponenten, zwischen
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denen es keinen stetigen Ubergang gibt:

(5.53)

Die Zusammenhangskomponente, die die Identitdt enthélt, ist die Untergruppe
Ll :={AeL;det A= +1,4% > 1} = SO(3,1)", (5.54)

die auch als eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe bezeichnet wird. Sie ist die
Schnittmenge der Untergruppen

Lti={AeL;A%>1} = 03,1,
Ly :={A€l;detA=+1} =S0(3,1). (5.55)
Typische Vertreter der anderen drei Zusammenhangskomponenten sind die

Matrizen T' der Zeitumkehr an ¢ = 0, P der Raumspiegelung am Punkt ¥ = 0,
und PT als Kombination dieser beiden diskreten Lorentz-Transformationen

T = diag(—1,+1,+1,+1),
P = diag(+1,-1,—-1,-1),
PT = diag(—1,—1,—1,—1). (5.56)

Die allgemeinen Elemente der entsprechenden Komponenten kénnen durch
Komposition mit eigentlichen orthochronen Lorentz-Transformation aus L1

erzeugt werden. Im Weiteren werden wir uns deshalb auf Ll beschrénken.

Transformationen in 1 + 1 Dimensionen. Wir betrachten zunéchst den
einfacheren Fall von eigentlichen orthochronen Lorentz-Transformationen in einer
rdumlichen und einer zeitlichen Dimension, d.h. die Gruppe SO(1,1)T.

Mit dem allgemeinen Ansatz fiir eine (2 x 2)-Matrix

A= (Z Z) (5.57)

lautet die Invarianzbedingung der Metrik 7 := diag(—1, +1)
2, 2
+ , (—a"+c —ab+cd) 1 (=1 0\
A'nd = (—ab—i—cd —b? +d2) - ( 0 +1)-" (5.58)
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Aus dem Nebendiagonalelement folgt b = c¢d/a. Durch Vergleich der
Diagonalelemente folgt a? = d? und damit d = +a und b = +c. Die verbleibende
Relation lautet a? = 1 + ¢, welche bequem durch die hyperbolischen Funktionen
cosh und sinh gelost werden kann. Mit @ > 0 und det A = +1 konnen wir die
allgemeine Losung schreiben als

coshf® sinh6
L(o) = (sinh@ cosh 8) ’ (5.59)

Diese Transformationen bilden eine Gruppe mit dem Multiplikationsgesetz

L(6y) L(6s) = L(0; + 65). (5.60)

Wir wollen nun verstehen, wie die Transformation z = L(6)x auf ein freies
Teilchen wirkt. Dazu schreiben wir sie in Komponenten als

ct = ctcosh @ + x sinh 0,
T = ctsinh @ + x cosh 6. (5.61)

Wir legen das freie Teilchen im ersten Inertialsystem an die feste rdumliche
Position x = 0. Fiir die Koordinaten im zweiten Inertialsystem ergibt sich dann

ct = ctcosh 6, T = ctsinh 6. (5.62)

Eliminieren wir die urspriingliche Zeit ¢ aus diesen Beziehungen,® so erhalten wir
die Bahn des Teilchens im zweiten Inertialsystem

T = cttanh 6. (5.63)

Dies bedeutet, dass L() eine spezielle Lorentz-Transformation mit der folgenden
Relativgeschwindigkeit beschreibt

v = ctanh. (5.64)

Die Grosse 6 € R wird Rapiditit genannt. Da |tanhu| < 1 gilt insbesondere, dass
die Relativgeschwindigkeit v durch die Lichtgeschwindigkeit ¢ beschriankt ist,
lv| < e

Wir kénnen natiirlich die speziellen Lorentz-Transformationen mittels der
Relativgeschwindigkeit v anstelle der Rapiditéit 6 parametrisieren. Durch Auflésen
der Relation v(6) nach 6 finden wir

cosh @ = ; sinh 6 = v !

V1—02/c ¢ J/1—v2/2"’

somit hat die Transformationsmatrix L(6) die Form

(5.65)

- (- ) e

5Das Teilchen durchliuft alle Zeiten ¢ im ersten Inertialsystem.
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wobei die Grossen [ und v in der Relativitdtstheorie gewohnlich die folgenden
Funktionen der Geschwindigkeit v bezeichnen

v 1 1
—— — = , 5.67
b= v v (5.67)
Die obige Koordinatentransformation lautet also
_ ot 2 t
fo trwe L zhut (5.68)
V1—=v2/c? V1—=v?/c?
An dieser Form kann man unmittelbar ablesen, dass die speziellen
Lorentz-Transformationen fiir kleine Geschwindigkeiten |v| < ¢ in spezielle
Galilei-Transformationen iibergehen
t=t+ O(v/e), T =x+vt+ OW/A). (5.69)

Es bestehen zwei grundlegende Unterschiede zwischen diesen beiden Arten von
Transformationen: Der erste ist, dass die Lorentz-Transformationen die
Zeitkomponente nichttrivial abbilden, d.h. die transformierte Zeit ist eine Funktion
des Ortes, wihrend die Zeit in den Galilei-Transformationen unberiihrt bleibt. Ein
weiterer Unterschied ist, dass die Relativgeschwindigkeit v in
Galilei-Transformationen additiv ist, nicht aber in Lorentz-Transformationen; dort
ist stattdessen die Rapiditit 6 additiv!® Fithrt man zwei Transformationen mit
Relativgeschwindigkeiten v; und v, hintereinander aus, dann resultiert daraus eine
Transformation mit Relativgeschwindigkeit

ctanh 6; + ctanh 6, v1 + Uy

a6 4 ) — _ _ 5.70
v ctan ( 1+ 2) 1+tanh61tanh92 1—|—'U1U2/02 ( )

Dies ist das relativistische Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten. Es garantiert
insbesondere, dass der Betrag der Relativgeschwindigkeit v immer kleiner als die
Lichtgeschwindigkeit ¢ bleibt.

Transformationen in 3 4+ 1 Dimensionen. Kehren wir nun zu drei
rdumlichen Dimensionen zuriick. Jede eigentliche orthochrone
Lorentz-Transformation A € Ll lasst sich schreiben als Kombination einer

—
—

speziellen Lorentz-Transformation L(6#) und einer Rotation R(J)

—

A~ = L(0) R(p). (5.71)

Die Rotation R(@) wirkt nur auf die rdumlichen Komponenten eines
Vierer-Vektors und rotiert wie gewohnt mit dem Winkel ||| um die Achse @. Eine

—

spezielle Lorentz-Transformation L(#) fiihrt zwei Inertialsysteme ineinander iiber,

5Die Additivitit gilt aber nur in einer riumlichen Dimension, bzw. fiir kollineare spezielle
Lorentz-Transformationen in mehr als einer Dimension.
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die mit Rapiditét ”5 || entlang der Richtung 0 zueinander bewegt sind. Fiir die
x3-Achse lauten die beiden Arten von Transformationen

1 0 0 0
v, |0 cosp —singp 0
R(pes) := 0 sing cosp O]’
0 0 0 1
coshfd 0 0O sinhf
S 0 10 0
L(0és) := 0 01 0 (5.72)
sinhf 0 0 coshf

Durch Konjugation mit einer weiteren raumlichen Rotation R € SO(3) kann die
Achse beider Transformationen beliebig angepasst werden.

5.5 Relativistische Mechanik

In diesem Abschnitt wollen wir die Auswirkung der Einsteinschen Postulate auf die
Mechanik eines Teilchens beschreiben.

Weltlinie. Die relativistische Bewegung eines Teilchens wird durch seine
Weltlinie in der Raumzeit R*! dargestellt. Dies ist die Bahnkurve
z(R) = {z(\); A € R} C R*! mit der Parametrisierung

2(A) = (2°(\), Z(\)), (5.73)

wobei A ein beliebiger Kurvenparameter ist. Man kann z.B. die Zeitkoordinate
A =t als Parameter wihlen,

x(t) = (ct, Z(t)). (5.74)

Wie wir jedoch zuvor gesehen haben, hingt die Zeitkoordinate ¢ von dem
benutzten Koordinatensystem ab und ist damit keine universelle Grosse. Um eine
solche zu konstruieren, betrachten wir die Geschwindigkeit des Teilchens in einem
bestimmten Inertialsystem

dz  dz (dt\
TR (e 75
YT T <d)\> (5.75)

Mit dem Poincaré-invarianten Quadrat des Bogenelements

(dz)? := 1, dz# dz¥ = —(d2°)? + (d7)? (5.76)

dz\? dz°\?* /dz
(E) :_(d_ﬁ) +(E) _ et (5.77)
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Dieser Ausdruck héngt per Konstruktion vom gewéhlten Inertialsystem ab. Er
motiviert aber, dass man iiber die Beziehung

(j_f)Q _ e (5.78)

eine vom Inertialsystem unabhéngige Eigenzeit 7 definieren kann. Diese Definition
ist so konstruiert, dass in einem Ruhesystem des Teilchens, d.h. einem
Inertialsystem, in dem das Teilchen momentan ruht, v = 0, der Verlauf der
Eigenzeit 7 mit dem Verlauf der Zeit ¢ {ibereinstimmt, dr = dt. Die Beziehung
zwischen der Eigenzeit 7 und einer beliebigen Parametrisierung A bzw. der
Parametrisierung mittels der Zeit ¢ in einem vorgegebenen Inertialsystem lautet

also
d\ dr\ 2 2
dr C,/ (dA) dt 4/ . (5.79)

Wir wéhlen hier stets das positive Vorzeichen fiir die Quadratwurzel, so dass dr
das gleiche Vorzeichen wie dt hat. Die Eigenzeit ist dadurch bis auf eine konstante
Verschiebung festgelegt.

Die Eigenzeit 7 ist das Analogon zur Bogenlénge s einer Kurve, allerdings ist die
zugrundeliegende Kurve hier zeitartig und passend dazu triagt die Eigenzeit die
Einheit einer Zeit.

Die obige Definition der Eigenzeit geht davon aus, dass die Bahn an jedem Punkt
zeitartig ist, d.h. (dz)? < 0. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die
Geschwindigkeit des Teilchens durch die Lichtgeschwindigkeit beschrénkt ist,

||U]] < ¢. Nur dann sind alle auftretenden Quadratwurzeln reell und nur dann
konnen wir mit Hilfe einer Lorentz-Transformation in das Ruhesystem des
Teilchens transformieren. Geometrisch bedeutet dies, dass fiir jeden Punkt der
Weltlinie die gesamte Weltlinie innerhalb des Lichtkegels ausgehend von diesem

Punkt liegt.
‘ N (5.80)

N
Sy

Im Rahmen der Relativitédtstheorie wird die Dynamik eines Systems oft in
sogenannten Raumzeidiagrammen (Minkowski-Diagrammen) illustriert. In diesen
lauft die Zeit vertikal und es wird meist nur eine rdumliche Dimension in der
horizontalen Richtung dargestellt. Der Lichtkegel hat in aller Regel den
Neigungswinkel 45° zu der Zeit- und der Raumachse. Punkte des Diagramms sind
Ereignisse und Teilchen werden durch ihre Weltlinien als eindimensionale Kurven
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dargestellt. Nach unserer Diskussion sind Weltlinien zeitartig und damit an jedem
Punkt stérker vertikal als horizontal ausgerichtet.

Dynamik. Als néchstes betrachten wir die Dynamik von Teilchen. Dazu
definieren wir die Vierer-Geschwindigkeit u und den Vierer-Impuls p *

da#

=3 Pt = mut. (5.81)

ut = a# .
Hier ist m > 0 die Masse des Teilchens, die wie in der nichtrelativistischen
Mechanik als intrinsische Eigenschaft des Teilchen angesehen wird und in der
Regel konstant ist. Insbesondere ist sie unabhéngig vom gewéhlten Inertialsystem.
Beide Grossen transformieren unter den eigentlichen orthochronen
Lorentz-Transformationen als®

at = (AT, P = (AT (5.82)

Die quadratische Norm dieser Vektoren ist per Konstruktion der Eigenzeit jeweils
fest vorgegeben®
wu = —c, pp = —m2c. (5.83)

Demnach kann man die Masse eines Teilchens auch definieren als m = /—p-p/c.

In Komponenten lauten die Vierer-Geschwindigkeit und der Vierer-Impuls'

1 1
u = ——= (¢, V), P = —————= (mc, mv). (5.84)

N ( Ny

Die lineare Beziehung zwischen Impuls p und Geschwindigkeit ¢ aus der
klassischen Mechanik wird also in der Relativitéitstheorie wie folgt abgeéndert

S mu
P=——.
V1—12/c?

Der Nenner dieses Ausdrucks impliziert, dass der Impuls fiir relativistische
Geschwingigkeiten [|9]] — ¢ stark ansteigt und divergiert. In Anbetracht der
Tatsache, dass der Impuls auch in der Relativitatstheorie eine Erhaltungsgrosse ist,
ist es unmoglich mit einem endlichen Impulsaufwand ein Teilchen bis zur
Lichtgeschwindigkeit ¢ zu beschleunigen. Dies ist konsistent mit den vorigen
Betrachtungen, die ||7]] < ¢ verlangt haben.

(5.85)

"Man beachte, dass F hier die Ableitung von F nach der Eigenzeit 7 bezeichnet.

8Unter allgemeinen Lorentz-Transformationen tritt zusétzlich der Faktor sign(A%) auf; daher
sind u und p eigentlich Pseudovektoren.

9In der Konvention mit Signatur +——— der Minkowski-Metrik lautet das Quadrat des
Vierer-Impulses p-p = m2c?. Ein positives Vorzeichen an dieser Stelle ist zwar bequem, hat aber
an anderen Stellen einige Nachteile.

10Da fiir die réumlichen Komponenten der Vierer-Geschwindigkeit gilt @ = #//1 — 92 /c2 ,
wihlt man einen anderen Buchstaben als v fiir die Vierer-Geschwindigkeit.
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Desweiteren ist die zeitliche Komponente p° des Vierer-Impulses interessant: Sie ist
per Konstruktion positiv und fiir kleine Geschwindigkeiten lautet die Entwicklung
von cp?
3mo?
8c?
Nach einem konstanten Beitrag ist der zweite Term die gewthnliche kinetische
Energie Fyi, = %m172 eines klassischen Teilchens. Da auch p° eine Erhaltungsgrosse
ist, betrachtet man cp® als die relativistische Energie des Teilchens

+ O /cY). (5.86)

ep® = me? + %ml_f? +

E=cp. (5.87)

Zusétzlich zur klassischen kinetischen Energie hat die relativistische Energie
Korrekturen der Art mv?(v?/c?)™, die dazu fithren, dass auch die Energie fiir
||U]| — ¢ divergiert. Somit ist die Lichtgeschwindigkeit ebenso aus energetischer
Sicht fiir gewohnliche Teilchen mit m > 0 unerreichbar. Zudem besitzt die
relativistische Energie einen fithrenden geschwindigkeitsunabhéngigen Beitrag

Ey = mc®. (5.88)

Dieser wird Ruheenergie genannt.'! Die Ruheenergie spielt als konstanter Beitrag
fiir die iibliche Dynamik keine Rolle, aber sie ist insbesondere relevant fiir
Zerfallsprozesse von Teilchen, da hier sowohl die Ruheenergie als auch die
kinetische Energie in die Energiebilanz eingehen. Hierzu werden wir in Kiirze ein
Beispiel betrachten.

Insgesamt liegt der Vierer-Impuls auf dem positiven Massenhyperboloid im Raum
der Impulse, der ebenfalls der Minkowski-Raum R3! ist

= |17 (5.89)

"
B
>

Schliesslich wollen wir noch die Vierer-Kraft diskutieren, die die Anderungsrate
des Vierer-Impulses vorgibt

P = F*. (5.90)

Fiir die drei raumlichen Komponenten ist dies das zweite Newtonsche Gesetz

p= F. Da die zeitliche Komponente p° des Vierer-Impulses die Energie E/c
beschreibt, muss die zeitliche Komponente F° der Vierer-Kraft nach dieser
Gleichung der Leistung P/c entsprechen. Die zeitliche Komponente der Gleichung
ist aber nicht als unabhéngige Bewegungsgleichung zu verstehen, denn das
Quadrat des Impulses ist mit p-p = —m?2c? fest vorgegeben. Damit gilt

O=pp=Fp=mF-u=0, (5.91)

1Tn Analogie zur Ruheenergie wird die Masse m gelegentlich auch Ruhemasse genannt.
Entsprechend der obigen Definition der Masse ist sie aber per Konstruktion unabhingig vom
Bewegungszustand.
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und die Vierer-Kraft ist orthogonal zum Vierer-Impuls und zur
Vierer-Geschwindigkeit. Letzteres besagt in Komponenten aber nur, dass die
Leistung gleich Kraft mal Geschwindigkeit ist

P=cF'=F.4. (5.92)

Die Dynamik wird also wie in der klassischen Mechanik durch die rdumlichen
Komponenten der Kraft bestimmt.

Masselose Teilchen. Die relativistische Beziehung zwischen Impuls und Energie
pp = —m?c* bzw. E? = m2c* + 2p° (5.93)

hat im Gegensatz zur entsprechenden Beziehung 2mE = p? der klassischen
Mechanik auch fiir Teilchen mit Masse m = 0 sinnvolle Losungen. In dem Fall ist
die Energie F = ¢||p]|, und der Vierer-Impuls lautet

P = (lIpll, p)- (5.94)

Ein Teilchen ohne Masse tragt daher sowohl Energie als auch Impuls. Da p#
lichtartig ist, ist seine Geschwindigkeit immer gerade die Lichtgeschwindigkeit,
unabhéngig von seinem Impuls p. Allerdings besitzt es kein Ruhesystem, da die
Lorentz-Transformationen fiir ||¢]| — ¢ divergieren. Ein Beispiel eines masselosen
Elementarteilchens ist das Photon, das die Anregungen des elektromagnetischen
Strahlungsfeldes beschreibt. Da Photonen masselos sind, ist es vielleicht nicht
iiberraschend, dass man die Theorie des elektromagnetischen Strahlungsfeldes
nicht auf der klassischen Mechanik mit dem Galileischen Relativitédtsprinzip
aufbauen kann, sondern dass sie in einem Rahmen formuliert werden muss, in dem
die Lichtgeschwindigkeit als natiirliche Grenzgeschwindigkeit auftritt. Das
reflektiert die Tatsache, dass die Maxwell-Gleichungen relativistisch sind.

5.6 Relativistische Effekte

Die spezielle Relativitiatstheorie fithrt zu einigen ungewohnlichen Effekten, die der
nichtrelativistischen Intuition widersprechen. Wir wollen im Folgenden einige von
ihnen besprechen.

Zerfille. Ein wichtiger Effekt der relativistischen Physik sind Teilchenzerfille, in
denen sich die Gesamtmasse aller beteiligten Teilchen dndern kann. Dies kann an
dem Beispiel des symmetrischen Zerfalls illustriert werden: Wir betrachten ein
Teilchen der Masse M in seinem Ruhesystem, welches in zwei Teilchen identischer
Masse m zerfallt.

——

—® M) @ (5.95)

~-
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Die Geschwindigkeiten der Zerfallsprodukte konnen wir mittels Impulserhaltung
vollsténdig 16sen: Analog zur klassischen Mechanik postuliert man, dass der
Gesamtimpuls P* eines isolierten Systems erhalten ist. Mit der
Vierer-Geschwindigkeit U = (¢, 0) des urspriinglichen Teilchens und den
Vierer-Geschwindigkeiten wu; der Zerfallsprodukte gilt also

MU* = P* = p + pi = mauf + mub. (5.96)

Die Erhaltung des rdumlichen Anteils P impliziert offensichtlich, dass die Produkte
mit gleicher Geschwindigkeit v in gegensétzliche Richtungen davonfliegen

T A — (5.97)

V1—v2/c2

Damit haben sie auch die gleiche Energie v? = u9. Die Erhaltung der
Energiekomponente P° ergibt nun die Beziehung

2
Me=—21¢ (5.98)

V1—0v2/c2
Anders ausgedriickt gilt die Ungleichung
2m = M+/1 —v%/c® < M. (5.99)

Wir sehen also, dass die Gesamtmasse nicht erhalten ist. Der Massendefekt
bestimmt die Geschwindigkeit

1
V1—v?/c?

Fiir v < ¢ ist das gleich der klassischen Energie der Zerfallsprodukte; ein Teil der
Ruheenergie des urspriinglichen Teilchens wurde somit in kinetische Energie der
Produkte umgewandelt.

(M—Qm)02:2m< —1)02:2-%7711)2—1—.... (5.100)

Zeitdilatation. Ein seltsames Phédnomen der speziellen Relativitéitstheorie ist
die Zeitdilatation. Um es zu verstehen, machen wir das folgende
Gedankenexperiment (in einer rdumlichen Dimension): Wir betrachten zwei
Inertialsysteme, die sich mit Geschwindigkeit v gegeneinander bewegen. Im ersten
System befindet sich eine Uhr am Ursprung x = 0 und zwischen zwei Zyklen der
Uhr vergeht genau die Zeit ¢, z.B. t = 1s. Zwei aufeinanderfolgende Schlége der
Uhr sind also getrennt durch z* = (c¢t,0). Nun transformieren wir diese Ereignisse
in das zweite Inertialsystem, das sich mit der Geschwindigkeit v relativ zum ersten
bewegt. Dann folgt aus der Lorentz-Transformation (5.68), dass sich die beiden
Ereignisse im zweiten System gerade unterscheiden um

_ t t
L — R (5.101)

V1—v2/c2’ V1—v2/c2
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Im zweiten Inertialsystem ist das Zeitintervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Zyklen der Uhr also mit dem folgenden Faktor gedehnt

1
S |
K V1—0v2/2

Die Uhr geht mit ¢ > ¢ scheinbar langsamer. Dies ist das Phinomen der
Zeitdilatation, das bei erster Betrachtung verwirrend ist.

(5.102)

Hierbei ist ein sehr wichtiger Punkt, der allerdings allzu gerne iibersehen wird,
dass mit = # 0 die beiden Ereignisse im zweiten Inertialsystem nicht mehr am
selben Raumpunkt stattfinden. Will man zwei Messungen vergleichen, so muss die
Information iiber die Messungen aber zur selben Zeit am gleichen Ort vorliegen,
d.h. am selben Ereignis bzw. Punkt in der Raumzeit. Jede Information hat jedoch
selbst eine physikalische Natur bzw. einen physikalischen Tréger, und sie bewegt
sich nur mit einer bestimmten Geschwindigkeit, die die Lichtgeschwindigkeit ¢
keinesfalls iiberschreiten kann.

v

AN
Uhr,
AN

Beobachter

In unserem Beispiel muss die Information im zweiten Inertialsystem den Weg x
zuriicklegen, bevor die beiden Schliige verglichen werden koénnen. Die Ubertragung
bendtigt aber zusitzliche Zeit, so dass sich die Zeitdilatation ¢ in den meisten
Versuchsanordnungen einer direkten Beobachtung entzieht. Letztlich 1duft der
Punkt darauf hinaus, dass das Konzept der Gleichzeitigkeit in der
Relativitdtheorie nicht existiert.*

Die Effekte der Zeitdilatation konnen auf verschiedene Art beobachtet werden, aus
denen sich jeweils verschiedene Messergebnisse ergeben. So kann man die Uhr
wieder zum Ausgangspunkt zuriickbringen, und dort Zeit ablesen, die auf dem
Weg abgelaufen ist. Man kann auch die Zyklen der Uhr als Lichtimpulse zuriick
zum Ausgangspunkt iibermitteln. Fiir die beobachtete Frequenz ist hier der
relativistische Doppler-Effekt ausschlaggebend. Schliesslich kann man auch die
zuriickgelegte Strecke zwischen zwei Ereignissen messen. Hierfiir ist die verwandte
Langenkontraktion relevant, die z.B. den Zerfall bewegter Myonen beeinflusst.

12In Gedankenexperimenten der der klassischen Physik stellt man sich gerne vor, dass
Messgerite den Zustand des Systems zu beliebigen Zeitpunkten beliebig genau erfassen kénnen.
Jedes Messgerit ist aber selbst ein physikalisches Objekt, welches sich nach den Gesetzen der
Physik richtet. So wird die Verarbeitung der Messung immer nur mit begrenzter Genauigkeit und
mit begrenzter Geschwindigkeit stattfinden. Insbesondere kann bei Messungen relativistischer
Effekte eine hohe zeitliche Genauigkeit gefordert sein, die auch eine Betrachtung relativistischer
Details der Signaliibertragung innerhalb des Messgerits einschliesst.
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FEine instruktive Methode, die Zeitdilatation direkt zu messen, ist es, die Uhr in
einen kreisférmigen Orbit zu versetzen, und sie an einem bestimmten Punkt des
Orbits zu beobachten.

Beobachter

(5.104)

Nach einem vollsténdigen Orbit befindet sich die Uhr wieder an demselben Punkt
in der Raumzeit wie der ruhende Beobachter, und die abgelaufene Zeit kann direkt
gemessen werden. Hierbei ergibt sich in der Tat der obige Wert fiir den Faktor
der Zeitdilatation. Z.B. ist die Zeitdilatation einer Uhr auf einem Satelliten im
Erdorbit ein relevanter Effekt.!?

Zwillingsparadoxon. Das Zwillingsparadoxon ist eine andere Version des
obigen Gedankenexperiments: Hier fliegt eine Person mit relativistischer
Geschwindigkeit v zu einem weit entfernten Stern. Dort kehrt sie um und fliegt mit
derselben Geschwindigkeit zur Erde zuriick. Ihr Zwilling verbleibt auf der Erde
und altert dabei um eine Zeit T (in der Grossenordnung von Jahren). Sie selbst
altert aufgrund der Zeitdilatation aber nur um die Zeit T'/y < T.

(5.105)

Das Paradoxon besteht darin, dass die Situation fiir beide Personen symmetrisch
erscheint. Sie bewegen sich beide mit derselben Relativgeschwindigkeit zueinander
und die eine Person sollte damit aus der Perspektive der jeweils anderen mit
demselben relativen Zeitfaktor altern.'* Das ist aber unméglich, denn sie treffen
schliesslich aufeinander und kénnen dann ihr Alter vergleichen.!®

Zur Auflésung des Paradoxons sind zwei Punkte zu vermerken: Zum einen ist es
wie bereits erwéhnt nicht sinnvoll, die Zeitdilatation zweier entfernter Objekte zu

13In diesem Beispiel spielt allerdings die allgemeine Relativitittheorie eine Rolle, da das
Gravitationsfeld der Erde einen weiteren Betrag zur Zeitdilatation leistet.

!Die Richtung der Bewegung spielt hierfiir keine Rolle, da der Faktor « nur vom
Betragsquadrat des Geschwindigkeitsvektors ¥ abhingt.

15Nach allen unseren Erfahrungen zum Altern ist das Ergebnis eines solchen Vergleichs
eindeutig bestimmbar. Alternativ kann man das Gedankenexperiment auch mit Atomuhren
durchfiihren.
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betrachten, denn das Konzept der Gleichzeitigkeit existiert in der
Relativitatstheorie nicht. Zum andern ist die Situation der beiden Zwillinge
tatséchlich nicht symmetrisch. Der eine Zwilling befindet sich wéhrend der
gesamten Dauer der Reise in dem Inertialsystem auf der Erde. Der andere Zwilling
beschleunigt aber am entfernten Punkt der Reise und wechselt damit zwischen
zwei Inertialsystemen. Demnach ist es kein Widerspruch, wenn die reisende und
beschleunigte Person tatséchlich weniger altert als die ruhende. Die Details der
Beschleunigung spielen fiir die Zeitdilatation zwar keine unmittelbare Rolle und
der Altersunterschied wird hauptséchlich durch den zuriickgelegten Weg bestimmt.
Es ist aber wichtig, dass iiberhaupt eine Beschleunigung stattgefunden hat, denn
ohne sie konnten die Zwillinge nicht wieder an einen gemeinsamen Punkt in der
Raumzeit gelangen um ihr Alter zu vergleichen.!

Den Altersunterschied kénnen wir auch anhand der Eigenzeit der beiden
Weltlinien berechnen. Die drei Ereignisse der Abreise, des Umkehrens und der
Ankunft befinden sich im Inertialsystem der Erde bei den Koordinaten

= (0,0), ah = (3¢T, 20T), af = (cT,0). (5.106)

Fiir den ruhenden Zwilling ergibt sich die Eigenzeit

1 =
/ dr = Y —(z3 —21)? = - T? =T. (5.107)
13

Fiir den reisenden ist die Eigenzeit stattdessen

2
/dT+/dT:2/ dr = =/ — (22 — x1)?
12 23 12 c
2

== /3T —v?) =T\/1—-v?/c> =T/y. (5.108)

c

Dieses Resultat entspricht der urspriinglichen Analyse anhand der Zeitdilatation.

Doppler-Effekt. In der klassischen Wellenmechanik héngt die wahrgenommene
Frequenz einer iibertragenen Welle vom Bewegungszustand des Senders und des
Empfangers relativ zum Medium ab. In der Relativitéitstheorie gibt es einen
analogen Effekt, der ohne Abhéingigkeit vom (nichtexistenten) Medium auskommt,
dafiir aber auch die Zeitdilatation einbezieht. Wir kénnen ihn anhand einer kleinen
Modifikation des Gedankenexperiments des Zwillingsparadoxons so beschreiben,
dass die reisende Person bei der Ankunft am entfernten Stern nicht umdreht,
sondern eine Nachricht zur Erde funkt. Da sich dieses Signal nicht instantan
ausbreitet, sondern lediglich mit der Lichtgeschwindigkeit, kann man auch auf
diese Weise die Zeitdilatation nicht direkt messen. Die Ankunftszeit des Signals ist
aber die fritheste Zeit, zu der der daheimgebliebene Zwilling iiber die Ankunft
informiert sein kann. Wenn man die reisende Person durch eine Uhr ersetzt, so

16 Alternativ konnte auch der ruhende Zwilling nach einer gewissen Zeit zum Stern aufbrechen.
Reist er mit derselben Geschwindigkeit, so werden beide Zwillinge auf dem Stern dort wieder
dasselbe Alter haben.
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erkennt man den Doppler-Effekt: Beobachtet man den Takt einer bewegten Uhr, so
muss neben der Zeitdilatation auch die endliche Geschwindigkeit des Lichts
beriicksichtigt werden, welches die Zeigerposition zu dem ruhenden Beobachter
iibermittelt. Entsprechendes gilt natiirlich auch, wenn ein bewegtes Objekt eine
Lichtwelle mit einer bestimmten Frequenz aussendet. Die ruhende Person nimmt
dann eine andere Frequenz wahr. Dieser Effekt wird Rot- bzw. Blauverschiebung
genannt, je nachdem ob sich die Lichtquelle von dem Beobachter entfernt bzw. sich
auf ihn zu bewegt, denn die Frequenz des sichtbaren Lichts wird zu diesen Farben
hin verschoben.

(5.109)

/1

Es ist nicht schwierig, den relativistischen Doppler-Effekt zu berechnen. Wir
betrachten dazu die Ereignisse der Abreise der Uhr, des Aussendens sowie des
Empfangs einer Funknachricht

zt = (0,0), xh = (yer, yvT), xh = (cT,0). (5.110)

Hier bezeichnet 7 die Eigenzeit, nach der die Nachricht abgesetzt wird, und 7" die
Zeit im ruhenden Inertialsystem, zu der die Nachricht empfangen wird. Da die
Strecke von x5 nach 3 lichtartig ist, gilt

(xp —13)° =0 = A(y7—T)* = v*y*7? (5.111)

Eine Losung der Gleichung lautet

1+v/c 1+v/c [c+v
y(1+wv/e)T —1—1)2/027— 1—v/cT T ( )

Wie auch beim gewohnlichen Doppler-Effekt ist die Bewegungsrichtung der Uhr
relativ zum Beobachter relevant. Die obige Formel gilt fiir eine Uhr, die sich vom
Beobachter entfernt. Dort wird der Takt einer bewegten Uhr um den Faktor der
Quadratwurzel verlangsamt wahrgenommen. Fiir eine Uhr, die sich zum
Beobachter hin bewegt, gilt stattdessen

c—v
c+v

T =

T, (5.113)

der beobachtete Takt ist also grosser. In beiden Féllen ist aber der Doppler-Effekt
fiir beide Inertialsysteme gleich: Die Uhr des jeweils anderen Systems wird mit
derselben Taktdnderung wahrgenommen.
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Liangenkontraktion. Der Effekt der Zeitdilatation kann sehr schon am Zerfall
von Myonen illustriert werden. Das Myon ist eine Art schwereres und instabiles
Elektron. Seine Masse ist rund 200 mal grosser als die des Elektrons, und es kann
spontan in ein Elektron und zwei Neutrinos zerfallen. Bringt man eine grosse
Anzahl Myonen im Labor zur Ruhe und misst deren mittlere Lebensdauer, dann
findet man

7 = (2.19703 4+ 0.00004) - 10 %s. (5.114)

Macht man jedoch dieselbe Messung an einem Strahl von Myonen mit der
konstanten Geschwindigkeit v so findet man die mittlere Weglénge

T =vYT. (5.115)

Dies ist grosser als die erwartete Weglidnge v basierend auf einer
Galilei-Transformation. Zum einen kann man dieses Resultat mit x = v(v7) als die
Zeitdilatation der mittleren Lebensdauer ansehen. Schnelle Myonen leben daher in
einem ruhenden Inertialsystem lénger.

Aus der Perspektive des Myons kommt allerdings ein anderer Effekt zum tragen,
denn in dem bewegten Inertialsystem ist die mittlere Lebensdauer genau 7 und die
Relativgeschwindigkeit v. Hier beruht der Effekt auf einer verkiirzten Weglénge

=2 =g/1- 12/ (5.116)
g
im bewegten Inertialsystem relativ zur Weglénge = im ruhenden Inertialsystem, so

dass ¥ = vT. Dieser Effekt wird Ldingenkontraktion genannt.

Bei Myonen, die in grosser Anzahl in der oberen Atmosphére erzeugt werden und
dann mit grosser Geschwindigkeit in Richtung der Erde fliegen, wird zum Beispiel
die Dicke der zu passierenden Atmosphére kontrahiert. Ohne die
Langenkontraktion wire der Weg durch die Atmosphére zu lang, und ein Grossteil
der Myonen wiirde vor Erreichen der Erdoberfliache zerfallen. Aufgrund dieses
relativistischen Effekts, liegt die Erdoberflache aber innerhalb der mittleren
Reichweite.

Zur Berechnung der Langenkontraktion stellen wir uns zwei statische markierte
Punkte im Abstand L in einem Inertialsystem vor.

A

(5.117)

v

Thre Weltlinien haben die Form

) = (A,0), 24\ =\ L) (5.118)
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Wir betrachten nun ein zweites Inertialsystem, welches sich mit
Relativgeschwindigkeit v in Richtung der Verbindungslinie der Punkte bewegt. Der
Koordinatenursprung beider Inertialsysteme stimme fiir ¢ = ¢ = 0 iiberein. Unter
einer Lorentz-Transformation lauten die transformierten Weltlinien

i (A) = (M, Ay /e),
Th(A) = My + Lyv/e, \yv /e + L), (5.119)

Indem wir die Bahnparameter nun so einstellen, dass die Zeitkomponenten
iibereinstimmen, finden wir

Th(\— Lv/c) — #(\) = (0,7L — yLv*/c*) = (0, L /7). (5.120)

Der Abstand der Markierungen wird also in dem bewegten Inertialsystem zu
L = L/vy < L verkiirzt wahrgenommen

_ 2
L:E:MH—%. (5.121)
y c

Das ist die zuvor erwdhnte Lorentz-Kontraktion. Es ist klar, dass dieses Phidnomen
nicht die Absténde in Richtungen betrifft, die orthogonal zur Bewegungsrichtung
sind: Bewegte, raumlich ausgedehnte Objekte sind in der Richtung der
Geschwindigkeit ¢ kontrahiert; die Richtungen senkrecht zur Geschwindigkeit «/
bleiben unverdandert. Allerdings ist die Langenkontraktion hier wieder nur einer der
Beitrdage zu den sichtbaren Auswirkungen der Relativitétstheorie, wie wir im
Folgenden sehen werden.

Transformationen des Lichtkegels. Neben der Langenkontraktion tragt auch
die Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit zum Erscheinungsbild relativistisch
bewegter Korper bei. Um dies zu illustrieren stelle man sich einen Wiirfel vor, der
senkrecht zu seiner Bewegungsrichtung beobachtet wird.

<y

(5.122)

Zum einen ist er in seiner Bewegungsrichtung verkiirzt. Zum anderen benétigt das
Licht von seinen hinteren Kanten ldnger zum Beobachter, als jenes von den
vorderen Kanten. Die Wahrnehmung des Wiirfels findet aber instantan beim
Beobachter statt, so dass das Licht der hinteren Kanten frither ausgesendet werden
muss und damit von einem Ort, der weiter in der Bewegungsrichtung zuriick liegt.
All dies fithrt dazu, dass der Wiirfel effektiv nicht als gestaucht, sondern eher als
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gekippt wahrgenommen wird.

(5.123)

Dieser Effekt erscheint recht komplex, wenn man ihn aus der Perspektive eines
ruhenden Beobachters untersucht. Er ist viel leichter aus dem Ruhesystem des
Korpers zu bestimmen: Dort ist das Aussehen des Korpers an jedem Punkt
zeitunabhéngig und unverzerrt. Ein bewegter Beobachter nimmt das
Strahlungsfeld des Lichts aber anders wahr. Hierzu stellen wir uns eine kleine
Sphére um den Beobachter vor, auf der der Beobachter seine Beobachtungen in der
jeweiligen Raumrichtung auftragt.

(5.124)

Ein Punkt dieser Sphére entspricht einem Strahl auf dem Lichtkegel mit der
Richtung
1
sin ¥ cos ¢
sin ¥ sin ¢
cos

nt =

: (5.125)

wobei wir die Zeitkomponente auf 1 normiert haben. Fiir einen bewegten
Beobachter wird diese Richtung durch eine Lorentz-Transformation abgebildet auf

v+ B cos v

_, | sindcosy
T sindsing |- (5.126)

v cosd +

Diese Richtung ist per Konstruktion wieder lichtartig, allerdings ist die
Zeitkomponente nicht mehr normiert.!” Nach Normierung ergeben sich die neuen

Winkel 9+
_ ccos v
Y= — D= (. 5.127

o8 c+wvcost’ v=y ( )

"Der Faktor 7 + /3 cos® der Zeitkomponente stellt eine Frequenzverschiebung dar und
entspricht genau dem Doppler-Effekt.
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Die Sphére des Sehens wird damit entgegen der Bewegungsrichtung gestaucht.

blau

(5.128)

Objekte in Bewegungsrichtung erscheinen kleiner und Objekte entgegen der
Bewegungsrichtung erscheinen entsprechend grosser. Objekte senkrecht zur
Bewegungsrichtung werden zur Bewegungsrichtung hin verschoben. Man kann sich
dann iiberlegen, dass die oben beschriebene scheinbare Kippung des Objekts
zustandekommt, weil die Perspektive des Objekts nicht mit der Richtung
iibereinstimmt.
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6 Lagrange-Formalismus

Der Lagrange-Formalismus ist eine Formulierung der klassischen Mechanik, in der
die Dynamik eines Systems durch eine einzige skalare Funktion, die
Lagrange-Funktion, beschrieben wird. Im Gegensatz zu den Newtonschen
Bewegungsgleichungen ist sie unabhéngig von der Wahl der Koordinaten und auch
in beschleunigten Bezugssystemen giiltig. Weiter hat der Formalismus den Vorteil,
dass sich Zwangsbedingungen einfach durch eine geeignete Wahl der Koordinaten
integrieren lassen. Die Lagrange-Formulierung folgt aus dem Prinzip der
stationdren Wirkung. Dieses Prinzip postuliert, dass die Teilchenbahnen eines
Systems gerade so sind, dass die Wirkung extremal (meist minimal) ist.

6.1 Minimierungsprobleme

Wir betrachten zunéchst einige allgemeine Minimierungsprobleme und leiten
grundsétzliche Methoden der Variationsrechnung her, bevor wir uns der Definition
und Minimierung der Wirkung zuwenden.

Fermatsches Prinzip. Motiviert ist das Prinzip der stationdren Wirkung unter
anderem durch Beobachtungen aus der Optik. Zum Beispiel kann man das
Reflexionsgesetz und Brechungsgesetz als Extremalprinzip formulieren: Der vom
Licht eingeschlagene Weg ist derjenige, fiir den die Zeit extremal ist, die das Licht
benétigt, um vom Start- zum Endpunkt zu gelangen (Fermatsches Prinzip).

Wir betrachten die Konfiguration zweier optischer Medien mit Brechungsindizes n;
und ny welche durch die x,2-Ebene getrennt sind. Die Koordinaten der beiden
Punkte seien 0.B.d.A. (z1,y1,0) und (z9,ys2,0), wobei ; > 0 und y, < 0.

g (z1,91)

(w2,92)

Um den Weg der kiirzesten Zeit zu suchen, konnen wir offensichtlich annehmen,
dass das Licht auf gerader Linie in Medium 1 von (z1,¥,0) zu einem Punkt
(x,0, z) auf der Trennebene gelangt, und von dort in Medium 2 gerade zum Punkt
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(72,72, 0).! Offensichtlich sollte der Punkt auf der Trennebene fiir einen minimalen
Weg auch in der x,y-Ebene liegen, d.h. wir konnen sofort z = 0 setzen. In einem
Medium mit Brechungsindex n hat das Licht die Geschwindigkeit ¢/n, wobei ¢ die
Lichtgeschwindigkeit ist. Die Zeit T'(z), die das Licht auf einer dieser Probekurven
benotigt, ist deshalb

nq !

T(x) = ?\/(x—azl)z—iry?%—%\/(x—:vz)2+y§. (6.2)

Wir suchen den Punkt x = xq, fiir den diese Zeit minimal wird. An diesem Punkt
muss die Ableitung verschwinden

miro—m) _,_ mlr—m) 1o gy
C\/(% —1)? + 3 C\/(% — 2)? + Y3

Wenn wir mit a; den Winkel des Strahls relativ zur Normalen bezeichnen, dann ist

T/(ZL‘[)) =

1 — Zo . Ty — X2
> Sl (vg = 5 >
\/(xO —x1)? + 3 \/(xO —2)? + 3

Daher ist die obige Extremalbedingung gerade das Snelliussche Brechungsgesetz

sin oy =

(6.4)

ny sin ap = ngy sin . (6.5)

Wellenoptik. Dass sich Licht innerhalb eines Mediums geradlinig bewegt und
an Grenzflachen gebrochen wird, liasst sich mit Hilfe der Wellenoptik erkléaren:
Licht ist ein Effekt des elektromagnetischen Feldes, welches sich in Form von
Wellen ausbreitet. Dazu betrachte man eine Wellenfront als eine kollektive
Anregung des Feldes. Jede lokale Anregung des Feldes breitet sich in alle
Richtungen aus, und dabei &ndert sich die Phase entsprechend dem zuriickgelegten
Weg. Die Anregungen einer Wellenfront iiberlagern sich nun und bilden ein
bestimmtes Interferenzmuster. Bei &hnlichen zuriickgelegten Weglingen kommt es
zu konstruktiver Interferenz. Sind die Weglédngen jedoch stark verschieden (auf der
Skala der Wellenlidnge des Lichts) bzw. zufillig verteilt, kommt es im Mittel zu
destruktiver Interferenz.

(6.6)

Der Weg minimaler Lénge, d.h. eine Gerade im freien Raum, ist per Konstruktion
so geartet, dass die benachbarten Wege alle ungefiahr dieselbe Lénge haben. Die
Phase des Lichts ist somit in der Umgebung einer Geraden stationir und es kommt
auf diesem Weg zu konstruktiver Interferenz. Fiir jeden anderen gekriimmten Weg
diirfen wir im Mittel mit destruktiver Interferenz rechnen.

'Wir werden etwas spiter sehen, dass dies nicht nur offensichtlich, sondern auch tatsichlich so
ist.
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Demnach verhélt sich Licht, zumindest auf Langenskalen, die weit oberhalb seiner
Wellenlénge liegen, wie Strahlen entsprechend der geometrischen Optik.
Allgemeiner breitet sich Licht dort auf Wegen extremaler Lénge aus; das
Fermatsche Prinzip bestimmt also die geometrische Optik. Auf der Skala der
Wellenlénge der Lichts hingegen, sind die moglichen Wege in der Umgebung eines
geraden Strahls auch relevant, und es kommt zu nicht-trivialen Interferenzeffekten
und -mustern. Diese werden durch die Wellenoptik beschrieben und ausfiihrlicher
im Rahmen der FElektrodynamik diskutiert. Die geometrische Optik ergibt sich
somit als Grenzfall der Wellenoptik fiir kleine Wellenldngen bzw. fiir grosse
Absténde.

Brachistochronenproblem. Ein etwas komplizierteres Problem ist das
sogenannte Brachistochronenproblem: Bestimme diejenige Kurve in einer
vertikalen Ebene, in der ein reibungsfreier Kérper unter dem Einfluss eines
homogenen Schwerefeldes in der kiirzesten Zeit von einem vorgegebenen Punkt zu
einem anderen gelangt.

b x
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Wir beschreiben die Kurve durch eine Funktion

x = f(z2), (6.8)

wobei x die horizontale und z die nach unten gerichtete vertikale Koordinate ist.
Die Randbedingungen seien

f(0)=0,  fla) =0, (6.9)

d.h. die beiden Punkte haben die Koordinaten (0,0) und (b, a) in der z,z-Ebene.
Wir nehmen an, dass b > 0, und dass der Koérper an der Stelle z = z = 0 in Ruhe
beginnt. Wegen der Energieerhaltung %mv2 = mgz betrigt seine Geschwindigkeit
in der Hohe z

v=1/29z. (6.10)

Weiterhin betrigt das Streckenelement ds der Kurve (f(z), z) seitlich von dz

ds = Vd2® +da® =dz/1+ f/(2)2. (6.11)

Zum Durchlaufen der Kurve benétigt der Koérper daher die Zeit

_["ds(z) az 1+ f'(2)?
T[f]_/o i _/0 dxy |2 (6.12)

Man muss jetzt diejenige Funktion f(z) finden, fiir die diese Zeit minimal ist. Dies
ist ein Extremalproblem in dem unendlichdimensionalen Raum der (hinreichend
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oft) differenzierbaren Funktionen. Es lasst sich wie folgt auf ein Extremalproblem
in einer Dimension zuriickfiihren.

Sei f die Losung des Extremalproblems, und sei h eine beliebige unendlich oft
differenzierbare Funktion mit h(0) = h(a) = 0. Dann wird durch f + ah fiir jedes
a € R eine andere Kurve beschrieben, die auch die richtigen Randbedingungen
erfiillt. Da nach Voraussetzung 7'[f] minimal ist, muss T[f + ah] grosser oder
gleich T'[f] sein. Insbesondere muss daher die Ableitung von T'[f 4+ «h| nach «
verschwinden

d
ET[vaozh]

Nach Vertauschen der Integration und Differentiation ergibt sich daraus

— 0. (6.13)

a=0

0= / W da + (f(2) + ak'(2))*

e d N
- NoEESoaN (040

Schliesslich integrieren wir partiell und erhalten dann die Beziehung

_ [ f'(2)
V202(L+ F(2)3) ],

Y A O .
/0 d (dz \/292(1+f’(z)2)')h( )- (6.15)

Die Randterme verschwinden nach Voraussetzung an die Funktion h(z). Da h(z)
ansonsten beliebig ist, kann das Integral nur dann verschwinden, und zwar fiir alle
denkbaren h(z) gleichzeitig, falls der Faktor vor h(z) im Integranden verschwindet,

d.h,
4 f'(2)
dz \/2g2(1+ f'(2)?)

Damit haben wir eine Differentialgleichung abgeleitet, die von der Losung f(z) des
Brachistochronenproblems erfiillt werden muss!

zZ=a

h(z)

= 0. (6.16)

Konkret verlangt die Differentialgleichung natiirlich, dass der abgeleitete Term
unabhéngig von z ist, d.h. eine bestimmte Konstante c

f'(2)
21+ f'(2))
Falls ¢ = 0, dann gilt f'(z) = 0, und die Kurve ist eine vertikale Gerade. Dies ist

die Losung fiir den Fall b = 0. Sei nun ¢ > 0, welches b = f(a) > 0 entspricht.
Auflosen der obigen Gleichung nach f’(z) ergibt

=c. (6.17)

2z

fi(2) = . (6.18)

1—c2z
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Aufgrund der Form von f’(z) substituieren wir jetzt eine geeignete
trigonometrische Funktion

z(¢) = 6—1281n2(%¢) = % (1 —cos¢), (6.19)
so dass
2 l
1) =\ S = (ko)
2
dz = 2'(¢)do = %Siﬂ(%(ﬁ) cos(3¢)do. (6.20)

Dann ergibt sich fiir z(¢) := f(z(gb))

z(¢)
wwzz a= f(<')

1 ¢
=3 i d¢’ sin(3¢') cos(3¢') tan(3¢')
1 [ 1 [¢ ,
=z d¢'sin®(3¢') = ﬁ/o d¢’ (1 —cos¢')
1
— 55 (6= sing). (6.21)

Weiterhin konnen wir die Zeit ¢(¢), zu der der Punkt ¢ durchquert wird,
ausdriicken durch

14 f’ d¢’
He) \/ 2gz’ / 2g'c 29 c’ (6.22)

Der obige Ansatz fiir z(¢) war zufilligerweise so gewihlt, dass ¢ bis auf einen
Faktor bereits der Zeit ¢ entspricht.

Die gesuchte Kurve schreibt sich mit Hilfe des Parameters ¢ also als

#(6) = 5.5 (6~ sing),

1
2(6) = 515 (1 cos),
1
V C
Dies ist gerade die Zykloide, also die Bahn eines Punktes auf der Peripherie eines

Kreises mit Radius R := 1/2¢?, der auf der Geraden z = 0 abrollt. Dies folgt
daraus, dass die obige Kurve die folgende Gleichung erfiillt

(6.23)

(x(¢) — Rp)” + (2(¢) — R)* = R™. (6.24)

6.5



Schliesslich bestimmt man die Konstante ¢ aus der Bedingung, dass es genau ein
do € [0, 2] gibt, so dass x(¢g) = b und 2(¢g) = a, d.h.?

b _ o —singo . sin(1¢y) . (6.25)

a 1—cosepy’ Va

Die Zeit zum Durchlaufen dieser Kurve kann dann durch Einsetzen der Losung
berechnet werden zu T'[f] = ¢o/+/2¢g c.

b x b x
I I
I I
I I

(6.26)

6.2 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Das Brachistochronenproblem, das von den schweizer Mathematikern Johann und
Jakob Bernoulli 1697 gelost wurde, war historisch der Ausgangspunkt fiir eine
allgemeine Untersuchung von Eztremalproblemen fiir Funktionale S der Form

S[f] = /x2 dx S(f(;c)7f/(;c),x)’ (6.27)

1

wobei s(f, f',x) eine zweimal stetig differenzierbare reelle Funktion von drei reellen
Variablen, und f eine zweimal stetig differenzierbare reelle Funktion auf dem
Intervall [zq, 5] ist, deren Werte bei x; und x5 vorgegeben sind.

Variation. Mit denselben Uberlegungen wie im Abschnitt 6.1 kénnen wir eine
Bedingung an die Funktion f bestimmen, die das Funktional S[f] extremal macht.
Wir wollen diese im Formalismus der Variationsrechnung herleiten, die in der
theoretischen Physik gebrauchlich ist und mit der sich viele Herleitungen der
analytischen Mechanik recht bequem formulieren lassen. Dazu erinnern wir
zunéchst an die Definition des totalen Differentials dF' einer Funktion F'(x) von n
Variablen z = (z1,...,%,)

dF(z) =) 8—F_ (z) dz; . (6.28)

Hier bilden die dz; formal eine Basis des n-dimensionalen Vektorraums der
Differentiale (Kotangentialraum bei x). Insbesondere stellt der Koeffizient von dz;
in dF(x) die partielle Ableitung von F' nach x; im Punkt x dar. Das totale

2Man beachte, dass fiir ¢9 > 7 die obige Funktion # = f(z) im Bereich z > a zwei Werte
annehmen miisste; in der Parametrisierung x(¢), z(¢) behélt die Herleitung aber ihre Giiltigkeit.
Zudem haben die obigen Gleichungen weitere Losungen mit ¢y > 27, allerdings stellen diese nur
lokale Minima, nicht aber globale Minima dar.
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Differential ist somit im Wesentlichen die Ableitung von F' nach allen ihrer
Argumente.’

Wir konnen das totale Differential aber auch als die lineare Anderung der
Funktion unter einer kleinen Anderung dz; ihrer Argumente z; ausdriicken

dF(x) = d F(x + edx)

de 0
_ Z@_F (2 + e da) O(x; + edxy)
e~ O 5 Oe
J=1 J e=0
" OF
= — (z)dx; . (6.29)
1 83:j J

Dies entspricht dem Ausdruck, dem wir weiter oben zur Minimierung eines
Funktionals S[f] verwendet haben. Die Variation ¢ ist eine Verallgemeinerung des
totalen Differentials, die auch auf Funktionale S|f] angewendet wird

5sif] = Lsifvess]| (6.30)
de 0

Hier ist 0 f eine beliebige Funktion, und der Koeffizient von § f(z) in 5 stellt die
lineare Anderung des Funktionals unter einer kleinen Anderung von f im Punkt z
dar. Allgemeiner werden Variationen in der Physik auch verwendet, um die
Abhingigkeit eines Objekts von seinen Parametern,? bzw. die Anderung eines
solchen unter einer kontinuierlichen Transformation in linearer Naherung zu
beschreiben.

Euler-Lagrange-Gleichungen. Sei f eine Funktion mit gegebenen
Randbedingungen, fiir die das Funktional S[f] extremal ist

Sf] = /I2 dz s(f(z), f'(z), x). (6.31)

1

Dann muss die Variation von S bei dem Argument f verschwinden

5S[f] = 0, (6.32)

3Fiir Funktionen auf Vektorriumen entspricht die totale Ableitung dem Gradienten mit
dF = (0F/0%)-dZ.

4Wie im totalen Differential kénnen alle solche Abhingigkeiten auf einmal betrachtet werden,
man kann sich aber auch auf die relevanten Abhéngigkeiten beschrinken.
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wobei df eine beliebige Funktion ist, bei der wir uns auf 6 f(x;) = df(x2) =0
beschrinken. Man erhilt aus dieser Extremalbedingung®

0= [ an 5700 55 (1) £10).2)

of(x )88;, (f(x ),f/(x),x)]
= ["air@)| 53 (). 1000)
- di (j—f (f(x), ['(@), ))} : (6:33)

wobei wir in der letzten Gleichung wiederum partiell integriert haben und
ausgenutzt haben, dass die Randterme wegen 0 f(z1) = 0 f(x2) = 0 nicht beitragen.
Da diese Gleichung fiir beliebige d f(z) gelten muss, folgt daraus, dass eine
Funktion f, die das Extremalproblem 16st, die folgende Differentialgleichung erfiillt

0s

w (f(x),f’(:v),a:) — % [g—;/ (f(x),f’(x),x)] = 0. (6.34)

Diese Gleichung wird Euler-Lagrange-Gleichung genannt. Wenn man die Ableitung
nach x ausschreibt, so erkannt man, dass die Gleichung typischerweise eine
Differentialgleichung zweiter Ordnung ist,

0?s
(0f)
Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung erlaubt es, Anfangsbedingungen fiir

f(z) und f'(x) frei zu wihlen. Somit bestimmen die beiden Randbedingungen an
f(z) die Funktion in der Regel vollstindig.°®

(f(z), f(z),z) f'(x)=.... (6.35)

Die obige Herleitung fiir den Fall eines Funktionals S|[f] einer reellen Funktion f
lasst sich leicht auf den Fall eines Funktionals n reeller Funktionen f;
verallgemeinern.” Dann héngt s von mehreren Funktionen f(x),..., f.(x) sowie
ihren Ableitungen ab,

s=s(fi,....fa Sl frix), (6.36)

SWir bezeichnen die Argumente der Funktion s(f, f/,z) mit f, f/ und z und somit bezeichnen
0s/0f und 9s/0f’ die partiellen Ableitungen von s nach ihrem ersten bzw. zweiten Argument.
Hier sind a priori f und f’ unabhéingige Variablen; erst nach Auswertung der partiellen
Ableitungen werden die Funktion f(z) und ihre Ableitung f’(z) eingesetzt. Man beachte, dass
der Ausdruck s = s(f(x), f'(z),z) zwar oft mit s = s(f, f', ) abgekiirzt wird, aber umgekehrt
s = s(f, f’, ) nicht immer s = s(f(z), f'(x),x) bedeutet.

5Vollstéindige Bestimmtheit bedeutet hier, dass keine kontinuierlichen Freiheitsgrade
verbleiben. Es ist moglich, dass keine oder mehrere diskrete Losungen existieren. Die individuellen
Losungen f; stellen lokale Extrema bzw. stationdre Punkte des Funktionals S[f] dar.

"Gleichwertig kann man den Satz von Funktionen f; : R — R als eine einzige Funktion
f:R—R" oder f: R — M CR" betrachten.
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so bestehen die Euler-Lagrange-Gleichungen aus n Gleichungen der Form (6.34), je
einer fiir jedes f;(z)

0s d Os

o, dz o]
Diese n Differentialgleichungen zweiter Ordnung zusammen mit den
Randbedingungen legen die n Funktionen in der Regel vollstdndig fest.

—0. (6.37)

Man beachte, dass die obige Kurzform (6.37) der Euler-Lagrange-Gleichungen die
x-Abhéngigkeit von f = f(z) und f' = f'(z) und von s = s(f(z), f'(x), z) nicht
explizit auffithrt. In dieser Form impliziert die totale Ableitung d/dx, dass der
folgende Ausdruck unter der Annahme f = f(x) und f’ = f'(z) ausgewertet wird
und somit neben der expliziten z-Abhéngigkeit auch die implizite z-Abhéangigkeit
via f(x) und f'(z) beitrigt. Die totale Ableitung einer Funktion s(f, f’, )
implementiert somit die Kettenregel fiir die impliziten Abhéngigkeiten mit der
Definition®

d 0 - 0 0

d4._9 r 9 o 9| 6.38

4 8w+;[fj 5457 (6.35)
so dass fiir jede Funktion s(f, f/, ) und jede Funktion f(x) gilt

() 0@ s @) = 3 (s, ) 2)). (6.39)

Die totale Ableitung entspricht im Ubrigen der Definition des totalen Differentials
in (6.28)
ds

B = Os , Os

wobei nach Einsetzen df; = dx f; und df} = dz f} gilt.

Geodite im Euklidischen Raum. Bevor wir besprechen, wie sich die Gesetze
der Mechanik als Extremalprinzip beschreiben lassen, wollen wir noch ein paar
Beispiele zur Variationsrechnung besprechen, um uns damit besser vertraut zu
machen.

Seien 7y und 1y zwei Punkte in der Euklidischen Ebene. Jede beliebige Kurve
C C R? zwischen diesen zwei Punkten lisst sich beschreiben durch eine Bahn

7:[0,1] — R? [0,1] = C, (6.41)

wobei Z(0) = Zp und #(1) = Z;. Die Lénge der Kurve ist

L[C] = /01 dova? +y?. (6.42)

8Die totale Ableitung d/dz wirkt auf den Raum der Funktionen s(f, f’, z), bei denen f, f’
und z unabhéngige Parameter sind. Setzt man dort eine beliebige Funktion f(z) ein, so ist die
totale Ableitung dquivalent zur Ableitung der Funktion s(f(z), f'(z), x), die nur von z abhéngt.
Die totale Ableitung einer Funktion, die nicht von f oder f’ abhingt sei als die regulire
Ableitung definiert.
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Das Problem, die Geodite als kiirzeste Verbindungsstrecke zu finden, fithrt dann
zu den Euler-Lagrange-Gleichungen

0 d 0

. /2 722 _ = 2 2 —

Oz VIt +y do Oz’ ety Oa

aﬁ T2 + y/2 _ i i A/ 2 + y/2 =0. (643)
Y

do Oy’
Der erste Term auf der linken Seite verschwindet jeweils, da die Wurzel nur von z’
und 1 abhéngt, nicht aber von x und y. Daher folgt die Konstanz der beiden

Grossen ) )

x und y

/272 1 y? /272 + y? ’
Diese sind gerade die Komponenten des Einheitsvektors in Richtung der Tangente
der Kurve. Die Kurve dndert also nirgends ihre Richtung und ist somit eine
Gerade. Die Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen lautet

(6.44)

F(o) = Ty + (F1 — 70)5(0), (6.45)

wobei die Parametrisierung mit (o) nur tiber die Randwerte (0) =0, (1) =1
festgelegt ist. Die Verallgemeinerung auf den R" ist offensichtlich.

Geodite auf einer Sphire. Als zweites Beispiel analysieren wir die kiirzeste
Verbindungslinie zwischen zwei Punkten auf einer Kugeloberfliche. Wir
parametrisieren die Sphéire mit Radius r durch die Kugelkoordinaten

(x,y,2) = r(sinv cos p, sin U sin ¢, cos V). (6.46)

Die Kurve wird wie zuvor durch o — (J(c), ¢(0)) beschrieben, und das
Léangenelement betragt

dova? +y?+2? =rdo \/19’2 + @2 sin? 9 . (6.47)

Damit ist die Lange der Kurve

1 .
L[C] = r/ do \/19’2 + 2 sin? 9 . (6.48)
0
Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten nun
d ¢’ sin® 1) B
do \/19/2 + 2sin?

0, (6.49)

sowie
d s _ ¢Psind cos?)

do \/19’2 + ©? sin? B \/19’2 + ? sin?d

(6.50)

O.B.d.A. wihlen wir als Anfangspunkt der Kurve C' den Nordpol 9y = 0 und einen
beliebigen Punkt (¥4, ;) als Endpunkt. Dann impliziert die erste Gleichung

¢’ sin? ¥
VU2 + o2 sin? ¥

- = const . (6.51)
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Nun ist die Koordinate ¢ im Nordpol ¥ = 0 singuldr, was die Behandlung des
Anfangspunkts erschwert. Fiir eine differenzierbare Kurve, die den Nordpol
tatséchlich verldsst, konnen wir annehmen, dass 9'(0) > 0 und ¢'(0) endlich. Im
Grenzwert 0 — 0 ist der obige Ausdruck Null, aufgrund der Konstanz ist er damit
auch fiir alle o gleich Null und somit ¢’(c) = 0. Dies geniigt bereits, um auch die
zweite Gleichung zu erfiillen. Die kiirzeste Verbindungslinie zu dem Endpunkt
verlauft daher auf dem Grosskreis

(9(0), ¢(0)) = (115 (a), p1). (6.52)

6.3 Lagrange-Multiplikatoren

Oft mochte man ein Extremum einer Funktion bzw. eines Funktionals unter
gewissen Nebenbedingungen finden. Zu diesem Zweck fithren wir die Methode der
Lagrange-Multiplikatoren ein.

Lagrange-Multiplikatoren. Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren erlaubt
es, das Maximum einer Funktion f(xy,...,z,) unter der Nebenbedingung
g(x1,...,x,) = 0 zu finden.

», f = const

(6.53)

Fiir n = 2 kann man das Problem gut visualisieren indem man f(x,xs) als Hohe
iiber der 1,2-Ebene betrachtet. Wenn man dem durch g = 0 beschriebenen Weg
entlang folgt, so muss beim Maximum von f auf diesem Weg letzterer parallel zu
der Hohenlinie von f in diesem Punkt verlaufen. Ebenso miissen die Gradienten
von f und g, die senkrecht zu der Hohenlinie bzw. den Weg liegen, parallel sein.

Dies gilt auch fiir allgemeinere Probleme: Ein Extremwert ist erreicht, wenn die
Gradienten von f und g parallel sind, wenn also fiir ein geeignetes A gilt

of dg

=0 firallei=1,...,n. (6.54)

Der Parameter A\ wird Lagrange-Multiplikator genannt. Zur Formulierung des
Problems als Extremalproblem definiert man eine neue Funktion

F(zy,..., 20, A) = f(xy, ... 20) + Ag(1, ..., 2p). (6.55)

Die Bedingungen fiir ein Extremum lauten also

OF
0@ N

o _
oN

0 und 0. (6.56)
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Die erste Bedingung ist genau die obige Parallelitdtsbedingung (6.54) und die
zweite implementiert die Nebenbedingung

g=0. (6.57)
An dem Extremalpunkt gilt deswegen auch F' = f.
Die Kettenlinie. Im Folgenden werden wir diese Methode auf die Optimierung

von Funktionalen an, d.h. die Koordinaten (z1, ..., z,) werden durch Funktionen
ersetzt. Als Beispiel betrachten wir die sogenannte Kettenlinie.

_____ N
| o (6.58)
\—a ta; &

Eine Kette mit homogener linearer Massendichte p und Lénge ¢, ist unter dem
Einfluss eines homogenen vertikalen Schwerefeldes zwischen den Punkten (—a, b)
und (a, b) aufgehéngt. Wir wollen berechnen, welche Form die aufgehingte Kette
im Gleichgewicht annimmt. Wir suchen also die Funktion f(x), die die
Randbedinungen f(—a) =b = f(a) erfiillt, und fiir die die potentielle Energie V|[f]
minimiert wird mit "

Vi =g [ dsta) f(o) (6.59)
Da g und p konstant sind und uns der Wert von V'[f] letztlich nicht interessiert,
konnen wir diese Faktoren auf 1 setzen. Mit dem Euklidischen Langenelement

ds :=dxz /14 f'(x)* folgt
VIf] = /_a dz f(x)\/1+4 f'(x)?. (6.60)

a

Natiirlich hat dieses Variationsproblem nur dann eine verniinftige Losung, wenn
wir uns auf Kurven beschrdnken, deren Lange gerade ¢ ist

(L= / de /T F(2)?. (6.61)

—a

Um dieses Problem im Rahmen der oben angegebenen Methode behandeln zu
konnen, fithren wir einen sogenannten Lagrange-Multiplikator ein: Wir betrachten
das Problem als Variationsproblem von f(z) und A, wobei A ein Parameter ist,
und keine Funktion. Wir miissen also das Funktional V[f] + A\(L[f] — ¢)
minimieren. Um auch den Term A als Funktional zu schreiben, konnen wir formal
¢ als das Integral ffa dz £/2a schreiben. Die Nebenbedingung lautet schliesslich

/a dz < 5 f@)7 - %) —0. (6.62)

—a
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Wir betrachten also das Funktional
Sl = [ des(rla). 1)) (6.63)
mit dem Integranden

S50 = VI A(VIT T = ) (6:64)

2a

Die Bedingung 0S/0X = 0, dass S als Funktion von A extremal ist, ist dann genau
die Nebenbedingung (6.62). Fiir die Kurven f(x), die diese Nebenbedingung
erfiillen, ist S[f; A\] = V[f], und daher minimieren wir tatséchlich die potentielle
Energie.

Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir f(z) lautet nun

d [((f@)+N)f' (@) —
= ( ) =1+ /()2 (6.65)

L+ f'(x)?

Wir definieren g(x) = f(x) + A, und erhalten nach Differentiation

121

9%+ g9" 99%g

Vitg?  (+g2)

Multiplikation mit der positiven Funktion (1 + ¢’2)3/2 fiihrt zu der einfacheren
Gleichung

=/1+g2. (6.66)

g*—gg"+1=0. (6.67)

Um die Losung dieser Differentialgleichung zu erhalten, beobachten wir, dass sich
die weitere Ableitung nach = schreiben lasst als

I/ I/ mn 2 d g”
20'g" —g9" —g9" =—9g°— (=) =0. (6.68)
dr \ ¢

Wir miissen nun zwei Fille unterscheiden. Im Fall g(z) = 0 fiir alle z ist die Kette
mit ¢ = 2a straff gespannt. Anderenfalls werden wir sehen, dass g(x) # 0 und es
folgt die lineare Differentialgleichung

g" = cg. (6.69)
Die allgemeine Losung davon ist
g(z) = Acosh(y/cz) + Bsinh(y/cx). (6.70)

Aus den symmetrischen Randbedingungen folgt g(—a) = g(a), und daher ist
B = 0. Einsetzen der Losung g(x) in die urspriingliche Differentialgleichung (6.67)
ergibt

A? csinh®(y/c'z) — A? ccosh?(y/cz) +1 =0, (6.71)
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was zu A?c = 1 fiihrt. Die gesuchte Funktion f(z) differiert von g(x) um A, und
daher haben wir fiir f(x) gerade

f(z) = A+ Acosh % . (6.72)
Die Werte von A und A werden dann durch die Randbedingung f(a) = b sowie
durch die Nebenbedingung der Léange (6.62) eindeutig festgelegt. Zusammen lauten
sie

b= )x—l-Acosh%, 2Asinh% =/ (6.73)

Die Gleichung fiir A hat eine eindeutige Losung, die sich aber nicht explizit mittels
elementarer Funktionen ausdriicken lasst.

6.4 Prinzip der stationidren Wirkung

Auch die Gesetze der Mechanik lassen sich (zumindest in einem konservativen
Kraftfeld, d.h. einem Kraftfeld, das durch ein Potential beschrieben werden kann)
aus einem Extremalprinzip ableiten.

Lagrange-Funktion und Wirkung. Wir betrachten dazu ein Teilchen der
Masse m in einem Potential V' (Z). Die kinetische Energie T ist wie {iblich gegeben
durch '

T = %mfZ. (6.74)

Wir definieren dann die Lagrange-Funktion als Differenz der kinetischen Energie T'
und der potentiellen Energie V.

L=T-V. (6.75)

Die Lagrange-Funktion ist somit eine Funktion der Ortskoordinaten Z und der
Geschwindigkeiten Z. Dann betrachten wir das Funktional®

t1 .

S[a] = / at L(#(t), (1)), (6.76)
to

welches die Wirkung'® der Bahn Z(t) genannt wird.

Wir suchen nach der Bahn Z(¢), welche zu einem Extremalwert dieses Funktionals
fithrt, wobei wir den Anfangspunkt #(¢y) und den Endpunkt Z(¢;) festhalten

9Die Zeiten ¢y und ¢; haben keine elementare Bedeutung in der Physik. Im Rahmen einer
Messung kénnen wir sie als Start- und Endzeit des Experiments betrachten, an denen wir den
Zustand des Systems préparieren bzw. messen und zwischen denen wir die Dynamik ganz der
Physik iiberlassen. Fiir die Formulierung allzeit giiltiger physikalischer Gesetze bietet es sich
hingegen an, die Zeiten nach unendlich gehen zu lassen, (tg,¢1) — (—o00, +00). Allerdings wire
dann die mathematische Beschreibung aufgrund des nichtkompakten Gebiets komplizierter. Die
Wahl der Zeiten ¢y und ¢; wird sich aber als irrelevant fiir die Bewegungsgleichungen
herausstellen.

10Die Bezeichnung Wirkung fiir das Funktional S hat nichts mit dem Konzept einer Wirkung
von etwas auf etwas anderes zu tun.
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wollen.!! 2 Die Euler-Lagrange-Gleichungen zu dem Variationsproblem §S[#] = 0
lauten

d oL 0L
rrireialr 0, (6.77)
wobei d/dt die totale zeitliche Ableitung bezeichnet. Nun ist
oL - oL o =
— =mZ d —=—-—==F 6.78
o mi un oF: o7 : (6.78)

wobei F' die durch das Potential V beschriebene Kraft ist. Die
Euler-Lagrange-Gleichung ergibt hier demnach

mi = F, (6.79)
was gerade die Newtonsche Bewegungsgleichung unseres Teilchens ist. Wir haben
also die Bewegungsgleichung als Extremalbedigung des Wirkungsfunktionals S[Z]
formuliert.

Es ist klar, dass dieselbe Argumentation auch fiir den Fall von n Teilchen in einem
Potential V' (x) zutrifft, und ihre Bewegungsgleichungen als Extremalbedigung
geschrieben werden konnen. Das Prinzip der stationdren Wirkung (Hamiltonsches
Prinzip) besagt, dass sich die Dynamik recht allgemeiner mechanischer Systeme
auf diese Art formulieren lassen: Hierbei definiert die Differenz der kinetischen und
potentiellen Energie des Systems wieder die Lagrange-Funktion

L=T-V. (6.80)

Sie ist eine Funktion der Ortskoordinaten ¢*(t), der Geschwindigkeiten ¢*(¢) und
moglicherweise auch der Zeit t. Das Wirkungsfunktional lautet

t1

Sl = [ deL(al).(0).0). (6:51)
to

Eine Bahn ¢*(¢) erfiillt die Bewegungsgleichungen genau dann, wenn sie zu einem

Extremalwert der Wirkung fiihrt, 05[¢] = 0. Fiir dieses Variationsproblem wollen

wir wieder den Anfangspunkt ¢(ts) und den Endpunkt ¢(¢;) festhalten. Die

Euler-Lagrange-Gleichungen lauten dann

— = _ZZ . (6.82)

HDie Festlegung des Anfangs- und Endpunkts ist dquivalent zur Festlegung der
Anfangsbedingungen an Ort und Geschwindigkeit: Dazu legen wir einen Startpunkt Zy zur Zeit
to fest, und stellen die Geschwindigkeit vy an diesem Zeitpunkt genau so ein, dass der gewiinschte
Endpunkt #; zur Zeit t; getroffen wird. Dieses Zuordnungsproblem (Zy, #1) — ¥ besitzt zwar
nicht unbedingt immer eine Losung, und die Losung muss nicht eindeutig sein. Zumindest aber
sollte die Losungsmenge in der Regel diskret sein, da es fiir jede unbekannte
Geschwindigkeitskomponente genau eine Gleichung gibt. Umgekehrt bestimmen Z; und v
natiirlich Z; immer eindeutig.

12Man kann sich fragen, warum das Prinzip der stationiren Wirkung anhand von Start- und
Endwerten des Ortes und nicht anhand von Anfangsbedingungen an Ort und Geschwindigkeit
formuliert ist: Zum einen liefert es das gewiinschte Ergebnis. Zum anderen ist es schwierig, ein
Variationsproblem mit Anfangsbedingungen so zu formulieren, dass die Bewegungsgleichungen
korrekt reproduziert werden.
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Die Dynamik eines solchen Systems wird vollsténdig durch seine
Lagrange-Funktion beschrieben. Die Gesamtheit der Kraftgesetze lisst sich also
mit einer einzigen skalaren Funktion L(q, ,t) ausdriicken.

Elektrisch geladenes Teilchen. Wir haben bereits gesehen, wie sich Systeme
mit einem oder mehreren Teilchen, deren Kraftgesetz durch ein Potential V'
bestimmt ist, mittels einer Lagrange-Funktionen L = T — V beschreiben lassen.
Ein Beispiel fiir eine Lagrange-Funktion, die nicht direkt diesem Schema folgt, ist
durch die Lorentz-Kraft auf ein elektrisch geladenes Teilchen im
elektromagnetischen Feld gegeben.'

Interessanterweise lasst sich die Lorentz-Kraft nicht direkt {iber die
elektromagnetischen Felder ¥/ und B mittels Lagrange-Funktion formulieren. Die
homogenen Maxwell-Gleichungen

0 = 0 - OB

—-B=0 — xF =0 6.83
o7 o w T e Y (6.83)
implizieren aber, dass sich die Felder durch elektromagnetische Potentiale @ und A
darstellen lassen

-0 - . 0P 9A

Mithilfe dieser Potentiale konnen wir nun eine passende Lagrange-Funktion fiir die
Bewegung eines Teilchens Z(t) mit Masse m und elektrischer Ladung ¢ formulieren

L(T,7,t) = ma? — qd(&,t) + q2-A(Z, t). (6.85)
In der Tat ist dann
oL or S04,
- = — J;Z
axk Tz, &rk 1 i 81Ek
oL
ka
d oL > (9Ak
- 7 _ 6.86
&t 9, miy + q + Z ( )

so dass die Fuler-Lagrange-Gleichung den bekannten Ausdruck fiir die
Lorentz-Kraft ergibt

. [ o 04, °. [0A;  0A,
mi =i o = | o8 - G
= qEy + q(Zx B)y, (6.87)

bzw. in Vektornotation mz = qﬁ + q:? x B. Das zeigt, dass die obige
Lagrange-Funktion die Bewegung des geladenen Teilchens im elektromagnetischen
Feld korrekt beschreibt.

13Die Diskussion greift mit den Maxwell-Gleichungen und elektromagnetischen Potentialen
zwar auf Konzepte der Vorlesung FElektrodynamik vor. Wir wollen sie hier als gegeben
voraussetzen und zur detaillierte Herleitung und Besprechung auf die weiterfithrende Vorlesung
verweisen.
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Aquivalente Lagrange-Funktionen. Eine interessante Tatsache ist, dass die
Lagrange-Funktion eines Systems nicht eindeutig bestimmt ist: Zwei
Lagrange-Funktionen L und L, die sich nur um die totale zeitliche Ableitung einer
Funktion F'(g,t) unterscheiden

N
L= L+——L Z a—F —F, (6.88)

beschreiben dieselbe Dynamik. Diese Aquivalenz ist insbesondere fiir das elektrisch
geladene Teilchen relevant.

Zunéchst wollen wir diese Aquivalenzeigenschaft direkt zeigen. Dazu rechnen wir
die bendtigten Terme der Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die Lagrange-Funktion
L aus

oL O*F 9°F
- B

o qu 9" 0 | tog
oL 0L OF

9~ ¢ + e (6.89)
Hier sind die zwei zusétzlichen Terme in der ersten Zeile genau die totale
Zeitableitung des zusitzlichen Terms der zweiten Zeile. Somit hat L dieselben
Euler-Lagrange-Gleichungen wie L. Dies ist nicht weiter erstaunlich, denn die
Wirkungen der beiden Lagrange-Funktionen unterscheiden sich lediglich durch
einen Randterm

Sa) = slal+ [ at S = sl + [Fao.0)]; (6.90)

Man beachte hier, dass die Funktion F(q,t) nur von den ¢*(t) abhingt, welche bei
der Variation typischerweise zu den Randzeiten t = ty, t; festgehalten werden; sie
héngt insbesondere nicht von den ¢%(¢) ab. Ein konstanter Beitrag zur Wirkung
dndert aber nichts an den Extremalbahnen.

Andert man in dem obigen Beispiel die elektromagnetischen Potentiale (&, ff)
durch eine Eichtransformation

oA > o 04

PP — — A=A+ — 6.91

8t Y + af? ( )
wobel /A eine beliebige skalare Funktion ist, so &ndern sich die elektromagnetischen
Felder £ und B nicht. Daher sollte auch die Bewegungsgleichung invariant sein. In
der Tat geht die Lagrange-Funktion L unter einer Eichtransformation in eine
aquivalente Lagrange-Funktion iiber

oA 8/1) _7 dA

L—>L+q(—+x— 95 (6.92)

ot or

Mit der obigen Herleitung folgt dann die Invarianz der Euler-Lagrange-Gleichung
unter einer Eichtransformation.
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Quantenmechanik. Wir konnen das Prinzip der stationdren Wirkung als
elementar fiir die klassische Mechanik hinnehmen. Im Hinblick auf das sehr
ahnliche Fermatsche Prinzip der Optik lohnt es sich aber, es zu hinterfragen:
Warum bestimmt die Forderung nach einer stationdren Wirkung die erlaubten
Pfade eines klassischen mechanischen Systems? Weiter oben haben wir
argumentiert, dass die geometrische Optik in Form des Fermatschen Prinzips als
Grenzfall der Wellenoptik angesehen werden kann. Analog dazu konnte man
argumentieren, dass sich die klassische Mechanik als Grenzfall einer
Wellenmechanik ergibt, bei der die Dynamik der Objekte durch Wellen eines
abstrakten Feldes beschrieben wird. Dies fithrt direkt zu einem zentralen Punkt
der Quantenmechanik. Da die Quantenmechanik aber noch weitere Konzepte der
klassischen Physik grundlegend abéndert, wie z.B. den Determinismus in eine
Wahrscheinlichkeitsinterpretation, ist sie fiir uns Menschen kaum intuitiv zu
erfassen. Sie wird daher in der weiterfithrenden Vorlesung Quantenmechanik
ausfiihrlich besprochen, und wir wollen hier nur kurz auf diesen konkreten
Zusammenhang eingehen.

Die Quantenmechanik fiihrt mit dem Planckschen Wirkungsquantum h eine
Naturkonstante mit der Dimension einer Wirkung ein. Im Vergleich zur
Grossenordnung der Wirkung S|q] alltdglicher Gegensténde ist die Plancksche
Konstante sehr sehr klein. Dies bedeutet, dass die zu erwartende
(quantenmechanische) Wellenléinge alltaglicher Gegensténde verschwindend klein
ist. In Analogie zu unserer Diskussion des Fermatschen Prinzips impliziert dies,
dass Pfade mit stationdrer Wirkung die Entwicklung quantenmechanischer Wellen
stark dominieren. Alltédgliche Gegenstdnde bewegen sich also in der
Quantenmechanik mit extrem hoher Genauigkeit (und mit nahezu absoluter
Determiniertheit) entsprechend der Euler-Lagrange-Gleichungen.

Betrachtet man hingegen mikroskopisch kleine Objekte wie Molekiile, Atome oder
deren Bausteine, ist die quantenmechanische Wellenlénge in derselben
Grossenordnung wie ihre Ausmasse. Dort sind also quantenmechanische Effekte
wie die Interferenz von Wellen relevant. Fiir solche Situationen wird demnach das
Wirkungsfunktional S[q] auch abseits der klassische erlaubten Pfade getestet.

6.5 Holonome Zwangsbedingungen

Die Umformulierung der Newtonschen Bewegungsgleichungen als Variationsprinzip
ist besonders niitzlich fiir Systeme mit Zwangsbedingungen. In dieser
Betrachtungsweise wird ein Teil der Kréfte indirekt dadurch beschrieben, dass die
Bewegungsmoglichkeiten der Massepunkte eingeschrankt wird.

Sphirisches Pendel. So ist zum Beispiel beim sphérischen Pendel die
Bewegung eines im Raum schwingenden Massepunktes dadurch eingeschréankt,
dass der Faden den Abstand vom Aufhingepunkt konstant gleich [ halt.'* Wir

14Das sphirische Pendel ist der Spezialfall I3 = 0 des schweren Kreisels mit I; = ml?, dessen
Losung bereits in Abschnitt 4.4 diskutiert wurde.
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wollen die Formulierung im Lagrange-Formalismus nun kurz erkléren.

(6.93)

#(e) = ¢, (6.94)

wobei € ein Punkt auf der Einheitssphire S? ist, welche den Konfigurationsraum
des Systems darstellt. Die Bahn des Pendels ist durch eine Funktion &(t) € S?
gegeben. Auf der Sphire S? kénnen Lagekoordinaten eingefiihrt werden, z.B. die
Polarkoordinaten 1, ¢:
sin ¥ cos ¢
e, @) := [ sindsiny | . (6.95)
cos ¥

Dadurch wird der Konfigurationsraum auf einen rechteckigen Bereich des R?
abgebildet.

—

o

Wir kénnen nun die kinetische und potentielle Energie als Funktion der
Lagekoordinaten 9, ¢ und ihrer zeitlichen Ableitungen ausdriicken. Hierfiir setzen
wir die eingeschrankten Koordinaten (¢, ¢) aus (6.94,6.95) in die Ausdriicke fur 7'
und V' in kartesischen Koordinaten ein. Dies ergibt

(6.96)

wn
I —

T = %mEQ = %ml2§2 = iml® (192 + ¢ sin’¥),

V = mgxs = mgles = mgl cos 9. (6.97)

15Die Abbildung ist nicht bijektiv auf dem Rand des Rechtecks. Zur Darstellung von ganz S?
benotigt man mindestens zwei Karten (einen Atlas).
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Fiir die einzelnen Terme in den Euler-Lagrange-Gleichungen finden wir dann

L
g a— = ml219,
dt g0
L
% = ml*sind cos Y p* + mglsin ¥,
L .
4 0_ = mil?sin® 9 ¢ + 2ml*Ip sin ¥ cos v,
dt 0¢
oL
55 =0 6.93
5 =0 (6.99)

und insgesamt lauten die Bewegungsgleichungen

mi? ¥ = mi%sind cos ¥ % + mgl sin ¥,
mil?sin? 9 ¢ = —2ml?sin 9 cos ¥ V. (6.99)

Diese Gleichungen stellen genau das Kraftgesetz eines sphérischen Pendels dar, wie
man mittels elementarer Mechanik bestitigen kann: Dort kann man die
Zwangsbedingung durch eine unbestimmte Kraft Az entlang des Fadens
implementieren )

mi = —mgeés + \T. (6.100)

Setzen wir hier die Koordinaten (6.94,6.95) ein, so erhalten wir die beiden obigen
Bewegungsgleichungen fiir ¥, ¢ sowie eine Gleichung, die die Fadenspannung A
bestimmt.

Mehrteilchen-Systeme. Allgemeiner betrachten wir nun ein System von n
Teilchen, deren erlaubte kartesische Koordinaten x = (71, ..., 7,) € R3 zur Zeit ¢
eine glatte N-dimensionale Fliche M(t) C R3" bilden. Zwangsbedingungen dieser
Art werden holonome Zwangsbedingungen genannt. Dieses System hat dann N
Freiheitsgrade.

Lokal kénnen wir das System durch Koordinaten ¢ = (¢!, ..., ¢") beschreiben, d.h.
wir haben einen Bereich K C RY und eine bijektive Abbildung X : K — M(t)

qg— X(qt), (6.101)

die sowohl in ¢ als auch in ¢ differenzierbar ist.

(6.102)
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Die Tangentialabbildung hat Rang N, d.h. die N Vektoren 0X/0¢* sind linear
unabhéngig. Jede mit dem Zwangsbedingungen vertréigliche Bahn x(t) des Systems
ist dann durch eine Bahn ¢(t) € K dargestellt

z(t) = X (q(t);t). (6.103)
Wir fassen nun die Lagrange-Funktion als Funktion der

Konfigurationsraumkoordinaten ¢“, ihrer Zeitableitungen ¢“ sowie der Zeit ¢ auf,
und definieren

L(g.¢.t) ==Y _ 3m (dif) —V(X). (6.104)

i=1
Dies fithrt dazu, dass die Lagrange-Funktion auf der Bahn ¢(¢) im

i
Konfigurationsraum mit der Lagrange-Funktion einer Bahn z(t) im
uneingeschrénkten Raum iibereinstimmt

L(q(t),q(t),t) =T(&(t)) — V(x(t)). (6.105)

Fiir diese Lagrange-Funktion bestimmen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen. Die
Abhéngigkeit von ¢ ergibt sich aus der totalen Ableitung im kinetischen Term

— N — —
dX; 0X; 0X;
c=) ¢ - 6.106
dt Z 0q° * ot ( )
Wir finden
L n
i _Zmz dXz_ﬁXZ7
04~ = dt  0¢~
0L = dX; d 90X, OV 9X;
— = Pi——— —— — — . 6.107
oq“ zZ1 m dt dt 0g~ ; 0r; 0q* ( )
In der zweiten Zeile haben wir benutzt, dass d/dt mit 0/dq vertauscht. Die
Euler-Lagrange-Gleichungen lauten daher
_doL oL
dt 0¢®  0g*
LB 09X, & X;
= 1.8 . 8V.8 ’ (6.108)

m; ypuing ey ;
dtz  0¢~ — or; 0g”

i=1
wobei sich bereits zwei Terme gegenseitig aufgehoben haben. Nach Einsetzen der
Bahn z erhalten wir die Form

°, .4 OV . 0X,
Y miZiTia==) = Ta  Ta= 5. (6.109)
i=1 il 0q*

Dies stimmt genau mit den iiblichen Newtonschen Bewegungsgleichungen iiberein,
wenn man beachtet, dass die Abbildung T.., das Kraftgesetz auf den
Tangentialraum von M(t) einschrankt, welcher die moglichen
Bewegungsrichtungen der Freiheitsgrade darstellt. Die Zwangsbedingungen &ussern
sich dann als diejenigen Krifte, die benétigt werden um alle weiteren
Komponenten des Kraftgesetzes im R?" zu erfiillen.
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Allgemeine Konstruktion. Die Bewegungsgleichungen eines Systems mit
Zwangsbedingungen kann man daher im allgemeinen wie folgt aufstellen:

e Schreibe T'=3"" | %m,ff und V' = V(z,t) in kartesischen Komponenten, ohne
Beriicksichtigung der Zwangsbedingungen.

e Driicke die geméss der holonomen Zwangsbedingungen zuldssigen
Konfigurationen der z = (Z4, ..., #,) durch unabhéngige Lagekoordinaten
q=(q',...,q¢") aus * = X(g;t) und berechne = = (dX/dt)(q, ¢; ).

e Setze x,xin L =T — V ein.

e Fiir nichtholonome (sowie verbleibende holonome) Neben- und
Zwangsbedingungen, fithre Lagrange-Multiplikatoren'® ein und nimm diese
entsprechend Abschnitt 6.3 in die Lagrange-Funktion auf.

e Stelle die Euler-Lagrange-Gleichungen (6.82) auf.

Diese Vorgehensweise soll nun an ein paar Beispielen illustriert werden.

Ebenes getriebenes Pendel. Wir wollen hier das Beispiel des getriebenen
Pendels aus Abschnitt 3.4 wieder aufgreifen: Die Masse m eines Pendels hingt im
vertikalen homogenen Schwerefeld mit Beschleunigung ¢ an einem Seil mit
vorgegebener, zeitabhingiger Lange R(t). Zuséatzlich bewege sich der
Aufhéngepunkt vertikal mit einer vorgegeben Funktion H(¢). Wir lenken das Seil
nur in einer vertikalen Ebene aus, so dass eine Lagekoordinate 6(t) zur
Beschreibung der Bahn des Pendels geniigt.

Die zuldssigen Lagen des Pendels lauten somit

L Rsin6
T = (H—RCOS@) (6.110)
und fiir die Geschwindigkeit erhalten wir

(6.111)

2 Rsinf + RO cosd
~ \H — Rcosf + Rfsinf )’

Wir setzen dies nun in die iiblichen Ausdriicke fiir die kinetische und potentielle
Energie ein

T = %mRQQQ +mRH 0sinf — mRH cos + %mH2 + %mRQ,

V =mgH — mgR cos 0. (6.112)

Die partiellen Ableitungen von L lauten

OL _ R +mRH sin 6,

00

oL o D .

50— mRH 6 cosf +mRH sinf —mgRsin#, (6.113)

16Lagrange-Multiplikatoren konnen entweder Variablen oder Funktionen sein, je nachdem ob
die Bedingung auf die Bahn insgesamt oder fiir jeden Zeitpunkt zutreffen muss.
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und schliesslich die Euler-Lagrange-Gleichungen

mR*) = —2mRR O — mRH sin — mgRsin 6. (6.114)
Wir konnen sie schreiben als
d . .
a(R?e) = —(g+ H)Rsin0, (6.115)

wobei R20 der Drehimpuls beziiglich des Aufhéingepunkts ist und ¢ + H die
effektive Schwerebeschleunigung in einem vertikal mit H beschleunigten
Bezugssystem darstellt. Dieses Ergebnis ist konsistent mit den in Abschnitt 3.4
aufgestellten Bewegungsgleichungen.

Doppelpendel. Beim ebenen Doppelpendel bewegen sich zwei Massepunkte
unter dem Einfluss eines homogenen Schwerefeldes in einer vertikalen Ebene, der
erste mit einem festen Abstand /; von einem festgehaltenen Punkt, und der zweite
mit einem festen Abstand [, vom ersten Massepunkt.

L/
y
' (6.116)

—0a 7 2

Wir bezeichnen die Auslenkungen von der Vertikalten vom jeweiligen
Aufhéangepunkt durch #; und 5. Dann sind die Ortskoordinaten in der Ebene

fl = ll<SiH 91, — COS 91),
fg = fl + lg(Sin (92, — COS 92) (6117)

Fiir die kinetische und potentielle Energie findet man

T = %(ml + 771@)1%8% + %777@[29% + mglllgélég COS(¢91 — 02),
V = —(my + my)gly cos 6y — maglsy cos s. (6.118)

Die Lagrange-Funktion ist L =7 — V', und daraus kann man dann leicht die
Bewegungsgleichungen ableiten.

Das Doppelpendel ist ein bekanntes Beispielsystem welches nicht integrabel ist: Die
Bewegungsgleichungen konnen nicht auf die Berechnung von Integralen
zuriickgefithrt werden. In der Tat weisen numerische Berechnungen und
Experimente auf ein chaotisches Verhalten hin. Das Verhalten des Doppelpendels
kann nach endlicher Zeit bereits in starker Weise von minimalen Anderungen der
Anfangsbedingungen abhéngen.

6.6 Relativistisches Teilchen

Hier wollen wir noch das freie und das geladene relativistische Teilchen im
Lagrange-Formalismus behandeln.
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Freies Teilchen. Die Weltlinien freier relativistischer Teilchen sind Geraden im
R*! und damit Geoddten im Sinne der Minkowski-Metrik 7,,, dz* da”. Sie sind also
charakterisiert durch stationdre Bahnen der Wirkung

S[a] = / Y Cm)dr,  6S[a] =0, (6.119)

bei festen Endpunkten im R*!. In jedem Inertialsystem konnen wir dies nach der
Definition der Eigenzeit
FIR
<—x) =& (6.120)
dr

schreiben als Hamiltonsches Prinzip fiir die Wirkung

t1
S[a] = / A L@,  6S[z] =0, (6.121)
to
wobei L die Lagrange-Funktion ist
-
L(7) = —mc? i—; = —mc*y /1 — 2—2 . (6.122)

Der fiir die Euler-Lagrange-Gleichungen irrelevante Faktor —mc? ist so gewiihlt,
dass sich im nichtrelativistischen Grenzfall v < ¢ die klassische Lagrange-Funktion
eines freien Teilchens ergibt

L(¥) = —mc® + smi* + O(v*/ ). (6.123)

Er ist auch so gewéhlt, dass sich die normierten Ausdriicke fiir die
Erhaltungsgrossen zur Poincaré-Gruppe ergeben.

Geladenes Teilchen. Wir kénnen nun auch untersuchen, wie das Teilchen an
das elektromagnetische Feld gekoppelt werden kann, siehe Abschnitt 6.4 und die
Vorlesung FElektrodynamaik. Im nichtrelativistischen Grenzfall geschieht dies durch
den Zusatzterm —q@® + qU-/T mit dem skalaren Potential ¢ und Vektorpotential A.
Wir kénnen ihn unverédndert in die relativistische Lagrange-Funktion iibernehmen

U2 —
L(Z,¥,t) = —mc®\[1 — = — q@(Z,t) + q-A(7, 1). (6.124)
C

Dieser Ausdruck transformiert sich in der Tat geeignet unter
Poincaré-Transformationen, so dass die resultierende Wirkung S|x] invariant ist.
Um diese Eigenschaft klarer zu formulieren, kombiniert man die Potentiale in dem
Vierer-Potential A, = (—®/c, A). Dann lautet die Lagrange-Funktion kurz
9 dr

L(z,u) = (—mc® + qu-A(z)) e (6.125)
wobei der Faktor dr/dt fiir einen Poincaré-invarianten Integranden d¢ L(x,u) der
Wirkung benétigt wird

Slx] = /t1 dr (—=mc® + qu-A(z)). (6.126)

to
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Wie schon zuvor ist diese Lagrange-Funktion nicht invariant unter der
Eichtransformationen A, — A, 4+ 0A/0x". Sie dndert sich aber nur um ein totales
Differential

A A
dtL»—>dtL+q(%—t+17-%)dt:dtL+qd/1. (6.127)
X

Insbesondere bleiben daher die Bewegungsgleichungen unveréndert.

Die Bewegungsgleichungen eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld
sind die Euler-Lagrange-Gleichungen zur Lagrange-Funktion (6.124)

d muv - .
— —— =q(F +UxB). 6.128
dt 1—172/02 q( +U>< ) ( )

Sie entsprechen den Bewegungsgleichungen der klassischen Lorentz-Kraft mit
einem zusétzlichen relativistischen Faktor. Dies sind die drei benotigten
Komponenten eines Kraftgesetzes. Die entsprechende zeitliche Komponente des
Vierer-Kraftgesetzes ist der Energiesatz, der hier lautet

d —
= _IyE (6.129)
dt \/1—-5%/c2 ¢

Die Leistung iiber ein endliches Zeitintervall und fiir ein endliches elektrisches Feld
E' ist beschréankt. Das bestétigt unsere vorherigen Betrachtungen, dass ein Teilchen
niemals bis zur Lichtgeschwindigkeit beschleunigt werden kann.

6.7 Das Prinzip von Maupertuis

Fiir mechanische Systeme einer leicht eingeschréinkten Klasse konnen die Bahnen
auch mit einem etwas anders gearteten Variationsprinzip bestimmt werden, dem
Prinzip von Maupertuis. Zum Beispiel entspricht unsere Herleitung der Bahnen des
Kepler-Problems in Abschnitt 2.3 diesem Schema.

Teilchen im gekriimmten Raum. Wir betrachten im Folgenden ein System
mit kinetischer und potentieller Energie der Form

T(q,q) = 3Gas(q) ¢*d°,  V =V(q), (6.130)

wobei die kinetische Energie positiv definit ist, d.h. T'(¢,¢) > 0 fiir ¢ # 0.

In diesem Abschnitt wollen wir wieder die im Rahmen der Relativitatstheorie in
Abschnitt 5.3 eingefithrte Summenkonvention verwenden: Uber einen Index

a, (3,..., der in einem einzigen Produkt-Term sowohl in oberer als auch in unterer
Position auftritt, wird automatisch summiert

N
Gop(q) " = D Gapla) " ¢". (6.131)

a,f=1
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Im obigen kinetischen Term 7' iibernimmt die Matrix G,s3(¢) die Rolle einer
verallgemeinerten Masse, die vom Ort und von den zugehorigen Koordinaten
abhéngen kann. Aufgrund der Form von 7" kénnen wir den Massentensor G,p auch
als eine Riemannsche Metrik des Konfigurationsraums auffassen,'” welche dort ein
Linienelement definiert

ds® := Gop(q) dg™ dq” . (6.132)

Mit diesem Léangenelement ist die Lange einer Kurve gegeben durch

B
/ds-/da\/ Gus(q %‘i %‘i (6.133)

Das Extremalwertproblem zu diesem Funktional bestimmt die Geoddten, d.h.
Kurven extremaler Lénge in dieser Geometrie.

Wir wollen allerdings das physikalische Wirkungsfunktional

Slq) = /dtL(q,CJ) = /dt (T(q,9) — V() (6.134)

fiir die gewohnliche Lagrange-Funktion L := T — V untersuchen, wobei die
kinetische Enegie T" proportional zum quadratischen Wegelement ist. Dies
entspricht einem klassischen Teilchen, welches sich in einem gekriimmten Raum

mit Riemannscher Metrik G,5 bewegt.'®

Mit OL/9¢* = Gup(q) ¢° lauten die zur Euler-Lagrange-Gleichung beitragenden
Terme

d JOL 0G

4oy .3 af .8 .y

at age Gt B 10
8q "2 (9q ¢’ 3q

(6.135)

Indem wir die Euler-Lagrange-Gleichung mit der inversen Metrik G
multiplizieren, erhalten wir die folgende Gleichung fiir die Beschleunigung §
ov

i’ + Ig,(q) "¢ + G*(q) 2 =0 (6.136)

Hier ist der Tensor I'g. (q) der sogenannte Zusammenhang zu der Riemannschen
Metrik Gop
9. 1cus 0G oy n 0Gpa  0Gg, .
By 2 dqP oq" g™
Der Zusammenhang beschreibt, wie sich Vektoren unter Paralleltransport in einem
gekriimmten Raum verhalten. Die Bewegungsgleichung lasst sich also in einer

(6.137)

I"Wir gehen hier nicht weiter auf Konzepte der Differentialgeometrie und speziell der
Riemannschen Geometrie ein, die auch zentral fiir die Formulierung der allgemeinen
Relativitdtstheorie sind. Wir verwenden lediglich einige elementare Ausdriicke und verweisen fiir
Erlduterungen auf die entsprechenden Vorlesungen.

8Hierfiir ware ein Faktor der Masse m in T angebracht, welcher allerdings auch in die Metrix
Gop aufgenommen werden kann.
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kompakten Form schreiben, welche aus elementaren Bausteinen der
Differentialgeometrie besteht. Sie besitzt eine gewisse Ahnlichkeit mit der
Geoddtengleichung

q" +I5,qd"q" =0, (6.138)

die die Geoditen zur Metrik G5 bestimmt. Hierbei bezeichnen ¢’ und ¢” die
Ableitungen nach der Bogenlénge s. Die Geodétengleichung ist damit unabhéngig
von der Parametrisierung der Kurve ¢(o), wihrend die Bewegungsgleichung zur
Wirkung S die Abhéngigkeit von ¢ vollstandig festlegt.

Prinzip von Maupertuis. Da T und V nicht explizit von der Zeit abhéngen,
ist fiir ein solches System die Energie £ =T + V erhalten.

Das Prinzip von Maupertuis bestimmt die Trajektorie C := {q(t);t € [to, 1]} der
Losungen der Bewegungsgleichung mit vorgegebenen Endpunkten ¢; = ¢(¢;) und
vorgegebener Energie E.'Y Wir definieren hierzu das Funktional

M[C] = /tl dt2+/T(q,4) VE - V(q), (6.139)

to

und verlangen, dass es fiir ¢(¢) einen extremalen Wert annimmt
sM[C] = 0. (6.140)

Die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen legen dann die Trajektorie
C ={q(t)} fest, allerdings nicht seine parametrisierte Bahn ¢(t). Der Grund dafiir
ist, dass die Kombination

dt\/2T(q,q) =do+/2T(q,q') =ds (6.141)

mit ¢’ = (dt/do)¢ unabhéngig von der Parametrisierung der Bahn ¢ ist.
Dementsprechend ist das Funktional M[C] unabhéngig von der Parametrisierung,
und jede Reparametrisierung eines Extremums ¢(¢) ist ebenso ein Extremum. Die
Bedingung 6 M[C] = 0 kann also bestenfalls die Trajektorie C bestimmen.

Den korrekten Zeitverlauf auf einer Trajektorie konnen wir schliesslich mit der
Energiebeziehung bestimmen

T(q,4) = E - V(q). (6.142)

Zusammen mit der Extremalbedingung (6.140) fiir M|[C] legt dies die Bahn ¢(t) bis
auf Zeittranslationen eindeutig fest und damit auch die Dauer ¢; — t4.%°

19Man beachte, dass im Hamiltonschen Prinzip der stationiren Wirkung die beiden Endpunkte
q; bereits die gesamte Bahn und damit auch ihre Energie F festlegen. Im Prinzip von Maupertuis
ist die Parametrisierung der Bahn zunéchst irrelevant, und damit auch die Endzeiten ¢;. Somit
kann die Energie F frei gewahlt werden, und die Lange des Zeitintervalls t; — tg wird erst im
néchsten Schritt bestimmt.

20Man kann die Zwangsbedingung (6.142) auch mittels Lagrange-Multiplikator an das
Funktional (6.139) koppeln. In diesem Fall muss man entweder die Energie F oder die Dauer
t1 — to als Freiheitsgrad auffassen, da die beiden sich gegenseitig festlegen. Die korrekte Wahl fiir
den Startwert des Lagrange-Multiplikators ist Null.
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Aquivalenz. Wir wollen nun die Aquivalenz der Prinzipien von Hamilton und
Maupertuis beweisen: Die Euler-Langrange-Gleichungen zum Funktional M|C|
lauten®!

o= (VE-V 1
Cdt 2

VT Gaﬁqﬂ -
L VT oV
VE =V 0¢*

VE-V .
= TGM(Q“FM q")

vVE GB'Y By
\F

g q"q"

d [VE-V T oV
= {—} Gosd® + VT oV (6.143)
dt VT VE =V 0¢*
Benutzen wir nun die Energiebeziehung (6.142) um die Parametrisierung
festzulegen, dann vereinfacht sich die Gleichung fiir die Bahn ¢(t) zu
ov
Gas (@ + 15,6°¢) + —— =0. (6.144)

q”

Dies sind genau die Euler-Lagrange-Gleichungen, die aus dem Hamiltonschen
Prinzip der stationdren Wirkung fiir S[q| folgen.

Umgekehrt kénnen wir zeigen, dass das Prinzip von Maupertuis aus dem Prinzip
der stationdren Wirkung folgt. Zunéchst vergewissern wir uns, dass die Energie
einer Losung konstant ist. Dazu kontrahieren wir Euler-Lagrange-Gleichungen
(6.144) fiir die Bahn ¢(¢) mit ¢*. Dies liefert die Bedingung

d
dt

Wir schreiben also 7'+ V = E und damit sind die Gleichungen (6.143) fiir die
Trajektorie und offensichtlich auch die Energiebeziehung (6.142) erfiillt.

(T+V)=0. (6.145)

Beispiel. Als Beispiel betrachten wir den Fall eines freien Teilchens, V(q) := 0.
Dann lautet das Variationsprinzip (6.140) schlicht

5/ds =0, (6.146)

wobei s die Bogenlénge der Trajektorie in der Metrik (6.132) des
Konfigurationsraums bezeichnet. Die Trajektorien zu jeder Energie £ > 0 sind
demnach Geodaten. Eine Illustration dazu liefert ein Massepunkt, der reibungsfrei
auf einer zweidimensionalen Fliche M im R? gleitet. In diesem Fall ist

ds\?

2IMan kann sich vergewissern, dass die Kontraktion der Gleichung mit ¢* trivial ist; dies
bedeutet, dass die Gleichung die Parametrisierung nicht festlegt.

~
Il

|
3
Il
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wobei s die durch die Euklidische Metrik des R? induzierte Bogenlinge der
Trajektorie bezeichnet. Alle Bahnkurven sind also Geodéaten im Fuklidischen Sinn
auf der Flache M; auf einer Kugeloberfliche, z.B., sind dies die Grosskreise. Die
Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die Bogenlange (6.143) ergeben die
Geodétengleichung

¢+ 15,4%" =0, (6.148)

wobei ¢ und ¢” die Ableitungen nach der Bogenlidnge s bezeichnen mit
ds = /2T /m dt. Es verbleibt dann lediglich, den Zeitverlauf auf einer Geodite fiir
eine vorgegebene Energie £ mittels dt = ds /v(s) = dsy/m/2T(s) zu bestimmen.
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Allgemeine Mechanik Kapitel 7

ETH Ziirich, 2020 HS Prof. N. Beisert
26.11.2020

7 Symmetrien

Unsere expliziten Losungen konkreter Systeme basierten alle, direkt oder indirekt,
auf Erhaltungsgrossen wie der Energie oder dem Drehimpuls. Wir haben bereits in
Abschnitt 1.5 gesehen, dass die 10 Erhaltungsgréssen Energie, Impuls, Drehimpuls
und Schwerpunktbewegung, die ein abgeschlossenes System aufweist, mit den 10
Freiheitsgraden der Galilei-Transformationen korrespondieren. Dieser
Zusammenhang zwischen kontinuierlichen Symmetrien und Erhaltungsgrossen ist
kein Zufall, sondern ein allgemeingiiltiges Resultat, welches das Noethersche
Theorem genannt wird: Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines mechanischen
Systems im Lagrange-Formalismus gibt es eine zugehorige Erhaltungsgrosse.
Kurioserweise gilt diese Aussage auch in der umgekehrten Richtung, es besteht also
eine Dualitédt zwischen Symmetrien und Erhaltungsgrossen.

7.1 Zyklische Koordinaten

Bevor wir den allgemeinen Fall diskutieren, wollen wir zunéchst eine einfache
Klasse von Symmetrien und ihre zugehérigen Erhaltungsgrossen diskutieren.

Erhaltene Impulse. Sei L(g, ¢,t) die Lagrange-Funktion eines mechanischen
Systems. Falls L von einer der Koordinaten ¢® unabhéngig ist,

oL

— = 7.1
G =0 ()
so nennt man die Koordinate ¢* zyklisch. In diesem Fall ist die Lagrange-Funktion
offensichtlich invariant unter der Verschiebung der Bahn

q*(t) — q“(t) + A (7.2)

Ebenso ist die Wirkung S|q] unter dieser Transformation invariant. Eine
Abbildung der Bahnen bildet somit insbesondere eine stationédre Bahn auf eine
andere stationdre Bahn ab. Mit anderen Worten, das Bild einer Losung ¢(¢) der
Bewegungsgleichungen ist wieder eine Losung der Bewegungsgleichung; somit sind
auch die Bewegungsgleichungen invariant unter dieser Verschiebung.! Wir nennen
eine Transformation, welche die Wirkung invariant lésst, eine Symmetrie der
Wirkung.

!Diese Beziehung zwischen Symmetrien der Wirkung und Symmetrien der
Bewegungsgleichung trifft in umgekehrter Richtung nicht zu.
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Zu einer zyklischen Koordinate ¢* definiert man den konjugierten Impuls p, durch

oL
o= = 7.3
Pei= 5o (7.3)
Dann gilt wegen der Euler-Lagrange-Gleichung sofort
d d 0L L
— Do = oL _ 0L _ 0 (7.4)

de™™ dt oG dg
Der konjugierte Impuls ist also eine Erhaltungsgrosse: Entlang der Bahn ¢(t) ist p,
konstant.

Homogenitit des Raums. FEin offensichtliches Beispiel fiir zyklische Variablen
ist das freie Teilchen mit Lagrange-Funktion
L(Z,7) = imi?. (7.5)
Hier sind alle Koordinaten ' zyklisch, und der konjugierte Impuls ist genau der
mechanische Impuls
oxr (7:6)

welcher offensichtlich erhalten ist, ﬁ = 0, da keine Krifte wirken.

Eine Verallgemeinerung dieses Beispiels ist das abgeschlossene
Mehrteilchen-System mit Potential V'

L(Zy, . By iy, i ) = Y gmad® = V(& i ). (7.7)
=1

Hier hangt die Lagrange-Funktion typischerweise von allen Positionen Z; ab.
Aufgrund des Galileischen Relativitatsprinzips gibt es dennoch einen Vektor
zyklischer Variablen: Die simultane Translation aller Positionen

7i(t) — Ti(t) + \b (7.8)

verdndert das Potential V' nicht, denn letzteres ist nach Abschnitt 1.5 eine
Funktion von Differenzen der Positionen Z; — #;. Weiterhin ist der kinetische Term
invariant unter zeitunabhéngigen Translationen und damit auch die
Lagrange-Funktion. Wahlen wir als Freiheitsgrade des Systems nun den
Schwerpunkt Xundn—1 Relativpositionen, z.B. 7; — Z,,, dann héngt die
Lagrange-Funktion in der Tat nicht von X ab. Somit ist der Schwerpunkt ein
Vektor zyklischer Koordinaten, und der konjugierte Impuls ist der Gesamtimpuls
15, der bekanntlich erhalten ist.

Dieses Beispiel zeigt uns, dass die Existenz von zyklischen Koordinaten durchaus
von der Wahl der Koordinaten abhéngt. Mit einer geeigneten
Koordinatentransformation gelingt es manchmal, neue zyklische Koordinaten
bereitzustellen.

Fiir die weiteren Erhaltungsgrossen im Zusammenhang mit der Galilei-Gruppe
benotigen wir allgemeinere Methoden als die der zyklischen Koordinaten, welche
wir im Verlauf dieses Kapitels sukzessive aufbauen werden.
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Schwerer Kreisel. Der schwere Kreisel aus Abschnitt 4.4 besitzt zwei zyklische
Variablen. Um dies zu sehen, {ibersetzen wir dieses System in den
Lagrange-Formalismus. Mit den bekannten Ausdriicken fiir die kinetische und
potentielle Energie lautet die Lagrange-Funktion L = T' — V' ausgedriickt in den
Euler-Winkeln o, 9,

L= %Il (@2 sin? 9 + 192) + %[3 (w + ¢ cos 19)2 — mgl cos 1. (7.9)

Hier sehen wir sofort, dass ¢ und 1 zyklische Koordinaten sind, da sie nicht in L
auftreten. Die konjugierten Impulse p, und py lauten

Py = Lipsin® Y + I3 cosq?(g/} + pcos ),
Py = I3(¢) + pcos V). (7.10)

Dies sind genau die Komponenten des Drehimpulses p, = S, und p, = Sy, die wir
bereits als Erhaltungsgrossen identifiziert hatten. An diesem Beispiel beobachten
wir, dass eine zyklische Winkelkoordinate zu einem erhaltenen Drehimpuls fiihrt.

7.2 Das Noethersche Theorem

Das Noethersche Theorem erméglicht eine konzeptionell einfache und allgemeine
Ableitung von Erhaltungssétzen aus Symmetrien. Dabei betrachten wir nur
kontinuierliche Symmetrien und keine diskreten Transformationen wie
Spiegelungen von Raum oder Zeit. Wir nehmen an, dass der Konfigurationsraum
RY oder ein Gebiet davon ist.

Fliisse und Symmetrien. Wir beginnen mit einigen Definitionen zu
Symmetrien. Ein Fluss ist eine Schar ¢, A € R von Abbildungen des
Konfigurationsraums auf sich selbst mit den Eigenschaften einer Abelschen
Gruppe

do=1d,  x0 B = rip (7.11)
In der Mechanik wenden wir einen Fluss ¢, oft auf eine Bahn ¢(t) des Systems an,
um eine Schar neuer Bahnen zu erzeugen,

L~}
—~
~

~—
)
>
—~

~+
~

(7.12)

welche kurz mit ¢, bezeichnet werden sollen
g = Pr0q. (7.13)
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Wir nennen den Fluss ¢, eine kontinuierliche Symmetrie einer Lagrange-Funktion
L(g,q,t), falls

L(gx(t),an(t),t) = L(a(t), (1), ) (7.14)
fiir alle A € R und fiir jede Bahn ¢(¢) unabhéngig davon, ob letztere die
Bewegungsgleichung erfiillt oder nicht.

Diese Bedingung lésst sich auch unabhéngig von konkreten Bahnen ¢(¢) anhand
der transformierten Lagrange-Funktion L, (q, ¢, t) formulieren, welche implizit
definiert ist {iber *

Lx(#x(q), (dga/dt)(q,4),t) := L(g, q,1) (7.15)

mit der totalen Zeitableitung

ddy . o 06
d—f(q,q)zazlq %Q(Q)- (7.16)

Die Symmetriebedingung der Lagrange-Funktion lautet dann, dass die
transformierte Lagrange-Funktion Ly in (7.15) fiir identische Parameter gleich der
urspriinglichen ist?

Lx(q,4,t) = L(q, 4, 1) (7.17)

Diese Symmetriebedingung kénnen wir auch anhand von der urspriinglichen
Lagrange-Funktion L formulieren als?

L(pa(q), (dpa/dt)(q, ), t) = L(q, g, t). (7.18)

Vektorfelder. Die Betrachtungen von Symmetrien kénnen vereinfacht werden,
indem man infinitesimale Transformationen betrachtet, und damit die
Fragestellung zu einem linearen Problem reduziert.

Jeder Fluss hat ein erzeugendes Vektorfeld v(q) € RY, welches eine infinitesimale
Verschiebung entlang des Flusses beschreibt

v(q) = % or(q) - (7.19)

2Fiir die Definition der transformierten Lagrange-Funktion Ly gibt es die dquivalente
Moglichkeit, die Rolle von L und L) in der Gleichung zu vertauschen. Die Alternativen
entsprechen der aktiven bzw. passiven Formulierung einer Transformation. Wir wéhlen hier die
aktive Form, in der L) eine Funktion der transformierten Grossen ¢ ist, wihrend L die
urspriinglichen Grossen ¢ als Parameter annimmt. Der Unterschied der beiden Formulierungen
besteht im Wesentlichen im Vorzeichen von .

3Im Vergleich zu der Gleichung (7.15) ist es wichtig, klar zwischen einer allgemeinen
Transformation und einer Symmetrie zu unterscheiden. Eine Transformation ist ein Fluss, der
Koordinaten abbildet und damit auch Funktionen wie in (7.15) transformiert. Eine Symmetrie ist
eine spezielle Transformation, die gewisse Eigenschaften erhilt, wie hier die Lagrange-Funktion.
Fiir eine Symmetrie ist die Unterscheidung zwischen aktiver und passiver Transformation
letztlich irrelevant, da Ly nicht von A abhéngt.

4Das Vorzeichen von \ spielt hier keine Rolle, da die Bedingung fiir alle A gelten muss.
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Wegen der Gruppeneigenschaft des Flusses bestimmt das Vektorfeld diese
Variation auch fiir endliche Parameter A

0@ = o onl0| = 2o (on@)] —elo@).  (120)

e=0 e=0

Diese Differentialgleichung erster Ordnung fiir ¢,(q) bei festem ¢ mit der
Anfangsbedingung ¢o(q) = ¢ legt ¢, eindeutig fest. Damit bestimmt also
umgekehrt das Vektorfeld v(q) den kompletten Fluss ¢y, und es geniigt anstelle
des Flusses ¢, sein erzeugendes Vektorfeld v zu betrachten.

Es lohnt sich die Notation der Variation auf die Anwendung infinitesimaler Fliisse
auszudehnen: Die Notation 0, F driickt im Folgenden den linearen Term der
Entwicklung einer transformierten Grosse F um den Punkt A = 0 aus

OFs5x
Oe

S\F = = 5/\— (7.21)

O\

e=0

D.h. zur Auswertung von ¢, auf einen (implizit) transformierten Ausdruck F' — F)
setzen wir A = 0 + 0\ und entwickeln zur linearen Ordnung in 0\,

Fsy = F + 6, F + O(6)\?). (7.22)
Fiir den Fluss ¢, mit ¢o(q) = ¢ ergibt sich so das Vektorfeld v

0
2™ = - diala)] = 0Av%(q). (7.23)

e=0

Fiir die Variation der Lagrange-Funktion finden wir dann aufgrund der endlichen
Transformation (7.15)

0
0L = e Lesx

* 9L
~ :—(»Z[ 5 dt 76 (7.24)

Die infinitesimale Transformation ausgedriickt durch das Vektorfeld v ist somit ist
eine kontinuierliche Symmetrie (7.17) der Lagrange-Funktion falls fiir alle ¢, ¢, ¢ gilt

oxL(q,q,t) = 0. (7.25)

Das Noethersche Theorem. Das Noethersche Theorem sagt nun aus, dass zu
jeder kontinuierlichen Symmetrie eine Erhaltungsgrosse gehort: Sei v das
Vektorfeld einer kontinuierlichen Symmetrie einer Lagrange-Funktion L. Dann ist
die folgende Funktion F' eine Erhaltungsgrosse

N
oL
F(q,q,t) Z 2 (7.26)

®Die Differentialgleichung legt die Losung zumindest in einer Umgebung von A = 0 fest. Mit
der Gruppeneigenschaft kann das Intervall dann beliebig erweitert werden.
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Mit anderen Worten gilt also fiir alle Bahnen ¢(t), die die
Euler-Lagrange-Gleichungen losen,

d

" F(q(t),q(t),t) = 0. (7.27)

Der Beweis ist sehr einfach: Wir nehmen an, dass die Bahn ¢(¢) die
Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt. Dann gilt auf dieser Bahn

=22 —=0. (7.28)

In der zweiten Zeile haben wir die Euler-Lagrange-Gleichungen verwendet, um den
ersten Term umzuschreiben. Der resultierende Ausdruck ist die Variation der
Lagrange-Funktion (7.24), welche per Annahme verschwindet.

Zyklische Koordinaten. Die Erhaltung des Impulses einer zyklischen
Koordinate ist ein einfaches Beispiel fiir das Noethersche Theorem: Falls ¢¢ fiir ein
konkretes oo =1, ..., N zyklisch ist, so definiert der Fluss

OUq) = ¢ + 5\ (7.29)

eine kontinuierliche Symmetrie der Lagrange-Funktion. Das zugehorige Vektorfeld
hat dann nur eine nicht-triviale Komponente,

v’(q) =63, (7.30)
und die Erhaltungsgrosse F' ist der konjugierte Impuls p,

oL

oL
F = — =
3 Dqo

ZZ 58—
ogs

WE

Pa- (7.31)
1

™
Il

Drehimpuls. Wir konnen das Noethersche Theorem verwenden, um aus der
Rotationssymmetrie eines abgeschlossenen Mehrteilchen-Systems die Form und
Erhaltung des Drehimpulses L abzuleiten.

Die Lagrange-Funktion L ist invariant unter den Drehungen
Gu(T1, ... Tn) = (R(p&)T1, ..., R(pe)T,), (7.32)
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wobei R(p€) die Drehung vom Winkel ¢ um die Achse des Einheitsvektors €
beschreibt. Das zugehorige Vektorfeld ist

v = (EXT, ... ExE), (7.33)

und die Erhaltungsgrosse ist daher

F = Z—vl sz Z:@iﬁxﬁ-:éi. (7.34)
=1

Da € beliebig ist, sind alle Komponenten des Gesamtdrehimpules L erhalten.

Um die Erhaltungsgrossen zu den zwei {ibrigen Arten von Transformationen der
Galilei-Gruppe formell ableiten zu konnen, benotigen wir gewisse
Verallgemeinerungen des Begriffs der Symmetrie.

7.3 Verallgemeinerungen

Der Begriff einer Symmetrie eines mechanischen Systems lésst sich in dreierlei
Weise verallgemeinern, so dass das Noethersche Theorem weiterhin giiltig bleibt.
Diese Verallgemeinerungen sind nicht nur wichtig, um alle Galilei-Symmetrien
erfassen zu konnen, sondern auch um weitere Erhaltungsgrossen wie den
Laplace-Runge-Lenz-Vektor des Kepler-Problems zu verstehen.

Aquivalente Lagrange-Funktionen. Die Bewegungsgleichungen eines Systems
folgen aus der Forderung einer stationdren Wirkung. Demnach sollte es fiir eine
Symmetrie geniigen zu fordern, dass sie die Wirkung S|qg| invariant l4sst

Slgy] =~ S[q] bzw. 5,S[g] = 0. (7.35)

Dafiir ist es aber nicht notwendig zu fordern, dass die Lagrange-Funktion wie in
(7.17) bzw. (7.25) streng invariant ist. Es gentigt die Forderung, dass sie in eine
aquivalente Lagrange-Funktion iibergeht, welche sich um die totale Zeitableitung
einer kompensierenden Funktion K,(¢,t) von der urspriinglichen
Lagrange-Funktion unterscheidet

. ) K )
La(q:4.1) = L(g,d4,1) = = * (0.4 1). (7.36)
bzw. in infinitesimaler Form
dK 0
WL =—0)\— K =—K, 7.37
A dt ’ O | (7.37)

Fiir die Wirkung folgt somit

Slgy] = / " AL (a0, ia(0),) — / AR

— /tldt {L(q(t),q’(t),t) — df;f” (q(t),t)}
= Slg) — [K_x(q(®),1)],., (7.38)
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wobei der zusétzliche Term nur von den Randbedingungen abhéngt. Insbesondere
werden unter der Abbildung Losungen, d.h. stationdre Bahnen der Wirkung, in
ebensolche iiberfiihrt. In diesem Fall lautet die Erhaltungsgrosse

N
oL
F(q,q,t Za_ v — K(gt). (7.39)

Der Beweis der Verallgemeinerung ist analog zum obigen Beweis (7.28),

g_ivagaL+dvaaL _dK
dt _azl dt 9o dt 9¢~ dt

al {UQ OL  dv® aL] dK

| o LTI T
L dK
oA dt 0 (7.40)

Hier gleicht der zusétzliche Term K in der Erhaltungsgrosse F' genau den
zusétzlichen Term dK/dt in der Variation )L der Lagrange-Funktion aus.

Spezielle Galilei-Transformation. Wir kénnen nun die Invarianz des Systems
unter speziellen Galilei- Transformationen betrachten, die zwischen zwei
Koordinatensystemen mit konstanter Relativgeschwindigkeit ¢" transformieren.
Dies entspricht dem Fluss

ONT, ..., Ty t) = (1 + AUL, ..., T + AUY) (7.41)
mit dem zugehorigen Vektorfeld
(&, ..., Tpyt) = (0L, ..., Ut). (7.42)

Diese Transformationen hingen zwar explizit von der Zeit ¢ ab, eine solche
Erweiterung des Symmetriekonzepts éndert aber nichts an dem obigen Beweis
(7.40), ausser dass dv/dt nun auch die explizite Zeitabhingigkeit dv/0t erfasst.

Die Lagrange-Funktion transformiert sich dann wie

n

Lz, &) =Y dmi(@; — M) = V(&) — AL, ..., &, — Aiit)

2
i=1

- Z mi(/\gnz 7 — NI, (7.43)

und daher gilt die Invarianz Ly = L — dK,/dt in (7.36) mit dem Kompensator
Z:mZ (AT — INT%). (7.44)
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Fiir die Variationen als infinitesimale Version der obigen Beziehungen finden wir

_dK . ~
z:mza:z =—= mit K = ;mixi-v. (7.45)

Die Erhaltungsgrosse (7.39) ist das Schwerpunktsintegral

n 6_[/ n . n
—(MX — Pt)-v. (7.46)

Die verbleibende Zeittranslation der Galilei-Gruppe transformiert die Zeit, und sie
lasst sich somit nicht als Fluss ¢, (q;t) oder Vektorfeld v(q;t) schreiben. Im
Folgenden betrachten wir die benétigte Verallgemeinerung.

Transformationen der Zeit. Eine weitere Verallgemeinerung ergibt sich, wenn
der Fluss die Konfiguration und die Zeit transformiert. Der erweiterte Fluss 1y
wirkt also auf den Raum RY x R der Ereignisse (g, 1),

(Q>t> = %Zf,\(%t) = (¢)\(qvt)77—)\(q7t))v (747)

wobei das zugehorige Vektorfeld (v(q,t),w(q,t)) sei. Eine Bahn ¢(t) wird dann wie
in Abschnitt 1.3 auf g, (¢) abgebildet mit

tr = ma(q(t), 1),
q)\(tA) = gbA(q(t), t). (748)
Die relevante Transformation der Lagrange-Funktion lautet in diesem Fall

dT)\

T Lx(¢r, dop/dma, ma) == L(q, ¢, t), (7.49)
wobei ¢y = ¢x(q,t) und 7\ = 72\(q, t) sowie
dox . doy (dm -
= — | — . 7.50
i =g () (7.50)

Motiviert ist der Vorfaktor d7,/dt in der Definition von L, dadurch, dass dann mit
dr = (dr,/dt) dt fir die Wirkung gilt

7x(q(t1),t1)
&m_/’ dr Ly (gx(1), da(7),7)
(

Tx(q(t0);to)

= [Mat a0, = sial (7.51)

to

Die Symmetrieeigenschaft der Lagrange-Funktion ist in diesem Fall wie oben
(7.36)

4EN i), (7.52)

L)\((Lq’t) = L(Q7q7 t) - dt
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Die zugehorige Erhaltungsgrosse ist dann

. = oL « 56"
F(g,4,t) =) gee (U —wd) +wl-K. (7.53)
a=1

Der Beweis folgt derselben Argumentation wie zuvor in (7.40), es treten aber viele
zusitzliche Terme auf. Wir wollen ihn hier nicht konkrete durchfithren, zumal eine
weitere Verallgemeinerung des Symmetriekonzepts diesen Fall mit einschliesst und
der Beweis dafiir die gewohnt einfache Struktur besitzt.

Homogenitit der Zeit. Die wichtigste Anwendung der obigen
Verallgemeinerung ist das autonome System mit einer zeitunabhédngigen
Lagrange-Funktion L = L(q, ¢). Dann ist die reine Zeittranslation

or=id,  m(t)=t+A (7.54)
eine Symmetrie im obigen Sinn mit

v =0, w =1, K =0. (7.55)

F=L-Y =g (7.56)

T=3 1Gu(@)i'é®, V=V (7.57)

entspricht die Erhaltungsgrosse ' dem bekannten Ausdruck fiir die Gesamtenergie
E

F=L-2T=-T-V=-FE. (7.58)
Allgemeiner konnen wir die Gesamtenergie E definieren als
N
oL
E = —¢* — L. 7.59
2 g ! (7.59)

In der Tat rechnet man leicht explizit nach, dass die Energie erhalten ist

AE (0L g d 0L 0 DL 0 OLY 0L
at ~ L\ e T woe T o o) T
oL
—5 =0 (7.60)

vorausgesetzt, dass L = L(q, ¢) nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt, und die Bahn
q(t) die Euler-Lagrange-Gleichung 16st.
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Als etwas allgemeineres Beispiel betrachten wir ein geladenes Teilchen in einem
statischen elektromagnetischen Feld, siehe Abschnitt 6.4. Im statischen Fall lauten
die Maxwell-Gleichungen

—d a — a —
E(@) = - a—fgﬁ(f), B(¥) = 97 X A(Z). (7.61)
Die Lagrange-Funktion ist somit auch zeitunabhéngig
L(Z,7) = tma? — q®(F) + q2-A(T). (7.62)
Wir berechnen dann oL
= =mi + qA, (7.63)
0x
und damit lautet die erhaltene Energie
oL . .
E = o T — L = 1m@* + ¢0(2). (7.64)
X

Sie setzt sich also aus der gewohnlichen potentiellen Energie eines Teilchens mit
Masse m und der elektrostatischen Energie eines Teilchens mit Ladung ¢
zusammen. Das magnetische Feld triagt nicht zur Energie bei, seine Kraft ist
konservativ.

Transformationen der Bahn. In einer dritten Verallgemeinerung wollen wir
eine Transformation der Bahn an sich betrachten. Wir nehmen dazu an, dass ¢, (t),
A € R eine Schar von Bahnen ist, die durch die folgende Differentialgleichung
bestimmt ist

D ofarsin 1) (7.69
Der Unterschied zu der obigen Differentialgleichung (7.20) besteht darin, dass hier
das erzeugende Vektorfeld v*(q, ¢,t) auch von ¢ und ¢ abhingen kann. Diese
Verallgemeinerung éndert allerdings das Noethersche Theorem und seine
Herleitung nur unwesentlich. Die Variation der Lagrange-Funktion lasst sich
weiterhin wie zuvor in (7.24) schreiben, wobei hier natiirlich gilt

do® N o™ ov® ov®
_ -3 .3
w ;:1 {q 94 + 3(}5} + T (7.66)

Die Invarianz der Lagrange-Funktion besteht in derselben Aussage (7.37), wobei
hier K(q,q,t) auch von ¢ abhiingen kann.® Weiterhin enthilt die
Symmetriebedingung der Lagrange-Funktion Terme der Art ¢¢. Hier muss die
Bedingung allerdings ohne Verwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt
sein, da ansonsten aufgrund von §S[g] = 0 fiir alle Variationen d¢, und damit auch
fiir 05q, die Aussage per Konstruktion erfiillt ist. Die Erhaltungsgrésse nimmt die
bekannte Form (7.39) an, und der Beweis ist dquivalent zu (7.40).

6Man beachte, dass in diesem Fall das Integral von dK (g, ¢,t) nicht mehr unmittelbar durch
die Randbedingungen festgelegt ist.
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Interessanterweise beinhaltet diese Verallgemeinerung auch den obigen Fall einer
Transformation der Zeit (7.48): Fiir die entsprechende infinitesimale
Transformation der Bahn ergibt sich dort

g = 0 (v —wq). (7.67)

Dies entspricht der Form einer allgemeinen Transformation der Bahn (7.65) und
wir definieren somit das Vektorfeld v* der Bahn als

v'(q,4,t) == v(q,t) — qu(g,t). (7.68)
Der Kompensator K’ lautet schliesslich
K'(q,4,t) = —w(q,t) L(g, 4, 1) + K(q, 1), (7.69)

was zu derselben Erhaltungsgrosse F’ = F' fiihrt. Die Transformation der Bahn
(7.65) beinhaltet somit alle bisherigen Fille, und impliziert als Symmetrie der
Wirkung eine Erhaltungsgrosse.

Neben der Zeittranslation gibt es keine gewthnlichen Symmetrien, die speziell auf
die Bahn wirken. Allerdings lassen sich in besonderen Systemen mit zusétzlichen
Erhaltungsgrossen solche Symmetrien konstruieren, wie wir im Folgenden sehen
werden.

7.4 Rekonstruktion der Symmetrie

Das Noethersche Theorem gilt auch in der umgekehrten Richtung: Jede
Erhaltungsgrosse eines mechanischen Systems fiithrt zu einer kontinuierlichen
Symmetrie der Wirkung.

Umkehrung. Angenommen wir haben eine Erhaltungsgrosse F'(q, ¢, t). Fiir alle
Losungen ¢(t) der Euler-Lagrange-Gleichungen gelte also

dF
o =0 (7.70)

Wir wollen aus dieser Aussage die zugehorige kontinuierliche Symmetrie
rekonstruieren. Wir schreiben dazu die Erhaltung von F' als die Relation

N

dF oL d oL
DNl P LS 71
dt +a:1U [ ' } . (r71)

welche besagt, dass sich dF/dt als Linearkombination der Ausdriicke der
Euler-Lagrange-Gleichungen schreiben lisst.” Fiir eine geeignete Wahl der

"Ohne die Betrachtung der Bewegungsgleichungen ist dF/dt ein bestimmter Ausdruck in g, ¢
und §. Wenn dieser Ausdruck fiir eine Losung der Bewegungsgleichungen Null sein soll, so muss
er eine bestimmte Linearkombination der Ausdriicke der Bewegungsgleichungen darstellen.
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Koeffizienten v*(q, ¢,t) gilt diese Relation fiir alle g, ¢, ¢ ohne die Einschrinkung
auf Losungen der Bewegungsgleichungen.

Wir kénnen nun dieses Vektorfeld v genauer bestimmen und zeigen, dass es die
gewiinschte kontinuierliche Symmetrie erzeugt. Dazu schauen wir uns die Terme
der Relation an, die proportional zu ¢ sind, welches die hochstmogliche Ableitung
darstellt,

N
...+;q 8qu Zaqaaqﬂ — 0. (7.72)

Demnach ist das Vektorfeld v implizit bestimmt durch

OF
Z aqa aqﬂ =9 (7.73)

Wir nehmen hierbei an, dass die Massenmatrix 0*L/d¢* invertierbar ist, und
damit ist v eindeutig definiert.®

Schliesslich betrachten wir die Variation der Lagrange-Funktion mit dem

Vektorfeld v N
oL oL dov“®
—;Zl 9 E aq e (7.74)

Wir addieren nun die Terme der obigen Relation (7.71) fir dF'/dt

N

S\L  dF _d oL OL dv®
a2t Ea_qa_zaq o
d [ oL dK
= — — C‘{——‘FW = - — .
dt [;U 0q” ] dt ’ (7.75)

und sehen, dass die Variation der Lagrange-Funktion die totale Ableitung eines
Kompensators K ist mit

N
., OL
K=> v a—qa—F. (7.76)

Dies zeigt, dass das Noethersche Theorem auch in der Umkehrrichtung giiltig ist,
und dass somit kontinuierliche Symmetrien dual zu Erhaltungsgrossen sind.

Galilei-Symmetrien. Als Beispiel wollen wir die Galilei-Transformationen aus
den 10 bekannten Erhaltungsgrossen ableiten. Fiir ein Mehrteilchen-System lauten
die Gesamtenergie F, der Gesamtimpuls P, der Gesamtdrehimpuls L und das

8 Anderenfalls hat das System Zwangsbedingungen oder einige seiner
Euler-Lagrange-Gleichungen sind nicht Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Dann ist die
Losung durch die urspriingliche Beziehung (7.71) bestimmt.

7.13



Schwerpunktintegral M X — Pt

MX - Pt =" m(i — Zit). (7.77)
Um all diese Grossen gemeinsam zu betrachten, kombinieren wir sie linear mittels
beliebiger Koeffizienten ¢, 3, @ und v in einer Erhaltungsgrosse F'
F:=aL+[P—4(MX — Pt)—¢E. (7.78)

Zur Bestimmung des zugehorigen Vektorfelds benétigen wir die Matrix 92/ o2,
die fiir das Mehrteilchen-System die Diagonalmatrix der Massen ist

0?L
0%; 0x]
Das zugehorige Vektorfeld lautet demnach
1 OF
U; = — —— = ax xl+B—|—7t—5xl (7.80)
my 8@

Dies entspricht genau den 10 infinitesimalen Transformationen der Galilei-Algebra
0\T = 60X U. Der benotigte Kompensator K fiir die Symmetrie der
Lagrange-Funktion lautet

K= ZvlT—F M#~-X —¢L. (7.81)

Laplace-Runge-Lenz-Vektor. Im Rahmen des Kepler-Problems in

Abschnitt 2.3 haben wir den Laplace-Runge-Lenz-Vektor als ein Beispiel einer
zusétzlichen Erhaltungsgrosse kennengelernt. Wir kénnen ihn mit dem
Noetherschen Theorem in eine Symmetrie iibersetzen. Das Kepler-Problem in der

Relativkoordinate 7 ist durch eine Lagrange-Funktion bestimmt
L=1pa+ ﬁ (7.82)
Wir kontrahieren den Laplace-Runge-Lenz-Vektor A mit einem Referenzvektor R,
um ihn als skalare Erhaltungsgrosse F' zu schreiben
o RO

F = /A = 2R [0x (xD)] — g T

(7.83)



Leiten wir diesen Ausdruck nach Z ab und teilen durch die Masse i im kinetischen
Term, so erhalten wir das erzeugende Vektorfeld v

)i — (TR, (7.84)

8-

U=—— =2u(R-7)Z — p(R-

Es beschreibt eine gewisse Transformation der Bahn Z(t), da ¢ von den
Geschwindigkeiten ¥ abhéngt.

Wir wollen uns zum Schluss vergewissern, dass dies tatséchlich eine Symmetrie
darstellt. Dazu berechnen wir die Variation der Lagrange-Funktion

WL . dv T
o A TP
= [P (R-E)(T-7) + p* (R-2) (8-7) — 20° (R-2) (7-7)
(R-Z)(Z-T) , BT dK
Fgpt =5 g e = —— (7.85)
[Ek Iz de

Dies ist genau die negative zeitliche Ableitung des erwarteten Kompensators

L . . . R
K= Z_ T F = RO — i G0 + 9 1o (7.86)
X

und somit generiert ¥ in der Tat eine Symmetrie der Bahn.

7.15



Allgemeine Mechanik Kapitel 8
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8 Hamilton-Formalismus

Die Newtonsche wie auch die Lagrangesche Formulierung der Mechanik
beschreiben ein System anhand einer Bahn ¢(t) im Konfigurationsraum. Die
Bewegungsgleichungen sind Differentialgleichungen zweiter Ordnung, insofern wird
die Bahn in der Regel durch Anfangsbedingungen an Lage ¢(p) und
Geschwindigkeit G(t) festgelegt. Der momentane Zustand eines Systems, der seine
kiinftige Entwicklung vollstédndig festlegt, besteht somit aus Lage und
Geschwindigkeit, und bildet einen Punkt im Zustandsraum, der Phasenraum
genannt wird. Die Hamiltonsche Formulierung der Mechanik basiert auf der Idee,
nicht nur die Entwicklung der Konfiguration ¢ zu betrachten, sondern die
Entwicklung des kompletten Zustands des Systems. Eine solche Formulierung hat
gewisse Vor- und Nachteile. So muss z.B. formell nicht mehr zwischen Lage und
Geschwindigkeit unterschieden werden, was allgemeinere Transformationen im
Phasenraum erlaubt, die ein System vereinfachen kénnen. Insbesondere bildet der
Hamilton-Formalismus gewohnlich die erste Schnittstelle zur Quantenmechanik,
welche ebenfalls die Entwicklung des Systemzustands beschreibt, allerdings in einer
radikal anderen Form.

8.1 Die Legendre-Transformation

Den Zustand eines Systems wird durch die Lage ¢ und Geschwindigkeit ¢
beschrieben. Allerdings stellt es sich an vielen Stellen als giinstiger heraus, anstelle
der Geschwindigkeit ¢ den Impuls p zur Beschreibung des Zustands zu verwenden.
Fiir die Lagrange-Funktion wird der Ubergang zwischen Geschwindigkeit und
Impuls mittels der Legendre-Transformation realisiert, die wir hier diskutieren
wollen.

Motivation. Gegeben sei ein Lagrangesches System, fiir das die
Lagrange-Funktion L(q, ¢,t) von den Lagekoordinaten ¢*, a = 1,..., N, ihren
Geschwindigkeiten ¢* sowie gegebenenfalls der Zeit ¢ abhéngt.

Falls der Konfigurationsraum der Euklidische Raum ist (oder im Fall mehrerer
Teilchen einige Kopien desselben), so ist der Impuls eines Teilchens bekanntlich

p = ma. Falls die Lagekoordinaten allerdings andere Freiheitsgrade darstellen, wie
z.B. Winkelkoordinaten, so ist die Kombination mq¢® meist nicht unmittelbar
hilfreich. Im Zusammenhang mit Symmetrien haben wir in Abschnitt 7.1 den
konjugierten Impuls p, zu einer zyklischen Koordinate ¢* eingefiihrt. Im Fall einer
Winkelkoordinate ist der konjugierte Impuls genau der Drehimpuls, der zur
Anderung dieses Winkels korrespondiert. Es mag also sinnvoll erscheinen, ein
Zustand durch die Kombination von Lage und konjugiertem Impuls zu beschreiben.
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Wir definieren also zu jeder Lagekoordinate ¢® den konjugierten Impuls p, mit
oL

a — A . 8.1
Pai= g (8.1)
Wenn wir weiterhin die verallgemeinerte Kraft F,, definieren als
oL
Fy=—, 8.2
o (52
dann lassen sich die Euler-Lagrange-Gleichungen in der Form eines
verallgemeinerten Kraftgesetzes schreiben
dpa
— =F,. 8.3
% (8.3)

Wollen wir das mechanische Systems also anhand seines Zustands (q, p)
beschreiben, der einen Punkt im Phasenraum darstellt, miissen wir die
Geschwindigkeiten ¢* durch die Impulse p, = OL/9¢* ausdriicken. Wir suchen
dann ein Potential im Phasenraum, d.h. eine Funktion der Zustandskoordinaten ¢®
und p,, aus der sich die Bewegungsgleichungen analog zu den
Euler-Lagrange-Gleichungen ableiten lassen.

Legendre-Transformation. Probleme dieser Art treten in der Physik an vielen
Stellen auf, insbesondere in der Thermodynamik. Man 16st sie mithilfe der
sogenannten Legendre-Transformation: Sei das Potential ' : R — R eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion mit £ > 0. Dann wichst die Funktion F'(z)
stetig und ist somit invertierbar. Wir wollen eine Variablentransformation

x +— y = F'(x) durchfiihren und die Funktion F'(z) durch eine Funktion G(y)
ersetzen, die denselben Informationsgehalt wie F'(x) aufweist. Um letzteres zu
garantieren, wollen wir fordern, dass man z aus G(y) auf genau dieselbe Weise
erhdlt, wie y aus F'(x) folgt, d.h. wir fordern x = G'(y), und koénnen somit G(z)
mit derselben Transformation zuriick in F'(z) iibersetzen.

Fiir die Variablentransformation fithren wir formal die Abbildungen Y (z) := F'(x)
und ihre Umkehrfunktion X (y) ein, und setzen'

y=Y(x), ==Xy (8.4)

Wir suchen nun ein Potential G(y), welches Analog zu y = F'(z) die Variable z als
x = G'(y) beschreibt. Man kann leicht bestétigen, dass das gesuchte Potential
gegeben ist durch

Gy) =ay—F(z) = X(y)y — F(X(y)). (8.5)
Dann folgt

G'(y) = % = X'(y)y+X(y) — F'(X()X"(y)

=X'(y)y—F(X(y)] + X(y) = X(y), (8.6)

wobei letzteres aus F' = y folgt.

Tm Lagrange-Formalismus entsprechen F' — L, x — ¢ und y = F’ — p = JL/0q, sowie
schliesslich G — —H.
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Hamilton-Funktion. In dem uns interessierenden Fall der Lagrange-Funktion
L(q, q,t) wollen wir die Legendre-Transformation beziiglich der Geschwindigkeiten
q* betrachten. Diese sind als unabhéngig von den Lagekoordinaten ¢* zu
verstehen, welche wir unveréndert beibehalten wollen. Zunéchst definieren wir die
konjugierten Impulse

oL
= 950
Die Gleichung p, = P,(q,q,t) ist nach ¢ auflésbar, wenn die Massenmatrix
0?L/0¢*0¢" invertierbar ist. Das Analogon der Bedingung f” > 0 des
eindimensionalen Falls verlangt, dass die Massenmatrix positiv-definit ist; dann ist
Pa = OL/0¢% sogar global und eindeutig nach ¢ auflésbar. Wir betrachten nun also
¢ als Funktion von p

Po = Pa(Qa Cj,t) . (87)

i =Q%(q.p,t). (8.8)

Die negative Legendre-Transformierte wird die Hamilton-Funktion H(q,p,t)
genannt

N
H<qap7 t) = Zpaqa - L<qa q.a t)
a=1

- ZPO‘QQ(Q7p’t) _L(Q7Q(q>p7t)at) (89)

Die Hamilton-Funktion stimmt mit dem Ausdruck fiir die Gesamtenergie E, siche
Abschnitt 7.3 {iberein;? dies gilt auch fiir Systeme, deren Gesamtenergie nicht
erhalten ist. Es ist jedoch darauf zu achten, dass H immer eine Funktion von

(q,p,t) ist.

8.2 Die Hamiltonschen Gleichungen

Als néchstes wollen wir die Bewegungsgleichungen fiir den Zustand (g, p) ableiten.

Hamiltonsche Gleichungen. Da die Euler-Lagrange-Gleichungen auf
Ableitungen der Lagrange-Funktionen basieren, betrachten wir das totale
Differential von H. Zum einen gilt

N
OH OH 0OH

H = —d¢* + — —dt. 1
d 1[ dq +8pa dpa | + oy dt (8.10)

2 Aufgrund dieser Beziehung ist es sinnvoll, die Hamilton-Funktion als die negative
Legendre-Transformation zu definieren.
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Zum anderen gilt mit H =) pa¢* — L

N
oL oL
dH :Z{——dq + ¢% dpa + pa dg” —qu _Edt
]; L
:Z ——dq + ¢“ dpa —adt, (8.11)

wobei sich die beiden Koeffizienten von dg per Definition der konjugierten Impulse
aufheben. Da (dg,dp,dt) eine Basis der relevanten Differentialformen bilden,
kénnen wir durch Koeffizientenvergleich die partiellen Ableitungen von H ablesen

oH 0H oL oH oL

Opa dq® dq® ot ot
Die erste Gleichung kénnen wir direkt als Bewegungsgleichung fiir ¢ auffassen,
wohingegen die zweite Gleichung die verallgemeinerte Kraft F}, im obigen
Kraftgesetz (8.3) durch H ausdriickt. Die resultierenden kanonischen
Bewegungsgleichungen (Hamiltonsche Gleichungen) lauten also

OH oH
¢ = ) = — — . 1
q apa ) pa aqa (8 3)

Dies sind 2N Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die 2N unbekannten
Funktionen ¢'(¢),...q¢" (t) und pi(t),...py(t). Durch Festlegung eines
Anfangszustands ist somit die Bahn (¢(¢), p(t)) im Phasenraum eindeutig
festgelegt.

Beispiele. Betrachten wir einige einfache Beispiele.

Ein Massepunkt im &usseren Potential V(%) hat die Lagrange-Funktion
L=1tmz? V(). (8.14)

Der konjugierte Impuls p'= mZ ist der mechanische Impuls, und umgekehrt gilt
¥ = p/m. Fiir die Hamilton-Funktion ergibt sich

R p p - p -
8 — = —_— — = — . 1
H=pZ—L o + V(&) o + V(&) (8.15)

Fiir ein zweidimensionales System mit Zentralpotential in Polarkoordinaten (r, ¢),
siehe Abschnitt 2.1
L= 3m(r? +1r°¢*) = V(r), (8.16)

finden wir die konjugierten Impulse p, = ms und p, = mr?y sowie die
Hamilton-Funktion

2
pr ptp

— : 1
2m T 2mr? Vi) (8.17)

H =
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Fiir das recht allgemeine mechanische System,

N

L= $Gaslg)*d" = V(9), (8.18)

a,B=1
welches wir in Abschnitt 6.7 diskutiert haben, findet man

N N
pa=) Gasla)d®,  H= ) 5G(q)paps+VI(a), (8.19)
B=1 a,B=1
wobei G*(q) die inverse Matrix zu G,s(q) ist. Hier gilt also wieder H =T + V.

Schliesslich betrachten wir noch das geladene Teilchen in einem &usserem
elektromagnetischen Feld, siche Abschnitt 6.4

L= gmi® — qb(&,t) + qi-A(7, 1),
P=mi + g4,
1 —
H = o— [ — gA(#1)]" + q(%,1). (8.20)
2m
In diesem Beispiel findet man, dass die Hamilton-Funktion in deutlich anderer

Weise vom Vektorfeld A abhéngt, als die Lagrange-Funktion.

Wir koénnen das geladene Teilchen auch relativistisch behandeln. Die
Lagrange-Funktion aus Abschnitt 6.6 lautet

L =—-mc\/1—R/2 —qd(Z,t) + qu-A(T, t). (8.21)
Der kanonische Impuls lautet hier
oL muv -

f=—— = ——— +qA. 8.22
P et (8.22)

Wie im nichtrelativistischen Fall unterscheidet er sich vom kinetischen Impuls. Die
relativistische Hamilton-Funktion eines geladenen Teilchens in einem
elektromagnetischen Feld lautet dann®

H(Z,p,t)=pv—L

72 32
e Y sy
V1—=102/c?
2
mc
1—02/c?
— oyfm2e + (5 - qA(#,1)* + q(3,1), (8.23)

3Im Gegensatz zur Wirkung S[z] verhilt sich die Hamilton-Funktion H nichttrivial unter
Poincaré-Transformationen, weil sie die Zeitentwicklung in einem konkreten Inertialsystem
beschreibt. Der Lagrange-Formalismus ist also von Vorteil in der Behandlung relativistischer
Fragestellungen.
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wobei wir im letzten Schritt die folgende Beziehung des kanonischen Impulses
benutzt haben

2:72 2.2
o im=— (8.24)

2
p—qA) +m?? = ———

(v qﬁ) 1—4%/c? 1—4%/c?

In allen Beispielen stimmen die kanonischen Bewegungsgleichungen mit den

Euler-Lagrange-Gleichungen iiberein.

Hamiltonsches Prinzip. Eine niitzliche Tatsache ist, dass wir die kanonischen
Bewegungsgleichungen auch als Variationsprinzip ausdriicken kénnen. Hierzu sei
das Wirkungsfunktional fiir eine Bahn (¢(), p(t)) im Phasenraum definiert als

Slg,p] : /t dt (Zpaq H(q,p, t))- (8.25)

Man beachte, dass der Integrand zwar der Lagrange-Funktion entspricht, aber dass
wir ¢(t) und p(t) als unabhéngige Freiheitsgrade betrachten, auch wenn sich p
durch ¢ ausdriicken lisst.? Wir fordern, dass dieses Funktional fiir eine Bahn

stationér ist N
.o !
<Zpaq — H(q,p, t)) =0, (8.26)

a=1

t1
3Sq, p) :(5/ dt
to
wobei an den Randpunkten ¢ = ¢y, t; lediglich die Lagekoordinaten ¢*(t;)
vorgegeben sind, wohingegen die Impulse p,(;) beliebig gewahlt werden kénnen
und in die Bestimmung der stationiren Bahn eingehen.® In der Tat ergeben sich die
kanonischen Gleichungen als Bedingung fiir eine stationére Bahn im Phasenraum

0 =065]g,p]
t N
! OH OH
= dt a5'o‘+'a(5a——(5a——(5a]
/to ;{pq 0" 6pa = 5.5 04" = 5~ 0p
N
alt1
:Z[paéq}to

1

Q
I

+ /0 dtz K - —) 0pa — (pa + g—;)aqa]_ (8.27)

Hier haben wir den Term p dq partiell integriert, wobei der resultierende Randterm
aufgrund unserer Randbedingung dq = 0 verschwindet. Da die Gleichung fiir alle
Variationen d¢® und dp,, zutreffen muss, erhalten wir gerade die Hamiltonschen
Gleichungen.

4Die Beziehung zwischen p und ¢ ergibt sich schliesslich als Bewegungsgleichung, man darf
diese Beziehung aber nicht vor der Bestimmung der Bewegungsgleichungen annehmen.

SFiir ein System von 2N Differentialgleichungen erster Ordnung kénnen entweder 2N
Anfangsbedingungen oder jeweils N Randbedingungen festgelegt werden. Wir werden sehen, dass
es konsistent ist, jeweils die Lagekoordinaten festzuhalten.
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8.3 Poisson-Klammern

Wie eingangs erwahnt, beschreibt das Paar (¢, p) als Punkt des Phasenraums einen
Zustand des Systems. Eine Funktion F'(q,p,t) des Zustands und ggf. der Zeit stellt
somit eine Observable des Systems dar. Zum Beispiel ist die Funktion H(q, p,t)
nicht nur die Hamilton-Funktion, aus der die Bewegungsgleichungen folgen,
sondern sie misst auch die (momentane) Gesamtenergie des Systemzustands.
Ebenso sind Ort, Geschwindigkeit, Impuls, Drehimpuls, kinetische und potentielle
Energie fiir sich, aber auch die momentane Richtung der Bewegung, der Abstand
vom Ursprung, etc., Observable und als Funktion von (g, p) darstellbar. Wir wollen
uns nun etwas mit Observablen und ihrer Zeitentwicklung beschéftigen.

Poisson-Klammern. Sei zundchst F'(g, p) eine beliebige Funktion auf dem
Phasenraum, d.h. eine Observable, die nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt.
Entlang einer physikalischen Bahn (¢q(t), p(t)) dndert sich dann F(q(t), p(t)) geméss

d N[ OF OF
G Fla00) =3 (G i+ o)

a=1

N
_ Z OF O0H OF 0H ‘ (8.28)
“=\0¢* Opa  Opa Oq*

Fiir zwei beliebige Funktionen F' und G des Zustands (g, p) definiert man nun die
Poisson-Klammer von F und G als den Ausdruck

N
oF 0G  OF 0G
F = - . 2
(6 =Y (5 5~ o ) (829

a=1

Die totale Zeitableitung von F' entlang einer physikalischen Bahn schreibt sich
dann als Poisson-Klammer mit der Hamilton-Funktion

d

S F(g(1),p(0) = (£, H} (a(1), p(1)). (8.30)

Fiir eine Observable F(q, p,t) mit expliziter Zeitabhingigkeit tragt zusitzlich noch
die partielle Ableitung nach der Zeit bei

d oF

— F={F,H} + —. 8.31

CF={FH}+ 5 (3.31)
Die Poisson-Klammern fiir die Impuls- und Lagekoordinaten untereinander haben

eine besonders einfache Form. In der Tat rechnet man leicht nach, dass die

kanonischen Poisson-Klammern gelten®

{¢°.¢"y =0,  {¢",ps} =05,  {pa,ps}=0. (8.32)

Weiterhin lassen sich die kanonischen Bewegungsgleichungen (8.13) einheitlich
mittels Poisson-Klammer schreiben als

qa = {qaaH}a pa = {paaH}- (833)
SPoisson-Klammern werden hiufig durch ihre Werte fiir die elementaren Zustandskoordinaten

(¢, p) spezifiziert. Zusammen mit der allgemeinen Struktur (8.29) oder mit der
Derivationseigenschaft (8.36) weiter unten legen diese sie eindeutig fest.
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Poisson-Algebra. Die Poisson-Klammer gibt der Algebra der (unendlich oft
differenzierbaren) Funktionen auf dem Phasenraum die Struktur einer
Poisson-Algebra. Die iibliche Algebrastruktur ist durch punktweise Addition und
Multiplikation definiert

(AF + pG)(q,p) = AF(q,p) + nG(q, p),
(F-G)(g,p) = F(g.p) - G(q,p)- (8.34)

Dies beschreibt daher eine kommutative Algebra, d.h. ein Vektorraum zusammen
mit einem assoziativen kommutativen Produkt, das das Distributivgesetz erfiillt.

Durch die Poisson-Klammer wird ein zweites, nichtkommutatives Produkt
eingefiihrt. Es ist offensichtlich antisymmetrisch

und ist wie folgt vertréaglich mit der Algebra der Funktionen

{F,\G +uHY} = MF,G} + u{F,H},
{F,G-H}={F,G}-H+G-{F,H}. (8.36)

Das durch die Poisson-Klammer definierte Produkt ist nicht assoziativ; stattdessen
gilt die sogenannte Jacobi-Identitdt fiir alle Tripel F, G, H von Funktionen

{{F.G},H} + {{G,H},F} + {{H,F},G} =0. (8.37)

Man kann durch Einsetzen zeigen, dass die oben definierte Poisson-Klammer die
Jacobi-Identitat erfiillt; dies erfordert lediglich etwas Geduld und Konzentration.

Die Jacobi-Identitat ist typisch fiir antisymmetrische, nichtassoziative Produkte.
Zum Beispiel erfiillt der Kommutator |-, -] zweier quadratischer Matrizen die
Jacobi-Identitat

[A, B] := AB — BA, (8.38)

wobei das Produkt durch die assoziative Matrixmultiplikation definiert ist.” Eine
kommutative Algebra mit einem zusétzlichen antisymmetrischen bilinearen
Produkt, welches sowohl die Derivationseigenschaft beziiglich des ersten Produktes
besitzt als auch die Jacobi-Identitat beziiglich des zweiten Produktes erfiillt, nennt
man eine Poisson-Algebra. Die Poisson-Struktur ist fiir die Quantisierung
klassischer Systeme von grosser Bedeutung und geht dort in eine Quantenalgebra
iiber.®

"Die Jacobi-Identitit impliziert zwar in der Regel ein nichtassoziatives Produkt, dennoch steht
sie wie hier meist mit einer assoziativen Struktur in Beziehung.

8In der Quantenmechanik werden Observable durch lineare Operatoren auf einem
Hilbert-Raum dargestellt. Der Kommutator zweier Observablen geht im klassischen Grenzfall bis
auf einen Faktor 1/ih tiber in die Poisson-Klammer der entsprechenden klassischen Observablen.
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Derivation. Wir werden oft die Poisson-Klammer einer vorgegebenen Funktion
F mit anderen Observablen G benétigen. Datfiir ist es sinnvoll, einen
Differentialoperator D[F] erster Ordnung einzufiihren, der diese Poisson-Klammer
ausfiihrt

D|F|G = {F,G}. (8.39)

Explizit lautet D[F] dann fiir unsere Poisson-Klammer (8.29)

N
oF 0 oF 0
Fl|:= — ) 4
DIF] Z(aqa Opa  Opa 861“) (8.40)

a=1

Hiermit nehmen z.B. die kanonischen Bewegungsgleichungen (8.33) eine sehr
kompakte Form an

(¢,p) = —DI[H](q,p)- (8.41)

Der Operator D[F] besitzt einige niitzliche Eigenschaften: Die Vertraglichkeit
(8.34) der Poisson-Klammer mit der Algebra der Funktionen besagt, dass D[F]
eine Derivation der Algebra ist. Die Derivationseigenschaft schreibt sich dann als

D[F|(G - H) = (D[F)G) - H + G - (D[F]H), (8.42)

was gerade die Produktregel der Differentiation ist. Unter Ausnutzung der
Antisymmetrie (8.35) der Poisson-Klammer kann man auch die Jacobi-Identitét
(8.37) in die Sprache der Differentialoperatoren iibersetzen als

D|F|D|G] H — D|G] D|F| H = D|{F,G}] H, (8.43)

oder kurz als Kommutator [D[F], D|G]] = D[{F,G}].

8.4 Geometrie des Phasenraums

Anstelle der obigen algebraischen Beschreibung der Struktur der Mechanik kann
man auch die geometrische Struktur des Phasenraums zum Ausgangspunkt
nehmen. Dies fithrt dann auf eine Beschreibung der Mechanik im Rahmen der
symplektischen Geometrie. Um diesen Gesichtspunkt zu erklédren, miissen wir
zunédchst einen weiteren Ausflug zu den Grundlagen der Differentialgeometrie
machen und Vektorfelder und Differentialformen einfithren.” Damit kénnen wir
dann der Poisson-Klammer eine geometrische Interpretation geben.

Vektorfelder. Ein Vektorfeld v iiber einem Raum M der Dimension n ist eine
Funktion, die einem Punkt x € M ein Element des Tangentialraums T, M
zuordnet

v(z) € T,M. (8.44)

9Wir werden einige Konzepte etwas vereinfachen, um nicht mit Mannigfaltigkeiten, Karten,
Atlanten, Biindeln und Schnitten derselben arbeiten zu miissen.
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Ein Vektor des Tangentialraum T,M beschreibt eine infinitesimale Verschiebung
auf M ausgehend vom Punkt z.'° Ein Vektorfeld beschreibt damit eine
infinitesimale Verschiebung fiir jeden Punkt des Raums.

Jeder Tangentialraum T, M ist isomorph zu R”, allerdings werden die
Tangentialrdume zu verschiedenen Punkten x klar voneinander getrennt.!

Formal wird der Tangentialraum T, M von M im Punkt x € M aufgespannt von
den Differentialoperatoren 9/0x", die eine Verschiebung erzeugen,

T, M :=span{d/dz";i =1,...,n}. (8.45)

Somit kann ein Vektorfeld v in Komponenten v* geschrieben werden als

v(x) = Zv’(:r;) (92:2' : (8.46)

i=1

Unter allgemeinen Koordinatentransformationen verhalten sich die
Differentialoperatoren 9/dz* per Definition in Abschnitt 5.3 wie kovariante
Vektoren. Entsprechend verhalten sich die Komponenten v* wie kontravariante
Vektoren, so dass die Kombination v(x) sich wie ein Skalarfeld verhélt.

Wir haben bereits zwei Vektorfelder kennengelernt: Zum einen haben wir im
Rahmen der Symmetrien in Abschnitt 7.2 gesehen, dass ein Fluss ¢, durch ein
Vektorfeld v beschrieben wird

=Yg @)= A )| (8.47)

A=0

Der Differentialoperator v(q) erzeugt den Fluss auf eine Funktion f(q) tiber die
Differentialgleichung

= @) = @) o), (5.48)

welche von der transformierten Funktion fy\(éx(q)) = f(q) gelost wird. Zum
anderen ist die iiber die Poisson-Klammer definierte Derivation D[F| = {F,-} in
(8.40) in diesem Sinne ein Vektorfeld auf dem Phasenraum.

Duale Vektorfelder. Neben Vektorfeldern gibt es auch in natiirlicher Weise
duale Vektorfelder. Fin duales Vektorfeld ¢ ordnet jedem Punkt x € M einen
Vektor des Kotangentialraums TiM an diesem Punkt zu

W(x) € TEM. (8.49)

0Wenn der Raum M in einen linearen Raum als (gekriimmter) Unterraum eingebettet ist,
dann kann man sich den Tangentialraum T,M als linearen Unterraum vorstellen, der M im
Punkt z tangiert. Das Konzept des Tangentialraums ist allerdings auch giiltig, wenn M nicht in
einen grosseren Raum eingebettet ist.

"Das bedeutet, dass es a priori keinen natiirlichen Isomorphismus zwischen den
Tangentialrdumen T, M und T, M zweier Punkte z # y gibt.
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Ein solcher Vektor ist dual zu einem Vektor des Tangentialraums T, M an diesem
Punkt, d.h. die Anwendung von 1 (z) auf die Auswertung v(z) eines Vektorfelds ist
linear und ergibt eine Zahl

P(x) : T,M — R, Y(z)(v(z)) € R. (8.50)

Ein duales Vektorfeld ¢ bildet also ein Vektorfeld v linear und lokal auf eine
Funktion ab, ¢(v) : M — R.

Etwas konkreter definieren die Differentiale dz*, i = 1,...,n der Koordinaten eine
Basis des Kotangentialraums T M

T:M :=span{dz’;i =1,...,n}. (8.51)

Diese Basis ist dual zu den Differentialoperatoren 9/0x!

da’ (%) =07, (8.52)

Da die Differentiale da’ unter allgemeinen Koordinatentransformationen einen
kontravarianten Vektor bilden, ist diese Dualitétsrelation unter solchen
Transformationen erhalten. Ein allgemeines duales Vektorfeld ¢) kann also in
(kovarianten) Komponenten 1); geschrieben werden als

¢m=zﬂmmﬂ (8.53)

Die Auswertung auf ein Vektorfeld v mit (kontravarianten) Komponenten v* ergibt
dann das natiirliche Skalarprodukt

O(v)(w) = Y dilw) v'(w). (8.54)

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass Vektorfelder und duale Vektorfelder
punktweise, d.h. fiir jeden Punkt z, den Relationen der linearen Algebra gehorchen.

Differentialformen. Differentialformen sind die mathematische Formulierung
der in der Physik oft auftretenden infinitesimalen (orientierten) Weg-, Flichen und
Volumenelemente iiber einem Raum M. Der Grad k einer solchen k-Form ist dabei
die Dimension des Unterraums dessen Volumenelement sie beschreibt. Sie lassen
sich am einfachsten als Multilinearformen tiber Vektorfeldern auf M formulieren.

Wir verallgemeinern nun das Konzept des dualen Vektorfelds zu k-Formen 1, als
Multilinearformen von k£ Vektorfeldern wie folgt: Hierbei ist eine 0-Form 1) einfach
eine gewthnliche Funktion auf M (d.h. ein Skalarfeld)

Yo M = R, Yo(x) € R. (8.55)
Eine 1-Form ordnet jedem Punkt z ein Element des Kotangentialraums zu

Yi(z) € TIM,  Yy(z): T.M — R. (8.56)
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Eine 2-Form ordnet jedem Punkt = ein Element des (antisymmetrischen)
Tensorprodukts zweier Kotangentialrdume bei x zu

ba(z) € (TEM)N2. (8.57)

Mit anderen Worten, bildet es ein Paar von Vektorfeldern linear und lokal auf eine
Funktion ab

() : T,M X T,M — R, Yo(z) (v1(x), v2(2)) € R. (8.58)
Insbesondere ist die Abbildung antisymmetrisch in den Vektoren
Ua() (va(2), v1(x)) = —ta(x) (01(2), v2()). (8.59)

Eine k-Form v, an einem Punkt ist schliesslich eine multilineare, total
antisymmetrische Abbildung von k& Tangentialrdumen an diesem Punkt auf R

Uela) € (TMY™,  y(a) : (TMY™ 5 R, (8.60)
Auf dem Raum der Differentialformen ist das dussere Produkt N (Dachprodukt)

definiert; es ordnet einer k-Form 1 und einer I-Form ¢ eine (k + )-Form i A ¢ zu.
Diese Zuordnung ist assoziativ und distributiv, und es gilt

YAd=(=D"o Ay (8.61)
Fiir die Multiplikation einer k-Form v mit einer 0-Form (Funktion) f gilt
(fA¢)(Ul7---aUk) :f@ZJ(Ul,...,Uk). <862)

Das Symbol A wird in diesem Fall {iblicherweise weggelassen. Fiir & 1-Formen
U1, ..., gilt andererseits

Yi(vr) .o Pi(vr)
(1 Ao Adg) (v, .., vg) = det . (8.63)
wl(vk) Ce @sz(vk)

Es gelten eine Reihe weiterer Rechenregeln fiir Differentialformen, die wir hier
nicht betrachten wollen. In der Mechanik geniigen meist 0-Formen (Funktionen,
Skalarfelder), 1-Formen (duale Vektorfelder) und 2-Formen. Fiir letztere kénnen
wir die Rechenregeln noch einmal explizit ausfithren: Das dussere Produkt zweier
1-Formen 1)y, 15 ist antisymmetrisch

1 A hg = —1ha A 1. (8.64)
Fiir die Auswertung auf zwei Vektorfeldern vy, vy gilt
(11 A h2) (01, v2) == b1 (vr) P2 (v2) — Y1 (v2) Yo (v1). (8.65)
Man kann eine allgemeine 2-Form ) in der Basis der Differentialformen da? A da’
mit Koeffizienten 1);; = —1;; schreiben als
Y(x) =) ty(x)da’ Ada (8.66)
ij=1

Fiir die Auswertung auf zwei Vektorfeldern vy, v, mit Komponenten v}, v} gilt
dann

Y(v1,v2) = Z Wijvivs. (8.67)

ij=1

8.12



Aussere Differentiation. Die dussere Differentiation d setzt das totale
Differential von Funktionen auf hohere Differentialformen fort. Auf Funktionen f
ist das totale Differential d iiber die Eigenschaft df(v) = v f fiir jedes Vektorfeld v
definiert. In der Basis der Differentialformen da’ kénnen wir df entwickeln als

dfzzag:i dat (8.68)
=1

und mit der Eigenschaft der dualen Basen von T, M und T; M folgt wie
gewiinscht

(df)(v) = E dz'(v) aii =>» 83{; = f. (8.69)
i=1 =1

1=

Die aussere Differentiation d wird auf Differentialformen nun so fortgesetzt, dass
fiir das dussere Produkt einer k-Form 1 und einer [-Form ¢ die Produktregel der
Differentiation gilt

AW A @) =dp A+ (—1)" A do. (8.70)

Weiterhin wird verlangt, dass das zweimalige Anwenden von d auf eine beliebige
Differentialform v immer Null ergibt

d%y = 0. (8.71)

Ein Beispiel physikalischer Felder, die sich natiirlich als Differentialformen .
schreiben lassen, ist das Magnetfeld B und das zugehorige Vektorpotential A, die
eine 2-Form bzw. eine 1-Form sind

A(T) = Ay(T) day + As(T) das + Ay(7) dzy = A(7)- d7,
B(f) = Bl(f) dflfz N d[[’g + Bg(f) dl‘g AN dxl + Bg(f) dl’l AN d,Ig
3
1,5,k=1

Zum einen lautet die Divergenzfreiheit des Magnetfelds schlicht dB = 0. Zum
anderen ldsst sich das Magnetfeld durch das Potential als B = dA ausdriicken; dies
erfiillt die Divergenzfreiheit per Konstruktion mit dB = d2A = 0. Weiterhin ist
eine Eichtransformation mit der Funktion A gegeben durch

A— A+dA, B — B+ d*A = B. (8.73)

Eine wichtige Struktur von Differentialformen in Bezug auf Integration ist die
De-Rham-Kohomologie. In einer Kohomologie werden Elemente iiber die
Eigenschaften geschlossen und ezakt klassifiziert. Eine Differentialform v nennt
man geschlossen, falls

dy = 0. (8.74)

Eine Differentialform 1) nennt man ezakt, falls es eine Differentialform ¢ gibt, so
dass

Y =do. (8.75)
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Eine exakte Differentialform ist sicherlich geschlossen, denn es gilt di) = d?¢ = 0.
Umgekehrt gilt die Beziehung zwischen exakten und geschlossenen Formen nur
unter bestimmten Voraussetzungen, die durch das Lemma von Poincaré
konkretisiert werden: In einem kontrahierbaren Gebiet ist jede geschlossene Form
exakt.

Dieses Lemma ist insbesondere fiir die Integration von Differentialformen von
fundamentaler Bedeutung: Eine exakte Form kann auf einem kontrahierbaren
Gebiet (d.h. einem Gebiet ohne Locher) immer integriert werden. Fiir die
geschlossene 2-Form B des Magnetfelds gilt somit, dass sie auf einem
kontrahierbaren Gebiet exakt ist, und sich somit immer durch die 1-Form eines
Vektorpotentials A ausdriicken lésst.

Ein weiteres Beispiel ist die 1-Form W (Z), die die Arbeit entlang eines
Wegelements dZ in einem ortsabhéngigen Kraftfeld F'(Z) beschreibt

—

W (&) = F(Z)-d& = Fy dzy + Fyday + Fydas . (8.76)

Die 1-Form W ist genau dann geschlossen, wenn die Rotation des Kraftfeldes
verschwindet, dWW = 0. In diesem Fall ist das Kraftfeld konservativ und die
infinitesimale Arbeit ist minus das totale Differential der potentiellen Energie V'

AW =0 = W=-dV. (8.77)

Symplektische Form. Kommen wir nun zuriick zum Phasenraum.'? Jeder
Phasenraumfunktion F' ist mittels der Poisson-Klammer der Differentialoperator
erster Ordnung D[F] = {F,-} in (8.40) auf dem Phasenraum zugeordnet. Wie oben
beschrieben ist ein solcher Differentialoperator ein Vektorfeld, und man nennt
D|F| das Hamiltonsche Vektorfeld zu F. Die Poisson-Klammer ist eine
antisymmetrische Bilinearform w von Vektorfeldern,

{F,G} =: w(D[F], D[G]), (8.78)
und sie stellt nach den obigen Ausfithrungen eine 2-Form dar.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun w durch die Differentiale der
Koordinaten (g, p) des Phasenraumes ausdriicken. Nach der Definition (8.40) des
assoziierten Vektorfelds gilt

9 9 o
9 = Dlpal. 5 =Dl (8.79)

Setzen wir dies in die obige Relation ein, so finden wir

o 0
“(a735) = ep) =0

g 0 N N
(o ap) =2 =5

o 90
wl—,— ) ={¢" ¢’} =0. 8.80
(5050 ) = "0} (850

12In der Sprache der Differentialgeometrie ist der Phasenraum das Kotangentialbiindel T* M
des Konfigurationsraums M. Einfach so!
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Diese Information geniigt, um die 2-Form w eindeutig zu rekonstruieren'?

N
w= Z dg® A dp,, - (8.81)

a=1

Insbesondere ist daher die 2-Form w geschlossen. Ausserdem ist sie nichtentartet in
dem folgenden Sinn: Falls w(vy, v) = 0 fiir alle vq, so folgt daraus, dass v; = 0.
Eine geschlossene nichtentartete 2-Form nennt man symplektisch.

Nach einem Satz von Darbouxr kann man jede symplektische 2-form durch eine
Wahl geeigneter Koordinaten lokal in die obige Normalform bringen.

8.5 Kanonische Transformationen

Mit den Poisson-Klammern {-,-} bzw. der symplektischen Form w hat der
Phasenraum eine ausgezeichnete Struktur. In diesem Abschnitt wollen wir die
Klasse der Transformationen des Phasenraums besprechen, die diese Struktur
erhalten, den sogenannten kanonischen Transformationen. Kanonische
Transformationen spielen eine wichtige Rolle fiir Losungen des Systems. So ist zum
Beispiel die Zeitentwicklung selbst eine Gruppe kanonischer Transformationen, wie
wir im kommenden Abschnitt 8.6 sehen werden.

Phasenkoordinaten. Zunéchst wollen wir die N Lagekoordinaten ¢® und ihre
N konjugierten Impulse p, als die 2N Phasenkoordinaten z*, y,v =1,...,2N des
Systems zusammenfassen

:<q17"'7qN>p17"'7pN)' (8.82)
Dies vereinfacht die Behandlung von Transformationen des Phasenraums, da wir
Lage- und Impulskoordinaten nicht gesondert betrachten miissen. Weiterhin
vereinfachen sich die bislang betrachteten Strukturen mit der Einfiihrung einer
antisymmetrischen Matrix ¢ = €, auf dem Phasenraum

(0 +idy
€= (_idN 0 ) (8.83)

2= (..., )

Wir wollen sie die symplektische Struktur nennen. Die duale Matrix € = é* mit
denselben Komponenten ist bis auf das Vorzeichen das Inverse von ¢

e=—idpy, E=-cl= (_ ?dN +10dN) . (8.84)

Die kanonischen Bewegungsgleichungen (8.13)

om . om
_apa7 pOé_ aqa

el

q (8.85)

13Hierzu stellt man w anhand allgemeiner Komponenten in der Basis bestehend aus dg¢® A dg”?,
dg® A dpg und dp, A dpg dar und gleicht die Koeffizienten ab.
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lauten in dieser Notation

2N
OH OH
> ew# = o v —eE=—— (8.86)
v=1

Die zweite Form in Vektornotation beruht auf dem Vektor 9/0z aller partiellen

Ableitungen
0 0 0

Die Poisson-Klammer lasst sich ebenfalls sehr kompakt schreiben als das durch die
Bilinearform € induzierte Skalarprodukt der Gradienten der Funktionen

2N T
OF G (8F> e 5.55)

— sHY — —_— —_—
{F.G} Z c Ozt Ozv 0z c 0z

H,v=1

Dementsprechend lautet die zur Funktion F' assoziierte Derivation D[F] kurz

OF\'. 0
DF)=(—) =. .
m1= (%) £ 5 (5.0
Die symplektische Form w ist schliesslich
2N
w= Z te d2t Ad2. (8.90)
=1

Wir sehen also, dass sich die relevanten Strukturen des Hamilton-Formalismus
mittels der Matrix ¢ bequem formulieren lassen. In einem symplektischen Raum
besitzt die Matrix € eine dhnliche Funktion wie die Metrik in einem metrischen
Raum.

Kanonische Transformationen. Wir wollen nun die Struktur solcher
bijektiver Koordinatentransformationen studieren

z = 2(2), zZ=2z(z), (8.91)
welche die kanonischen Gleichungen (8.86) forminvariant lassen

oH . OH
= =

E z = E . (8.92)

—€z = —€Z
Eine Transformation ist wird kanonisch genannt, wenn diese Beziehung fiir jede
Funktion H und ihre transformierte H(z) = H(z) zutrifft. Wir wollen nun die

Bedingung und Eigenschaften kanonischer Transformationen diskutieren.
Wir definieren zunéachst die Jacobi-Matrix A*, unserer Transformation und ihre
Inverse A~!

ozH ozH

b3 — 27 _
A% (2) = oz’ Oz

(A",

(8.93)
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Damit gilt aufgrund der Kettenregel der Differentiation

: OH OH
: = Az d —=AH—=. 8.94
¢=Az 5, — AT) o (8.94)
Eingesetzt in die urspriinglichen kanonischen Gleichungen ergibt dies
i oH . 0H
—cAzZ = (Ail)T E bzw. — ATSAZ = 5 . (895)

Dies hat dieselbe Form wie die urspriinglichen kanonischen Gleichungen falls
ATe A = e. Damit folgt der Satz: Eine Transformation ist kanonisch, genau wenn

2N
ATeA=¢e  bzw. Z € AP A%, = €y (8.96)
p,o=1
Eine kanonische Transformation ist also dadurch ausgezeichnet, dass sie die Matrix

e erhélt. Dies ist analog zu der Eigenschaft, die eine Lorentz-Transformation in
Bezug auf die Minkowski-Metrik erfullt.

Diese Bedingung an kanonische Transformationen impliziert, dass sie auch die
Poisson-Klammer erhalten. Fiir beliebige transformierte Funktionen F'(z) = F(z)
und G(z) = G(z) gilt o

{F,G}(2) = {F,G}(2). (8.97)

Dies folgt durch Nachrechnen

1 () 296 () oy 8

0z 85 “\oz 0z
OF\'_0G _

Umgekehrt ist jede Transformation kanonisch, welche die Poisson-Klammer erhélt.
Analog zu der Rechnung weiter oben folgt hier die Bedingung A'cA = ¢.

Schliesslich kénnen wir noch die Transformation der symplektischen Form w
betrachten, die dank ihrer Beziehung zu den Poisson-Klammern offensichtlich auch
invariant unter kanonischen Transformationen ist

W= . (8.99)

Auch diese Beziehung ist dquivalent zu ATe A = €.

Beispiele. Die linearen Abbildungen A : R?Y — R?YN mit der Eigenschaft

ATe A = € heissen symplektisch und bilden die symplektische Gruppe Sp(2N,R). Im
Gegensatz zu einer orthogonalen Transformation muss eine kanonische
Transformation aber keineswegs linear sein.

Ein Beispiel fiir eine nicht-lineare kanonische Transformation ist wie folgt: Wenn
die Lagekoordinaten ¢ beliebig transformiert werden,

7= q(q), (8.100)
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dann gibt es immer eine Transformation der Impulse,

N
9q°
Do = — pg, 8.101
p By g (8.101)
so dass die Gesamttransformation kanonisch ist. Dies lasst sich leicht durch
Vergleich zweier 1-Formen sehen

N N
D pade® = padq”, (8.102)
a=1 a=1

woraus mittels dusserer Differentiation sofort w = @ folgt. Dies entspricht einer
allgemeinen Transformation des Konfigurationsraums, die wir bereits im
Lagrange-Formalismus ausgiebig verwendet haben. In der Fortsetzung auf den
Phasenraum transformieren die konjugierten Impulse wie oben mit der inversen
Jacobi-Matrix.

Eine allgemeine Transformation des Konfigurationsraums ¢ — ¢(q) erklart auch die
hier verwendete Indexstruktur der Lage- und Impulskoordinaten ¢* und p,. Die
Differentiale der Lagekoordinaten dg¢® verhalten sich wie kontravariante Vektoren,

dg® =Y —dq”, (8.103)

wéhrend die ITmpulse p, := dL/0q¢* wie oben gesehen kovariante Vektoren
darstellen.

Die Gruppe der kanonischen Transformationen ist jedoch noch wesentlich grosser;
sie erlauben es auch, Lage- und Impulskoordinaten zu mischen. Zum Beispiel ist
die folgende Transformation kanonisch

7 =Pa,  Da=—q" (8.104)

Eine solche Transformation kann fiir ein einzelnes Paar konjugierter Koordinaten
oder fiir alle Koordinaten durchgefiihrt werden. An diesem Beispiel sieht man
auch, dass sich die oben besprochene Indexstruktur nur auf Transformationen des
Konfigurationsraums bezieht. Fiir allgemeine kanonische Transformationen, welche
Lage- und Impulskoordinaten mischen, hat die Position der Indizes keine Relevanz.

8.6 Zeitentwicklung

Die Zeitentwicklung eines zeitunabhdngigen (autonomen) Hamiltonschen Systems
kann man sich als Transformation ¢; des Phasenraums vorstellen, welche die
Anfangsbedingungen bei ¢t = 0 auf den Zustand zu einer anderen Zeit ¢ abbildet.!*
Fiir jede Bahn z(t), welche die kanonischen Gleichungen erfiillt, gilt also

¢ (2(0)) = 2(¢). (8.105)

14Tn einem zeitunabhingigen System hiingt die Zeitentwicklung von der Differenz der Start-
und Endzeit ab. In einem System, in dem die Hamilton-Funktion explizit von der Zeit abhéngt,
bendtigt die Zeitentwicklung beide Zeiten
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In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Abbildung ¢, kanonisch ist, und
somit einen kanonischen Fluss darstellt. Basierend darauf werden wir zwei
relevante Séatze zur Dynamik im Phasenraum kennenlernen.

Hamiltonscher Fluss. Die Abbildung ¢; bildet einen Fluss im Sinne von
Abschnitt 7.2, denn offensichtlich gelten die Gruppeneigenschaften ¢y = id und
O © Os = Ppis. Dieser Fluss wird der Hamiltonsche Fluss ¢; genannt.

Wir wollen nun zeigen, dass der Hamiltonsche Fluss kanonisch ist, d.h. fiir jedes ¢
eine kanonische Abbildung darstellt. Als Vorbereitung bestimmen wir zunéchst das
erzeugende Vektorfeld, indem wir die vorige Bedingung nach ¢ ableiten

9¢ : _0H _O0H
-qum)=40=55;@“D=€5;@%4®D- (8.106)
Dies gilt fiir eine beliebige Anfangsbedingung z(0) und somit
o _OH
-t —s ) 1
iy () =¢ P (¢:(2)) (8.107)
Setzen wir hier t = 0 so ergibt sich das Vektorfeld
2N 2N
oP g L 0H 0
ZW o % = Z e 82” azﬂ = D[H} (8108)
pn=1 p,v=1

Wir sehen also, dass die Zeitentwicklung durch das Vektorfeld —D[H| und damit
durch die negative Hamilton-Funktion erzeugt wird.

Als néchstes betrachten wir eine Funktion F', die nicht explizit von der Zeit
abhéngt. Die aktiv transformierte Funktion F} ist dann wie iiblich definiert als

Fi(&n(2) = F(2) (8.109)

Da die rechte Seite dieser Definition nicht von ¢ abhéngt, erfiillen die
transformierten Funktionen die Differentialgleichung

oF; d¢y\ ' OF,
R A1
m+(m)az (8.110)
Setzen wir das obige Resultat fiir d¢, /0t ein, so ergibt sich'®
OF, OH\'_0F,
— = = — ={H,F,} =D|H|F,. 111
ot (&)8& U, £ij = DIHIE, (B.111)

Um zu zeigen, dass der Fluss ¢; kanonisch ist, betrachten wir die Poisson-Klammer
zweier zeitunabhingiger Funktionen F, G.'® Eine wichtige Konsequenz der

15Tm Vergleich mit (8.30) und (8.31) ist zu beachten, dass die Funktion F; hier so definiert
wurde, dass effektiv dF;/dt = 0.

16Die Hamiltonschen Gleichungen eignen sich hierfiir nicht gut, da sie selbst die Zeitentwicklung
von Bahnen z(t) definieren, was mit dem Fluss ¢; leicht zu Verwechlungen fiihren kann.
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Jacobi-Identitét ist, dass die Poisson-Klammer mit der Zeitentwicklung vertréglich

ist
9 OF, 0G,
5 {F, G} = {E;Gt} + {Ftv W}
— {({H,F},G} + {F,{H,G}}
_(H(FLG (8.112)

Wir sehen also, dass die Poisson-Klammer {F};, G;} als Funktion auf dem
Phasenraum dieselbe Differentialgleichung wie F; erfiillt. Zusammen mit der
Anfangsbedingung bei t = 0 folgt aus der Differentialgleichung fiir die
transformierte Poisson-Klammer

{F, G} (n(2)) = {F,G}(2). (8.113)

Somit ist der Hamiltonsche Fluss kanonisch.

Der Satz von Liouville. Die Tatsache, dass die Zeitentwicklung ein
kanonischer Fluss ist, hat einige relevante Konsequenzen fiir die Dynamik eines
mechanischen Systems. Zur Vorbereitung zum Wiederkehrsatz von Poincaré zeigen
wir nun den Satz von Liouville zum Volumen des Phasenraums: Das
Phasenvolumen einer jeden Untermenge {2 des Phasenraums

() = /(dz)QN (8.114)
Q
ist invariant unter der Zeitentwicklung
1(61(2)) = u(22). (8.115)

Zum Beweis betrachten wir eine allgemeine kanonische Abbildung ¢ : z — z. Wie
wir in Abschnitt 8.5 gesehen haben, erfiillt die Jacobi-Matrix A*, = 0z#/0z" die
symplektische Relation ¢ = AT¢ A. Die Determinante dieser Relation lautet

dete = det(ATeA) = (det A)*det e, (8.116)

woraus fiir die Jacobi-Determinante det A = 41 folgt. Fiir das Phasenvolumen
ergibt sich sofort

w(6()) = /¢ PUCRE /Q (d2)?N |det A™| = p(22). (8.117)

Das Phasenvolumen ist also invariant unter jeder kanonischen Transformation ¢,
insbesondere also unter der Zeitentwicklung ¢;,.

Die Bedeutung des Satzes ist nicht trivial, wenn man die Dynamik eines
allgemeinen mechanischen Systems beriicksichtigt. Zum Beispiel verhalten sich
Dreikorper-Probleme typischerweise chaotisch, insbesondere wenn die Korper alle
ungefihr gleich schwer sind: Bei leichter Anderung der Anfangsbedingungen wird
die Endsituation voéllig anders aussehen. Betrachtet man einen kleinen Ball um
eine bestimmte Anfangsbedingung, so ist das Gebiet, in dem die entsprechenden
Endpunkte liegen, stark zerfasert. Der Satz von Liouville besagt aber, dass das
Volumen trotzdem gleich bleibt.
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Der Wiederkehrsatz von Poincaré. Nun konnen wir uns dem Wiederkehrsatz
von Poincaré zuwenden. Sei ¢; ein volumenerhaltender Fluss auf dem Phasenraum
und G ein Gebiet mit endlichem Volumen, welches invariant unter dem Fluss ¢, ist

w(G) < oo, &(G) C G. (8.118)

Wir konnen also im Folgenden den Phasenraum auf dieses Gebiet beschréinken.

G
@ (8.119)

Weiterhin sei X C G eine Untermenge von G. Wir nennen einen Punkt z € G
einen Wiederkehrpunkt beziiglich der Zielmenge X, falls seine Bahn ¢,(2) die
Zielmenge X fiir t — oo immer wieder besucht, d.h. fiir jede Schranke ¢ gibt es ein
t' > t,so dass ¢p(z) € X.

Der Wiederkehrsatz von Poincaré besagt nun, dass fast alle z € X
Wiederkehrpunkte sind. Mit anderen Worten hat die Menge der Punkte in X, die
nicht Wiederkehrpunkte sind, das Volumen Null, u(X \ W) = 0, wobei W die
Menge der Wiederkehrpunkte ist.

Zum Beweis definieren wir (2(t) als die Menge der Punkte, die nach Ablauf einer
minimalen Zeit ¢ die Zielmenge X zumindest einmal besuchen

0(t) = o-v(X). (8.120)

Hierbei ist ¢_y(X) = ¢, (X) das Urbild der Zielmenge unter Zeittranslation um
t'. Ein Wiederkehrpunkt z beziiglich X ist per Definition in allen diesen (2(t)
enthalten. Zur Konstruktion von Grenzwerten definieren wir jetzt eine Folge stetig

wachsender Zeiten t;, mit {5 = 0 und Grenzwert ¢, — oo. Damit ist die Menge der
Wiederkehrpunkte also der Schnitt der £2(t)

o

W= (] 2t). (8.121)

Weiterhin kann die Menge (2(¢) fiir wachsendes ¢ nur schrumpfen, d.h.
Q(t) D Q') fur ¢’ > t. Fur unsere Folge t; gilt also

Da aber jedes 2(t) in dem Gebiet G mit endlichem Volumen liegt, hat es auch ein

endliches Volumen. Nach dem Satz der Masstheorie zur dominierten Konvergenz
ist dann

uW) = u(ﬂ Q(tk)) = lim p(L(t)) = lim p(£2(t)). (8.123)
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Wegen der Gruppeneigenschaft des Flusses werden die Mengen (2(¢) aber durch
den Fluss ¢; aufeinander abgebildet

¢ev(20) = | drv-v(X) = | ¢-0r(X) = (). (8.124)

t” Zt t” Zt/

Da der Fluss ¢; volumenerhaltend ist, héingt das Volumen von (2(¢) nicht von ¢ ab,
pu(02(t)) = u(2(t')). Daher folgt fiir den Grenzwert einfach

(W) = p(£2(0)). (8.125)

Da offensichtlich jeder Wiederkehrpunkt z € W die Zielmenge X besucht,
z € 2(0), gilt W C 2(0) und wir kénnen folgern, dass

p(200)\ W) = p(£2(0)) — w(W) = 0. (8.126)

Somit sind fast alle Punkte z € £2(0), die die Zielmenge X jemals erreichen, auch
Wiederkehrpunkte z € W. Dazu gehoren insbesondere auch die Punkte von
X C £2(0) selbst und damit folgt der Wiederkehrsatz

WX\ W) = 0. (8.127)

Ausstromen eines Gases. Als Beispiel schauen wir uns das Ausstromen eines
Gases ins Vakuum an. Das Gas bestehe aus n identischen Teilchen, die
untereinander und mit der Wand eines Gefésses wechselwirken. Das Geféss sei so
geformt, dass es zwei Kammern gibt, die durch ein kleines Loch verbunden sind.
Wir gehen davon aus, dass sich anfangs alle Teilchen in der einen Kammer
befinden und eine endliche thermische Energie aufweisen.

1
o (8.128)
o

Die Hamilton-Funktion fiir unser Modell lautet

H(z) = Z(ﬁ+w<@>) ©3 V(IE - wl).

— \ 2m A
i=1 i<k=1
Z:(fl,...,fn,ﬁl,...,ﬁn). (8129)
Dabei beschreibt das Potential V' (r) die paarweise Wechselwirkung zwischen den
Teilchen und W (Z) das Potential der Wand des Gefésses. Letzteres wird unendlich
gross, wenn sich ein Z; der Wand néhert; dies schrinkt die Bewegung auf ein

endliches Volumen ein. Weiterhin seinen die Potentiale wie iiblich nach unten
beschrankt.

Wir wollen nun den Wiederkehrsatz auf dieses System anwenden. Fiir eine
vorgegebene Maximalenergie E ist das Gebiet

G={zH(z) < E} (8.130)
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aufgrund der Energieerhaltung invariant unter dem Hamiltonschen Fluss ¢;. Ferner
ist u(G) < oo, denn fiir z € G ist ||p;|| nach oben beschriankt und #; ist auf ein
endliches Volumen beschréinkt. Die Teilmenge X C G sei die Menge der Zusténde
z, bei denen sich alle Teilchen in der linken Kammer befinden. Nach dem
Wiederkehrsatz sind fast alle diese z € X Wiederkehrpunkte: Die Bewegung z(t)
fithrt alle Teilchen gemeinsam immer wieder in die linke Kammer zuriick.

Experimentell beobachtet man diese Vorhersage nicht, wenn die Anzahl der
Teilchen des Gases gross ist. In dem Fall sind die Wiederkehrzeiten extrem gross,
denn sie verhalten sich exponentiell in der Anzahl n der Teilchen. Die Zeit eines
physikalischen Experiments geniigt bei weitem nicht, um eine einzige Wiederkehr
zu beobachten. Diese Problematik und das zugrundeliegende Thema FEntropie wird
in der Vorlesung Theorie der Wirme wieder aufgegriffen werden. Zudem ist das
System in Realitdt nicht abgeschlossen.

8.7 Erhaltungsgrossen

Schliesslich wollen wir noch kontinuierliche Symmetrien und ihre
Erhaltungsgréssen im Hamilton-Formalismus betrachten. Wir werden sehen, dass
Symmetrien durch kanonische Fliisse beschrieben werden, dass kanonische Fliisse
durch Erhaltungsgrossen erzeugt werden und dass die Erhaltungsgrossen eine
Algebra bilden.

Kanonische Fliisse. Im Rahmen des Lagrange-Formalismus haben wir in
Abschnitt 7.2 Symmetrien durch Fliisse ¢, auf dem Konfigurationsraum
beschrieben. Hier wollen wir das Konzept der Fliisse auf den Phasenraum
erweitern, uns dabei aber auf kanonische Transformationen beschrinken, damit die
Strukturen des Phasenraums erhalten bleiben. Ein kanonischer Fluss ¢x(z)
beschreibt fiir jedes A € R eine kanonische Transformation, und hat in A die
Eigenschaften einer Abelschen Gruppe. Zur Transformation von Funktionen
F(z,...) mit diesem Fluss legen wir wie zuvor die aktive Perspektive zugrunde,
indem wir fordern

Fx(oa(2),...) = F(z,...). (8.131)

Wir wollen nun zeigen, dass ein kanonischer Fluss ¢,(z) immer durch eine
Funktion F'(z) erzeugt wird.

Dazu betrachten wir das erzeugende Vektorfeld

% (z) = v(a(2)), v(z) = % - (8.132)

Da der Fluss per Annahme kanonisch ist, erhélt er die symplektische Form

2N
w(z) = Z te d2t A dz. (8.133)

wv=1
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Die transformierte symplektische Form wy, ist iiber die Relation wy(¢x(2)) = w(2)
definiert und lautet somit
2N
wa(z) = w(Pa(2)) = D 3ewdd” \(2) Adg,\(2). (8.134)
p,v=1
Fiir eine kanonische Transformation gilt wy, = w und daher muss die Variation
verschwinden

1 Ow 2N
0= 21 ==Y endvi(z) Ade”. (8.135)
Nl A2

Die 2-Form auf der rechten Seite ist offensichtlich exakt, und wir kénnen sie
schreiben als die dussere Differentiation einer 1-Form

aw 2N
2 =dy, Y=Y g vtde (8.136)
oA A=0 w,r=1

Nun besagt die Invarianz von wy, dass ¢ geschlossen ist. Nach dem Lemma von
Poincaré lasst sich ¢ (falls der Phasenraum keine Locher aufweist, bzw. auf einem
kontrahierbaren Gebiet des Phasenraums) als Gradient einer Funktion F
schreiben, ¥ = dF', bzw. in Komponenten

2N 2N
oF
- E e VM d2” = dz". (8.137)
0z
p,rv=1 v=1

Durch Koeffizientenvergleich konnen wir die Komponenten von v* ablesen und es
gilt

2N 2N

%, . OF 9
v = e 5 5.0 = DIF] (8.138)

pn=1 p,v=1
Wir sehen also, dass ein kanonischer Fluss von dem Vektorfeld D[F] einer
Funktion F'(z) erzeugt wird, welche demnach erzeugende Funktion des Flusses ¢,
genannt wird.

Umgekehrt miissen wir zeigen, dass ein Fluss ¢, welcher von dem Vektorfeld D[F]
einer Funktion F' erzeugt wird, fiir alle A € R kanonisch ist. Dafiir leiten wir die
transformierte symplektische Form wy nach A ab und finden durch Einsetzen der
obigen Relationen

) 2N 0
aw/\(z) = Z 5w/ dqsli)\ A d |:5 ¢ZA:|

H,v=1

== Z Epv d¢li,\ N d[vy ((ﬁ*A(Z))}

wv=1

2N
ov”
=Y S 75— A\ A e’
Hyv,p=1
2N

2
=-> or dot, Adg?, = 0. (8.139)




Die 2-Form verschwindet, da die zweiten partiellen Ableitungen einer Funktion
symmetrisch sind, wiahrend das dussere Produkt antisymmetrisch ist. Somit ist wy
unabhéngig von A und damit ist der Fluss kanonisch.

Diese Resultate haben auch die folgende interessante Interpretation: Die
Differentialgleichung
[N

_OF
oy ()= =€ 5 (0(2)), (8.140)

die den Fluss ¢, anhand der Funktion F' definiert, hat die gleiche Form wie die
Bewegungsgleichung (8.107), wobei A den Platz der Zeit ¢ einnimmt und F' die
negative Hamilton-Funktion —H ersetzt.

Algebra. Wie wir in Abschnitt 8.3 gesehen hatten, ist die zeitliche Anderung
einer Grosse F'(z,t) lings einer Bahn z(t), die die Bewegungsgleichungen erfiillt,
gegeben durch 1 oF

G FE@.) ={FH}+ o
Falls die rechte Seite verschwindet, ist F' eine Erhaltungsgrdsse. Eine Funktion
F(z) ohne explizite Zeitabhéngigkeit ist also genau dann erhalten, wenn die
Poisson-Klammer von F' mit H verschwindet

d
" F(z(t)) = {F, H}. (8.142)

Insbesondere ist daher die Hamilton-Funktion H erhalten, falls sie nicht explizit
von der Zeit ¢ abhingt.!”

(8.141)

Seien nun F' und G zwei Erhaltungsgrossen. Dann folgt aus der Jacobi-Identitét
der Poisson-Klammer und der Produktregel der Ableitung

d OF oG

—{F = {FH —— F, H 14

sra={mms ey {rem+ 5L (5.143)
Somit ist auch {F, G} erhalten. Dies ist der Poissonsche Satz. Die
Erhaltungsgrossen bilden also eine Unteralgebra der Poisson-Algebra.

Beispiel. Wir betrachten den Phasenraum eines Teilchens, in dem p der
konjugierte Impuls zum Ort & ist. Der Drehlmpuls L ist durch L = #'x p definiert.
Sind zwei Komponenten des Drehimpulses € - L und &:-L erhalten, so gilt das auch
fiir die dritte Komponente, da

{e\-L,é&

hl
—

—(&,%&)-L = —é5-L. (8.144)
Entsprechend gilt .

{gl'L, 52]7} = —(51 ng)'ﬁ: —53]7 (8145)
Ist eine Impulskomponente sowie der Drehimpuls erhalten, so sind in der Tat alle
Impulskomponenten erhalten.

177u dieser Einsicht sind wir effektiv bereits in Abschnitt 7.3 gelangt, in dem Gesamtenergie
die Form einer Legendre-Transformierten H der Lagrange-Funktion L angenommen hatte.
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Symmetrie. Wir wollen nun den kanonischen Fluss ¢,(z) betrachten, der von
einer Erhaltungsgrosse F'(z) erzeugt wird. Weiterhin sei die Hamilton-Funktion
H(z) unabhéngig von der Zeit t.

Die Differentialgleichung (8.140) des Flusses ¢,

Odx

_OF
oy () =—E5- (0x(2)) (8.146)

impliziert dann folgende Figenschaft der Hamilton-Funktion

M TENG) - (a»( >> <¢A< )

O\
= _{H,F}(gb,\( )), (8.147)

Die rechte Seite ist genau dann Null, wenn F' eine Erhaltungsgrosse ist. Eine
Funktion F(z) ist also genau dann eine Erhaltungsgrosse, wenn H(z) unter dem
von F' erzeugten kanonischen Fluss ¢, invariant ist:

H(or(2)) = H(z). (8.148)

Zu jeder Erhaltungsgrosse gehort daher eine kontinuierliche Symmetrie ¢y von H,
und umgekehrt. Dies ist die Aussage des Noetherschen Theorems, welches wir in
Kapitel 7 besprochen haben. Die Symmetrie im Phasenraum entspricht dabei der
Symmetrie einer Bahn, welche wir im Rahmen der Verallgemeinerungen des
Noetherschen Theorems besprochen haben.

Beispiel. Wir betrachten wieder den Phasenraum eines Teilchens mit Ort  und
konjugierten Impuls p. Sei F' die Funktion

F(Z,p) = &-L = &(Zxp), (8.149)

wobei € ein fester Einheitsvektor ist. Die Differentialgleichungen (8.146) des durch
F' erzeugten kanonischen Flusses sind

or, OF _ -

8%0 = aﬁ (x<P7p<P> :exeCH

op, or -

a—; =- 37 (Zyp, D) = EX P (8.150)

D.h. der Fluss ist eine Rotation des Ortsvektors und des Impulsvektors

Oy (T,0) = (T, D) = (R(9€)T, R(0€)D), (8.151)

wobei R(pe) die Drehung im R3 um die Achse € mit Winkel ¢ beschreibt. Die
Komponenten (8.149) des Drehimpulses sind also die erzeugenden Funktionen der
Drehungen! Analog ist die Impulskomponente F' = ep’ die Erzeugende der
Translationen ¢y : (Z,p) — (Z + Aé, p).

8.26



Kraftgesetz. Fiir den Fall einer Funktion F, die nicht erhalten ist, konnen wir
dennoch eine Aussage zu ihrer Anderungsrate aufstellen. Die Kombination der
Identitéten (8.142) zur Zeitableitung von F' und (8.147) zur Transformation von H

lautet

d 0
G F={ra =4 H(¢x(2)) L (8.152)

Diese Relation hat die Form eines verallgemeinerten Kraftgesetzes, wobei die
Kombination auf der rechten Seite die Rolle einer Kraft einnimmt, die auf die
Grosse F' wirkt.

Im obigen Beispiel zum Drehimpuls ergibt sich fiir das Kraftgesetz die allgemeine
Form des Drehimpulssatzes

d_ . . 0 . S
&e-(xxﬁ) = %H(R(wg)x, R(pé)p) L (8.153)

Hier beschreibt die rechte Seite das Drehmoment &-M bei Rotation um die Achse
e. Insbesondere ist also F' = €-(Z'xp) genau dann erhalten, wenn H unter den
Rotationen um die Achse € invariant ist.
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9 Hamilton-Jacobi-Gleichung

In diesem Kapitel besprechen wir eine abstrakte Methode, ein mechanisches
System durch eine geeignete kanonische Transformation so zu vereinfachen, dass
alle Losungen in den neuen Koordinaten eine triviale Form haben. Die
Transformation wird dabei durch eine Funktion erzeugt, die eine bestimmte
Differentialgleichung erfiillt, die Hamilton-Jacobi-Gleichung. Da die
Transformation die Dynamik per Konstruktion trivialisiert, ist sie fiir regulére
mechanische Systeme mit chaotischem Verhalten eine beliebig komplizierte
Funktion der Koordinaten. Insofern ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung letztlich auf
integrable Systeme zugeschnitten, in denen die resultierende Transformation eine
einigermassen zugingliche Form haben kann.

9.1 Erzeugung kanonischer Transformationen

In Abschnitt 8.5 haben wir kanonische Transformationen als Transformationen des
Phasenraums kennengelernt, die dessen symplektische Struktur erhalten. In
Abschnitt 8.7 haben wir gesehen, wie kanonische Fliisse durch eine skalare
Funktion erzeugt werden konnen. Im Folgenden werden wir zeigen, dass auch
diskrete kanonische Transformationen durch Funktionen dargestellt werden
konnen. Dies erdffnet die Moglichkeit, systematisch nach kanonischen
Transformationen zu suchen, die geeignet sind, ein mechanisches System zu
trivialisieren.

Erzeugung kanonischer Transformationen. Wir betrachten eine kanonische
Transformation zwischen den Phasenkoordinaten (q',...,¢™,p1,...,px) und

(qa"‘7qN;ﬁ1w"7pAﬁ

(a,p),
(¢,p

Wir wollen diese Transformation durch eine erzeugende Funktion beschreiben. Dies
ist erstaunlich einfach, wenn man die symplektische Form betrachtet. Wie wir
weiter oben in Abschnitt 8.5 gesehen haben, erhélt eine kanonische Transformation
ihre Struktur
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q=14q(q,p),
p=p(qDp), D

I
]
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(9.1)

N N
D dg* Adpa = dg* Adp.. (9.2)
a=1 a=1

Hierbei bilden sowohl (dgq, dp) als auch (dg,dp) eine Basis der Differentialformen
und die kanonische Transformation stellt eine Basistransformation dar, die die
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Form des Ausdrucks nicht dndert.!

Die beiden symplektischen Formen sind jeweils exakt, und wir kénnen die
Gleichung integrieren zu

N N
Y padg® =) padg® = dF, (9-3)
a=1 a=1

wobei F} eine Funktion von (g, p) oder dquivalent von (g, p) ist. Wir wollen

Fy = Fi(q,q) aber als eine Funktion von ¢ und von ¢ auffassen, denn g ist eine
Funktion von ¢ und p (oder umgekehrt ¢ eine Funktion von ¢ und p). Dann gilt
nach Definition des totalen Differentials

dF1 = 8F1 Z ﬁ d_a (94)

Da auch (dgq,dq) eine Basis der Differentialformen bildet, konnen wir durch
Koeffizientenvergleich die partiellen Ableitungen von F; bestimmen

ory or

8qa _pOH 8qa - pa-

(9.5)

Fiir eine vorgegebene Funktion F(q, q) legen diese Gleichungen p und p als
Funktionen von ¢ und ¢ fest. Es folgt dann durch Umkehrung der Argumentation,
dass die symplektische Form erhalten bleibt und somit die Transformation
kanonisch ist. Die Funktion Fi(q, q) kann also als erzeugende Funktion einer
kanonischen Transformation angesehen werden. Das Ungewdhnliche der
erzeugenden Funktion ist, dass sie die Transformation nicht explizit als Abbildung
(q,p) — (g, p) beschreibt, sondern implizit als (¢, q) — (p,p) anhand der jeweils der
Hélfte der Ursprungs- und der Zielkoordinaten.

Alternative Formen. FErzeugende Funktionen gibt es in verschiedenen
Ausfithrungen. Die gebriuchlichste Form ist wohl Fy(q, p), welche von den
Ursprungskoordinaten ¢ und Zielkoordinaten p abhéngt. Um diese Form
abzuleiten, integrieren wir die Invarianzbedingung (9.2) der symplektischen Form
auf andere Art als

N N
> pade®+> " dp, = dF. (9.6)
a=1 a=1

Der Vergleich mit der allgemeinen Form von dF; liefert wieder die partiellen

Ableitungen
0F;, 0F;

o~ " op,
Mit anderen Worten erzeugt Fy eine Transformation (g, p) — (p, ), welche implizit
auch als kanonische Transformation (gq,p) — (g, p) betrachtet werden kann.

= Ga- (9.7)

IDie Differentialformen sind sehr niitzlich, denn wir brauchen die benétigte
Basistransformation nicht explizit auszuschreiben.
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Im Allgemeinen sind die beiden erzeugenden Transformationen dquivalent. Durch
Vergleich der definierenden Relationen von F; und F5, finden wird

N N N
dFy =dFy+ ) ¢ dpa+ Y Padq® = dFi + > d(7"Pa), (9.8)
a=1 a=1 a=1

was nach Integration (bis auf eine Integrationskonstante) bedeutet

N
F,=Fi+Y 7P (9.9)
a=1

Mit anderen Worten stehen F5 und F} durch eine Legendre-Transformation
miteinander in Beziehung. Weitere dquivalente Formen F3 und F; hdngen von den
verbleibenden Paaren der Phasenkoordinaten ab. In der Regel lésst sich jede
kanonische Transformation mit allen Funktionen F; erzeugen, allerdings gibt es
bestimmte Transformationen, fiir die einige der erzeugenden Funktionen F;
singular sind. So lautet z.B. die Bedingung fiir die Auflésbarkeit von Fj

0%’ Fy )
det 0. 9.10
(3(1“ Opg 7 (9-10)

Beispiele. Gegeben sei eine beliebige invertierbare Transformation ¢*(q) der
Lagekoordinaten. Wir wollen diese nun so ergénzen, dass die Gesamttransformation
kanonisch ist. Dazu definieren wir die erzeugende Transformation

Fy(q.p) =Y 037 (q). (9.11)
B=1

Dann lauten die partiellen Ableitungen der Funktion F3

7" =q*(q), Pa = Zﬁﬁ e (9.12)
B=1

Nach Auflosen der ersten Gleichung, ¢® = ¢“(q), sind dies die in Abschnitt 8.5
besprochenen Transformationen der Lagekoordinaten. Die Auflésbarkeitsbedingung

(9.10) lautet
det(%) £ 0. (9.13)

In einem zweiten Beispiel ohne physikalische Motivation betrachten wir eine
Transformation, welche Orts- und Impulskoordinaten mischt. Im Fall N =1
betrachten wir die erzeugende Funktion Fy(q,p) = %quQ. Aus

q=qp, p=qp, (9.14)

ergibt sich dann die kanonische Transformation

q —
qz\/; p=qp. (9.15)
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Kanonische Fliisse. Die erzeugende Funktion F(q,p) eines kanonischen Flusses
¢, hangt mit der erzeugenden Funktion F (g, p) der kanonischen
Transformationen ¢, fiir gegebenes A zusammen. Als Definition der Erzeugenden
F; y gilt ndmlich

N N
dFon = padg®+> " dp, — Fd), (9.16)

a=1 a=1

wobei wir die Differentialformen vom Phasenraum um die Koordinate A\ erweitert
haben. Die Ableitung F' := —0F5 »/0\|,_, erzeugt erzeugt hierbei genau den
kanonischen Fluss ¢,. Um diese Aussage zu beweisen, betrachten wir die dussere
Differentiation der vorigen Beziehung

N N
0=d’Fon=—> d¢° Adpe+ Y _ dg* Adp, — dF AdA. (9.17)

a=1 a=1

Diese Beziehung erinnert an die Invarianz der symplektischen Formen, w = @. Da
wir hier im um d\ erweiterten Raum der Differentiale arbeiten, und da die
transformierten Koordinaten (¢, p) nun nicht nur von (¢, p) abhéngen, sondern
auch von A, miissen wir die kanonische Beziehung zwischen den symplektischen
Formen etwas anpassen. Sie lautet

97" _ Opa
dg® A dp, = {dq - — d)\} {dpa d/\} (9.18)
S a3 [o - 4 .

wobei die zusétzlichen Terme auf der rechten Seite die A-Abhéngigkeit explizit aus
der Relation entfernen. Setzen wir dies in die obige Relation ein, so erhalten wir

dF AdA = Z—d‘o‘/\d)\—i—Z—d)\/\dpa. (9.19)
Durch Koeffizientenvergleich mit der Definition des totalen Differentials von dF
or
dF AdX = Z [— dg* + —— dpa} AdA (9.20)

ergeben sich die in Abschnitt 8.7 hergeleiteten Differentialgleichungen, die den
kanonischen Fluss ¢, erzeugen,

oq” oF 0po OF

a9 __ 97 GO0 (9.21)

O\ OPa oN 0
Diese Argumentation kénnen wir ebenso umkehren, und dann folgt aus der
eindeutigen Losung der ersten Differentialgleichung, dass die erzeugende Funktion
F' eines kanonischen Flusses ¢, auch die erzeugende Funktion F3 y der kanonischen
Transformation ¢, mit festem Parameter \ festlegt.
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9.2 Zeitunabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir betrachten nun ein autonomes System, d.h. ein System bei dem die
Hamilton-Funktion nicht explizit von ¢t abhéngt, H = H(q, p). Wir wollen eine
zeitunabhéngige kanonische Transformation finden, so dass H gerade eine der
neuen Impulskoordinaten ist, z.B.

H = py. (9.22)

Wenn dies gelingt, so lauten die Bewegungsgleichungen in den neuen Koordinaten

) OH : OH
7042——:0, ﬂ:—_:(sa. 923
D 90 e (9.23)
Diese Gleichungen haben die triviale Losung
pa(t) - pa(O)J
g (t) = q*(0) + oyt. (9.24)

Die einzige dynamische Koordinate ist somit ¢" (t), welche bis auf eine konstante
Verschiebung der Zeit ¢ entspricht. Dementsprechend stellt der konjugierte Impuls
pn = E die Gesamtenergie E des autonomen Systems dar.

Wir betrachten nun die erzeugende Funktion S(q) := Fy(q,p) der gewiinschten
kanonischen Transformation. Die urspriinglichen Impulse sind dann gegeben durch
Pa = 05/0q". Setzen wir diese in die gewiinschte Relation H = py ein, so erhalten

wir die Gleichung
08 08
H(q¢,. . ..¢",— .. .., — | =d~. 9.25
(q ’ v q 7aq1 ) 7an) PN ( )

Diese Gleichung wird die zeitunabhdngige Hamilton-Jacobi-Gleichung genannt. Sie

ist eine (durch py parametrisierte) partielle Differentialgleichung erster Ordnung
fiir die Funktion S.

Die Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung ist also nicht eine Bahn, sondern die
erzeugende Funktion F» = S einer Koordinatentransformation, so dass die Losung
in den neuen Koordinaten trivial ist. Allerdings bestimmt die
Hamilton-Jacobi-Gleichung die Funktion S(¢) noch nicht eindeutig. Man kann
argumentieren, dass die allgemeine Losung eine Schar Fy(q, p) von Funktionen S(q)
ist, die neben py auch von N — 1 weiteren Parametern abhéngt. Letztere sind die

neuen Impulse po, o« = 1,..., N — 1,2 und die vollstindige Lésung ist die Funktion
F5(q,p) mit der Auflosbarkeitsbedingung
0*F, )
det — | #0. 9.26
(3qa 9ps (5:26)

Damit kénnen wir aus Fy schliesslich die Koordinaten ¢* = 0Fy/0p, bestimmen
und die kanonische Transformation (g, p) — (g, p) vervollstandigen.

2Die genaue Definition der Impulse p,, ist nicht durch die Hamilton-Jacobi-Gleichung
festgelegt, es muss lediglich jeder der Impulse p,, die Lésung S(g) unabhéngig voneinander
beeinflussen.
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Aus der vollsténdigen Losung Fy(q, p) der Hamilton-Jacobi-Gleichung ergibt sich
die Bewegung in den urspriinglichen Koordinaten wie folgt: Zu gegebenen Werten
der Erhaltungsgrossen pi, ..., px und gegebenen Anfangswerten ¢',...,q"
bestimmt jede der Gleichungen

oF;

5 — 78
-—(¢,0) =17 (9.27
Ips ( )
mit f =1,..., N — 1 eine Fliache im Konfigurationsraum. Ihr Schnitt ist die
eindimensionale Trajektorie. Das zeitliche Durchlaufen dieser Trajektorie ist

bestimmt durch OF
5o (0.0) = 7(0) +1. (9.28)
PN
Die 2N Konstanten ¢*(0) und p,(0) ergeben sich aus den Anfangsbedingungen.

9.3 Separable Probleme

Offensichtlich ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir die meisten mechanischen
Systeme in der Praxis nicht l6sbar. Es gibt aber einige Methoden, diese
Differentialgleichung zu vereinfachen, wenn sie eine bestimmte Form aufweist. Eine
der bekanntesten Methoden ist die Separation der Variablen, die wir im Folgenden
erkldren und erlautern wollen.

Separation der Variablen. Falls man die Hamilton-Jacobi-Gleichung (9.25)
durch eine geeignete Umformung aufspalten kann als

~ 08 oS oS
1 N-1 N

so heisst die Variable ¢V separierbar.® Der Separationsansatz
Slqt, ... ™) =5 ..., ") + Sn(dY) (9.30)

fithrt dann auf die beiden Gleichungen

. 08 0S 08
N-1 — N N
G<q17"'7q 78—6117---,W>:PN—1:GN(Q ’(’J?q_N)’ (9.31)

wobei py_; konstant ist, da die rechte bzw. linke Seite der Gleichung nicht von
q', ..., ¢V ! bzw. von ¢" abhingt. Durch Losen der zweiten Gleichung findet man
die Funktion Sy(¢"), welche von py_; und py abhingt.* Das System ist
vollstiindig separabel, falls man iterativ mit den resultierenden Gleichungen fiir S

3Etwas allgemeiner kann man ebenso die Hamilton-Jacobi-Gleichung in zwei Untermengen der
konjugierten Koordinatenpaare aufspalten.

4Man beachte, dass die urspriingliche Hamilton-Jacobi-Gleichung (9.25) von py abhiingt, und
somit auch G und Gy.
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in gleicher Weise verfahren kann. In diesem Fall ist das Resultat eine vollstandige
Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung (9.25)

Fy(g,p) = Y Salg®), (9.32)

wobei die Funktionen S, (¢®) zusétzlich von den Separationskonstanten
Da—1, - - -, P~ abhingen.

Die Separierbarkeit eines Problems bezieht sich immer auf besondere Koordinaten
q=(q',...,q"), deren Existenz eher die Ausnahme als die Regel ist. Dies soll nun
an zwei Beispielen demonstriert werden.

Das ebene Zentralkraftproblem. Wir betrachten das ebene
Zentralkraftproblem in Polarkoordinaten, siehe Abschnitt 2.1 und Abschnitt 8.2,
fiir das die Hamilton-Funktion gegeben ist durch

H—21n(r+ff>+w> (9.33)

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung ist nun

1 [(esyt, 1 (osy’
2m |\ Or r2 \ Op

(%) 2 =2mr*(E - V(r)) — (gf) (9.35)

Diese Gleichung ist separabel: Mit dem Separationsansatz S(r,¢) = S,.(r) + S,(¢)
miissen beide Seiten gleich einer Separationskonstanten L? = p; sein. Es folgt
daher, dass bis auf beliebige (irrelevante) additive Konstanten

+V(r)=E, (9.34)

wobei E = py, bzw.

Se(p) =Ly,  Si(r) = / dr’ \/ 2m(E — V(1)) — L2 Jri2. (9.36)
Die Bahn ¢(r) sowie die zeitliche Abhéngigkeit ¢(r) ergeben sich aus den

Gleichungen (9.27.9.28) fiir die transformierten Koordinaten ¢*
Ldr’

e[ |
3L r2 \/Qm ) 2 /r/2

= const,

mdr’

/ V2m(E = V() - L2/

wobei die Konstanten durch die Anfangsbedingungen bestimmt sind. Dies stimmt
mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2.1 iiberein.

= const + t, (9.37)
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Das ebene Zweizentren-Problem. FEin Massenpunkt der Masse m bewegt
sich in der z,y-Ebene unter dem Einfluss von zwei festen Gravitationszentren bei
Zl = (—|—d, 0) und ZQ = (—d, 0)

Yy
(z,y)
/’A\
T2, -7 \1 (9.38)
g \
7y | Z; *

Die Hamilton-Funktion fiir dieses System lautet
1
H=T+V=—pP-2_ £ (9.39)
2m 71 T9

Dieses Problem wurde erstmals mit Hilfe der Hamilton-Jacobi-Gleichung gelost.
Die Separation gelingt in elliptischen Koordinaten

§:=3(r1+72), n = 5(r1—ra). (9.40)

Nach der Dreiecks-Ungleichung ist der erlaubte Koordinatenbereich £ > d und

—d < n < +d. Die Koordinatenlinien sind konfokale Ellipsen ({ = const) und
Hyperbeln (17 = const) mit den Brennpunkten Z; und Z,. Fiir das Potential erhélt
man sofort

v _S8_m=__ = 7 (9.41)
mit
a:= g + po, b:= 1 — po. (9.42)

Damit die durch (z,y) — (&, 7n) definierte Koordinatentransformation kanonisch
ist, erhdlt man fiir die Impulse (siehe Abschnitt 8.5)

S on
D= %.pg + %,Pn- (9.43)

Zur Berechnung der kinetischen Energie sind die folgenden Beziehungen niitzlich
&n=—dr, E+=2+y+d &€ —n’=r, (9.44)

wobei (x,y) die urspriinglichen kartesischen Koordinaten sind. Unter Benutzung

von 2 2 2 2 2
On\"_ (02" _y O O oty —d (9.45)
or ox or o0x riT9
folgen
9N 1 (o) L 0\t 10n o &-d
or) 4\ ox 4 \ O 2 0 0f &2-—n?’
O\ _L (0T L (0T Lon o &
or 4 \ O 4\ o 2 0f 0r &2 —n2’
0§ on 1 (0r 21 (o 2_
o of 1(0—) _Z(af) =0 (9-46)



Die letzte Gleichung besagt, dass sich die Koordinatenlinien von ¢ und 7
rechtwinklig schneiden.

Damit wird also die Hamilton-Funktion

52—d2 pg d2—772 p% af—bn

H = = — — : 4
(57 777p§7p71) 52 — 772 m 52 _ 772 m 52 — 7]2 (9 7)
Die Hamilton-Jacobi-Gleichung mit p, = F
oS 0S5
H —,— | = 9.48
(6’777 af ) an) ( )
lésst sich wie im ersten Beispiel mit dem Ansatz S(&,n) = Se(§) + S, (n) separieren
Lo oy 2 Lo 9 iane 2
— (& — —af —FE&E =——(d° — —bn — En”. 4
(€ P)(SYP ok — BE = — (= P)(S)P by~ B (9.49)
Beide Seiten miissen gleich einer Separationskonstante p; = —d?G sein, und man

erhélt wieder eine (durch explizite Integrale gegebene) zweiparametrige Schar von
Losungen Fy(€,n, G, E) der Hamilton-Jacobi-Gleichung. Durch Ableitung nach G
und £ gewinnt man die Bahnkurven und deren Zeitabhéngigkeit. Durch
Umschreiben der Erhaltungsgrosse G auf elliptische und kartesische Koordinaten
findet man explizit

_ PP @ pE P &y bE—an
o Imd? 52 _ 772 2md? 52 _ 772 2 52 _ 772
_ (@ —ypa)? P2 @ (Ml m)

G

2md? 2m d

(A1 T2

(9.50)

Dass F(Z,p) erhalten ist, ldsst sich zwar auch anhand der Hamilton-Funktion
(9.39) verifizieren, wohl aber kaum erraten. Die Existenz einer zweiten
Erhaltungsgrosse zeigt auch, dass dieses System integrabel ist.

9.4 Zeitabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung

Zum Abschluss wollen wir noch die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir zeitabhingige
Systeme betrachten. Hier muss die kanonische Transformation auch von der Zeit ¢
abhingen.

Erzeugung zeitabhingiger kanonischer Transformationen. Wir benotigen
also nun die erzeugende Funktion einer zeitabhéngigen kanonischen Transformation

q=14q(q,p,t), q=4q(g,p,t),
p=p(G.p.t), Dp=0plgpt). (9.51)

Eine solche transformiert auch die Hamilton-Funktion H (g, p,t) in nichttrivialer
Weise zu einer neuen Funktion H(q,p,t). Um diese Transformation herzuleiten,
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bietet sich das Hamiltonsche Prinzip im Phasenraum an. Die
Bewegungsgleichungen der beiden Systeme stimmen iiberein, falls die folgenden
beiden Variationsprobleme dquivalent sind

t1 N
5/ dt (Zpaq‘a —H) =0,
to a=1
t1 N
5/ dt <Zﬁoﬁo‘ - H) —0. (9.52)
to a=1

Hinreichend dafiir ist, dass sich die beiden Integranden um die totale Ableitung
einer Funktion Fi(q, q,t) unterscheiden, weil dann die Wirkungsfunktionale gleich
sind. Da wir in der Variationsrechnung die Endpunkte d¢® bzw. 6g* festhalten,
modifiziert F} nicht die Euler-Lagrange-Gleichungen. Dies bedeutet, dass gelten
muss

N N
D padg® — Hdt =) poadq® — Hdt+dF,. (9.53)
a=1 a=1
Dann gilt durch Vergleich der Koeffizienten der Differentiale
85} _ _ 8PH —
o — ~ y ,t, o — T ~—_ 5 ,t, 5154
p aqa<QQ) p aqa(QQ) (9.54)
und fiir die transformierte Hamilton-Funktion ergibt sich
— oF _
H(g,p,t) = H(g,p,t) + a—tl (4,0.1). (9.55)

Eine durch eine Funktion Fj auf diese Weise erzeugte Transformation ist
kanonisch, denn dF} erfiillt per Konstruktion die Relation (9.53). Durch dussere
Differentiation und dussere Multiplikation mit d¢ erhélt man die Relation

N N
> dg* Adpa Adt =) dg* Adp, Adt. (9.56)
a=1 a=1

Dies besagt, dass die Transformation zu jeder Zeit ¢ kanonisch ist. Der explizite

Faktor dt sorgt hier dafiir, dass weitere Faktoren d¢ unterdriickt werden, und somit

die symplektischen Formen zu einer festen Zeit ¢ identisch sind.

Wie zuvor kénnen wir mittels Legendre-Transformation die erzeugende Funktion
in eine andere Form bringen

N
Fy(q.p.t) = Fi(q. 3. t) + Y _ Pal™ (9.57)
a=1
In dieser Form sind die fehlenden Koordinaten als partielle Ableitungen von Fj

gegeben

855 aﬁé

- - 7] t 7% = D 958
o (¢,p:t),  q 5. (¢,p,1), (9.58)

und die transformierte Hamilton-Funktion ist um die Zeitableitung von Fj

verschoben

Pa

_ OF:
H(q.p.1) = H(g.p.t) + 7 (0.5.1). (9.59)
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Zeitabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung. Schliesslich betrachten wir ein
(nichtautonomes) System dessen Hamilton-Funktion nun auch von der Zeit
abhiingt, H = H(q',...,¢",p1,...,pn,t). Wir suchen nun eine zeitabhdingige
kanonische Transformation, so dass in den neuen Koordinaten die
Hamilton-Funktion Null ist®

H(qlﬂ"'7qN7ﬁ17"'va7t):O- (960)

Dann ist die Bahn in den neuen Koordinaten ¢',...,¢",p: ..., py konstant: Die
Bewegung soll auf die Ruhe transformiert werden! Nach der Transformation der
Hamilton-Funktion (9.59) ist die entsprechende erzeugende Funktion S(g, p,t) eine
Losung der zeitabhdingigen Hamilton-Jacobi-Gleichung

oS oS
1+ H|g — =0. .61
ot (q, Jq ’t) 0 (6.61)

Die Bewegung in den urspriinglichen Koordinaten ergibt sich aus den N

Gleichungen

0F,

(g 9.1t =" 9.62
. (¢,p,t) = 7", (9.62)

wobei die 2N Konstanten (g, p) = (¢*,...,¢",p1,. .., py) durch die
Anfangsbedingungen bestimmt sind. Die Impulskoordinaten ergeben sich auch

oF,
B (¢,P,t) = Pa- (9.63)

Autonome Systeme. Falls das System autonom ist, so ist die zeitabhéngige
Hamilton-Jacobi-Gleichung (9.61) dquivalent zur zeitunabhéngigen (9.25). In
diesem Fall kénnen wir den Separationsansatz fiir die Zeit ¢ machen

S(a,1) = S(q) + Si(t), (9.64)
und erhalten )
oS
H )l =—-9"=p 9.65
<Q7 aq ) t PN, ( )
wobei py die Separationskonstante ist, also Sy(t) = —pyt. Mit der vollstandigen
Losung Fy(q, p,t) gilt dann
OF, 0F, 4
— = — — 0t 9.66
s Ops (9.66)

was gerade den Gleichungen (9.27,9.28) im zeitunabhéngigen Fall entspricht.

5Die benétigte Transformation ist durch den Hamiltonschen Fluss ¢, gegeben, den wir in
Abschnitt 8.6 eingefiihrt haben.

9.11



Teil IV

Anhang



Index

Ableitung

partiell, 5.10, 8.10

total, 6.9
Abstand

Euklidisch, 1.12

Raum, 1.12

Zeit, 1.11
Additionsgesetz

Geschwindigkeit, 5.14
Algebra

Poisson, 8.8
Anderswo, 5.9
Anregung

harmonisch, 3.12

Stoss, 3.11
Azimut, 2.2

Bahn, 1.1

Ebene, 2.2

gebunden, 2.4, 2.5

Kurve, 1.9

Streuung, 2.4, 2.6

Umkehrpunkt, 2.4
Beschleunigung, 1.4
Bewegungsgleichung, 1.5, 6.15

kanonisch, 8.4, 8.7, 8.15

linear, 3.1
Bezugssystem

beschleunigt, 1.13, 1.20

inertial, 1.7

korperfest, 4.1
Blauverschiebung, 5.24
Boost

Galilei, 1.10, 5.14, 7.8

Lorentz, 5.5, 5.13

Chaos, 6.23, 8.20

Derivation, 8.9

Diagramm
Minkowski, 5.16

Differential

12

Koordinaten, 5.10, 6.6, 8.11

total, 6.6, 8.13
Differentialform, 8.11

exakt, 8.13

geschlossen, 8.13
Differentialgleichung, 1.5

autonom, 3.6

homogen, 3.2

linear, 3.1, 3.5
Differentialoperator, 5.10, 8.10
Differentiation

dussere, 8.13
Drehimpuls

gesamt, 1.17,1.19, 7.3, 7.7

Integral, 1.19

Satz, 1.17, 4.2
Drehmoment

resultierend, 1.17

scheinbar, 4.2

Effekt
Doppler, 5.24
Ellipse, 2.9
Energie
gesamt, 1.19, 7.10
Integral, 1.19
kinetisch, 1.17, 4.3
Satz, 1.17
Ereignis, 1.9
Raum, 1.9
Erhaltungsgrosse, 1.16, 1.19, 2.13, 7.2,
8.25

Fall
frei, 1.21
Feld
elektromagnetisch, 1.6, 6.16, 8.13
Finsternis
Sonne, 2.20
Fluss, 7.3
Hamilton, 8.19



kanonisch, 8.23, 9.4

erzeugende Funktion, 8.24, 9.4

Vektorfeld, 7.4

Form

symplektisch, 8.15, 8.16

Formel
Duhamel, 3.4
Freiheitsgrad, 1.1, 6.20
Funktion
elliptisch, 4.5, 4.12
Hamilton, 8.3
Lagrange, 6.14
dquivalent, 6.17
Funktional, 6.6

Gegenwart, 5.9
Geodaéte, 6.10, 6.26
Gleichung, 6.27
Raumzeit, 6.24
Geometrie
symplektisch, 8.9
Geschwindigkeit, 1.4
Vierer-, 5.17
Gesetz
Bewegung, 1.5
Brechung, 6.2
Kepler 1, 2.10
Kepler 2, 2.2
Kepler 3, 2.11
Lichtausbreitung, 5.1
Newton 1, 1.7
Newton 2, 1.5
Newton 3, 1.6
Snellius, 6.2
Tréagheit, 1.7
Gleichgewichtslage, 2.16
Gleichung
Euler, 4.4

Euler-Lagrange, 6.8, 6.15

Hamilton, 8.4, 8.15
Hamilton-Jacobi
zeitabhingig, 9.11
zeitunabhéngig, 9.5
Kepler, 2.12
Gleichzeitigkeit, 5.9, 5.21
Gruppe
Galilei, 1.10

Lorentz, 5.4
eigentlich, 5.12
orthochron, 5.12

orthogonal, 1.10, 4.9

Poincaré, 5.5

symplektisch, 8.17

Hyperbel, 2.9

Identitét
Jacobi, 8.8
Impuls, 1.4
gesamt, 1.16, 1.19, 7.2
Integral, 1.19
konjugiert, 7.2, 8.2
Satz, 1.16
Vierer-, 5.17
Inertialsystem, 1.7, 5.3
Transformation, 1.10
Integral
Bewegungs-, 1.19
elliptisch, 4.5, 4.12

Kausalitat, 5.8
Kegelschnitt, 2.9

Exzentrizitét, 2.9
Klammer

Poisson, 8.7, 8.16

kanonisch, 8.7

Kohomologie

De Rham, 8.13
Konfigurationsraum, 1.1
Konstruktion

Poinsot, 4.5
Koordinate

zyklisch, 7.1
Koordinatensystem

kartesisch, 1.2

polar, 2.2

sphérisch, 1.2
Kotangentialraum, 8.10
Kraft, 1.5

Coriolis, 1.21

elektrostatisch, 1.6

Euler, 1.21

Fithrung, 1.21

Gravitation, 1.6

13



konservativ, 1.15
Lorentz, 1.6, 6.16
physikalisch, 1.8
resultierend, 1.16
scheinbar, 1.8, 1.20
Vierer-, 5.18
zentrifugal, 1.21
zentripetal, 1.21
Zweiteilchen, 1.6
Kraftgesetz, 1.5
verallgemeinert, 8.2, 8.27
Kreisel, 4.1
frei, 4.3
schlafend, 4.18
schnell, 4.14
schwer, 4.10
symmetrisch, 4.7, 4.10

Leistung
resultierend, 1.17
Lemma
Poincaré, 8.14
Lichtgeschwindigkeit, 5.1
Konstanz, 5.3
Lichtkegel, 5.3, 5.8
Transformation, 5.27
Langenkontraktion, 5.25

Masse
Defekt, 5.20
gesamt, 1.16
reduziert, 2.1
schwere, 1.6, 1.21
trage, 1.4
Matrix
orthogonal, 1.10
symplektisch, 8.17
Medium
Welle, 5.2
Metrik
Minkowski, 5.6
Riemann, 6.26
Monat
anomalisch, 2.23
drakonitisch, 2.21
synodisch, 2.21
Mond, 2.20

Multiplikator
Lagrange, 6.11

Nutation, 4.11

Observable, 8.7

Oszillator
Déampfungsfall, 3.8
gedampft, 3.7
kritische Dampfung, 3.8
Schwingfall, 3.8

Parabel, 2.9
Paradoxon
Zwilling, 5.22
Perihel, 2.9
Phasenportrait, 2.4
Phasenraum, 2.4, 8.2
Funktion, 8.7
Geometrie, 8.9
Koordinaten, 8.15
Volumen, 8.20
Postulate
FEinstein, 5.2
Potential, 1.15
effektiv, 2.3

elektromagnetisch, 6.16, 8.13

Vierer-, 6.24
Zweiteilchen, 1.15
Prinzip
Actio und Reactio, 1.6
Determiniertheit, 1.5
Fermat, 6.1
Hamilton, 6.15, 8.6
Maupertuis, 6.27
Relativitét, 1.13
Galilei, 1.13, 5.1
speziell, 5.2
stationdre Wirkung, 6.15
Problem
Extremal-, 6.6
Kepler, 2.8
Produkt
ausseres, 8.12
Propagator, 3.2
Prézession, 4.8, 4.13
langsam, 4.17

14



schnell, 4.17 Spektralzerlegung, 3.9

Punkt Spiegelung, 1.10
Lagrange, 2.17 Raum, 1.10, 5.12
Punktteilchen, 1.1 Zeit, 1.10, 5.12
Stabilitat, 2.17, 3.10
Rapiditéit, 5.13 StOSS, 3.11
Raum Antwort, 3.11

Euklidisch, 1.11

Stossparameter, 2.6
Minkowski, 5.6

Streuung, 2.7

Raumgzeit, 5.5 Bahn, 2.6
Diagramm, 5.16 Querschnitt
Signatur, 5.7 differentiell, 2.7

Resonanz, 3.13 total, 2.7
Déampfung, 3.13 Rutherford, 2.13
Eigenfrequenz, 3.13 Winkel, 2.7
parametrisch, 3.14 Struktur
Phase, 3.13 kausal, 5.8
Suszeptibilitat, 3.13 symplektisch, 8.15

Rotation, 1.10, 4.9, 7.6
Rotverschiebung, 5.24
Ruheenergie, 5.18, 5.20
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Separation Theorem
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Skalarprodukt Transformation
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erzeugende Funktion, 9.2
Konfigurationsraum, 1.7, 8.17, 9.3
Legendre, 8.2
Lorentz, 5.4
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passiv, 7.4
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Gesetz, 1.7
Trégheitsmoment, 4.3
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Tensor, 4.2

Variable, 1.1
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Variation, 6.7
Symmetrie, 7.5
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kontravariant, 5.10, 8.10, 8.18
kovariant, 5.9, 8.11, 8.18
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raumartig, 5.8
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Vierer-, 5.5
zeitartig, 5.8
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Vektorfeld, 8.9
dual, 8.10
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Euler, 4.9
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6.5

Einfiihrung

Newtonsche Mechanik

Grundlagen der Dynamik

... § Transformationen zwischen Inertialsystemen.
Das Galileische Relativitatsprinzip
Erhaltungssétze

Beschleunigte Bezugssysteme
Zweikorper-Probleme

... § Gebundene Bahnen.

Das Kepler-Problem

... § Hyperbelbahnen.

... § Lagrange-Punkte.

Bewegung des Mondes

... § Periodische Bahnen.
Schwingungsprobleme
Eigenschwingungen

... § Eigenschwingungen.

... § Harmonische Anregung.

... § Beispiel.

... § Tréagheitstensor.

... § Konstruktion von Poinsot.
Euler-Winkel

... § Integration der Bewegungsgleichungen.
... § Der schnelle Kreisel.

Spezielle Relativitédtstheorie
Lorentz- und Poincaré-Gruppe

... § Kausale Struktur.
Eigenschaften der Lorentz-Transformationen
Relativistische Mechanik
Relativistische Effekte

... § Doppler-Effekt.
Lagrange-Formalismus

... § Brachistochronenproblem.

... § Euler-Lagrange-Gleichungen.
Lagrange-Multiplikatoren

... § Elektrisch geladenes Teilchen.
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... § Spezielle Galilei-Transformation.
Rekonstruktion der Symmetrie
Hamilton-Formalismus

... § Beispiele.

Poisson-Klammern

Geometrie des Phasenraums

... § Aussere Differentiation.

... § Kanonische Transformationen.

... § Der Wiederkehrsatz von Poincaré.
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Hamilton-Jacobi-Gleichung
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