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1.1. Kreuzprodukt

In dieser Aufgabe betrachten wir einige niitzliche Identitdten zum Kreuzprodukt zweier
dreidimensionaler Vektoren

a x bz — cy
bl x|y =|cx—az (1.1)
z ay — bx

und zum eng verwandten total antisymmetrischen Tensor % mit i, j,k € {1,2,3}, der
iiber folgende Eigenschaften definiert ist

gitk — _giik _ _gikj. £123. 4 (1.2)

Hinweis: Die Teilaufgaben konnen in jeder gewiinschten Reihenfolge bearbeitet werden.

-,

a) Zeige die Identitit (@xb)xé = (a@-&)b — (b-0)a.

- — —

b) Zeige die Identitiaten (axb)-¢ = (bx¢c)-a = (¢xa)-b.
c) Zeige die Identitét (@xb)-(@xd) = (@-)(b-d) — (a-d)(b-).
d) Zeige, dass das Kreuzprodukt sich unter Rotationen R € SO(3) wie ein Vektor verhélt,
(R@)x (Rb) = R(@xb). (1.3)
Wie lautet die Verallgemeinerung der Identitét fiur R € O(3)7
e) Wie hiingt % mit /% ¢*J und %% zusammen?

f) Bestimme alle nichttrivialen Komponenten des total antisymmetrischen Tensors £¥*.

g) Zeige, dass das Kreuzprodukt mit dem total antisymmetrischen Tensor €% verwandt
ist iiber die Beziehung

@b = 3 ey (1.4)

i,0=1

h) Zeige die Identitit Yo _ elmekim = gikgit — gilgik,
i) Zeige die Identitét wak:l ik qibi k= (@xb)-C.
j) Zeige die Identitat 3>, ™ MUM™IM* = £k det M fiir eine 3 x 3 Matrix M.

k) Bestimme eine 3 x 3 Matrix {2 zu dem Vektor &, so dass dxd = (24 fiir alle Vektoren
a. Welche Eigenschaft hat die Matrix (27
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1.2. Atwood-Maschine

Die Atwood-Maschine besteht aus zwei unterschiedlichen Massen m; und ms, welche mit
einem Seil der Lange [ verbunden und iiber eine Rolle aufgehéngt sind.

2 (1.5)
mq
&

a) Welche beiden Kréfte wirken jede der Massen? Welche Krifte wirken an der Rolle?

T

b) Schreibe die Bewegungsgleichung fiir die Position(en) der Massen auf.

¢) Kannst du diese Gleichung benutzen, um die Gravitationskonstante g zu bestimmen?
Wie kannst du die Messung besonders genau machen?

1.3. Freies Teilchen in Kugelkoordinaten

Bestimme die Bewegungsgleichungen eines freien Teilchens in Kugelkoordinaten
T = (rsind cos ¢, rsin J sin p, r cos ). (1.6)

Fiir den Fall, dass zusétzlich eine physikalische Kraft F auf das Teilchen mit Masse m
wirkt, zeige, dass die radiale Komponente der Beschleunigung gegeben ist durch

i =9 +r¢?sin® 9 + F,/m. (1.7)

1.4. Abheben von einer Kugel

Ein Massenpunkt befindet sich exakt auf dem Nordpol einer Kugel in einem homogenen
vertikalen Schwerefeld mit Beschleunigung g. Der Massenpunkt ist also in einem instabilen
Gleichgewicht, aus welchem er durch einen vernachlassigbar kleinen Stoss geworfen wird.
Er gleitet daraufhin reibungsfrei die Kugeloberfliche hinunter. Unter welchem Winkel v
hebt der Massenpunkt von der Kugeloberfldche ab?

N
(1.8)

Hinweis: Die Geschwindigkeit des Massenpunkts als Funktion des Winkels kann man
mittels der Erhaltung der Gesamtenergie bestimmen. Alternativ kann man die Bewe-
gungsgleichung fiir J(¢) mit ¥ multiplizieren und iiber die Zeit integrieren.

1.2
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2.1. Galilei-Gruppe

Zeige, dass die Galilei-Transformationen

=,

(t,7) — (t',7") = (\t + a, RT + 0t + b), (2.1)

wobei R € O(3), v, beR? a€Rund A\ = +1 seien, eine Gruppe bilden.

2.2. Galilei-Invarianz

Wir betrachten ein mechanisches System von n Massepunkten im R?, das durch das
folgende, Galilei-invariante Kraftgesetz beschrieben wird:

0 - "
mig T = — a—a_:,k V(.Tl, ce ,Jin>. (22)

a) Betrachte den Fall zweier Massepunkte (n = 2), die zunéchst in Ruhe seien. Zei-
ge, dass die Bewegung der beiden Punkte in der Geraden verlduft, die die beiden
Anfangspunkte verbindet.

b) Formuliere und beweise ein analoges Ergebnis fiir den Fall von drei Massepunkten
(n = 3), die zunéchst in Ruhe seien.

c) Zeige, dass es fiir zwei Massepunkte, die sich anfangs nicht notwendigerweise in Ruhe
befinden, ein Inertialsystem gibt, in dem die Bewegung in einer Ebene verlauft.

2.3. Erhaltungsgrossen im Zentralpotential

Wir betrachten ein Teilchen in einem Zentralpotential, d.h. das Potential V' héngt nur

vom Abstand r = ||Z]| zum Ursprung ab. Die Bewegungsgleichung lautet damit
- 0 Z dV (r)
= — V(@) =227 2.3
max PE (Z) T (2.3)

a) Uberzeuge dich zuniichst davon, dass der Drehimpuls L = Zx p in diesem Fall eine
Erhaltungsgrosse ist.

b) Wir verlangen nun, dass auch der Laplace-Runge-Lenz-Vektor A= #xL + Vir)z
eine Erhaltungsgrosse sei. Welche zusétzliche Einschrinkung an die r-Abhéngigkeit
des Potentials muss dann gestellt werden?

Hinweis: Zur Betrachtung der Differentialgleichung eignet sich die Methode der Se-
paration der Variablen. Alternativ ldsst sich ein Ansatz der Form V(r) ~ e r®
verwenden.
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2.4. Abrutschendes Seil

Wir betrachten ein Seil der Masse m und Lénge [, das {iber die Kante eines Tisches hiangt.
Dabei wirke die Gravitation in Richtung x und wir vernachléssigen die Reibung zwischen
Seil und Unterlage.

(
| 1 (2.4)

a) Bestimme und lése die Bewegungsgleichung fiir das Ende des Seils unter der folgenden
Anfangsbedingung: Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei das Seil in Ruhe und es hénge bereits
das Stiick zg herab.

b) Welche Geschwindigkeit hat das Seil, wenn es den Unterlage gerade verldsst?

2.2
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3.1. Das Foucaultsche Pendel

Wir betrachten ein Pendel mit Fadenldnge [ an einem Punkt P auf der Erde mit Breiten-
grad %7? — 9 wie in der Abbildung. Wir verwenden ein mitrotiertes Koordinatensystem
mit Koordinaten y!, y2, > und Ursprung am Punkt P, in dem auch die Ruheposition des
Pendels liegt. Die Erde rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit w um die Achse 3.

(3.1)

a) Zeige, dass die Bewegungsgleichungen fiir kleine Auslenkungen ¢ = (y!,%?) des Mas-
sepunktes am Ende des Pendels zu fithrender Ordnung in w < /¢g/l wie folgt ge-
schrieben werden koénnen:

j=-

~|Q

¥+ 2w cos <_01 é) 7. (3.2)

b) Bestimme die Periode 7" des Pendels, wobei T'/2 als die Zeit zwischen zwei Null-
durchgéngen von g definiert sei. Bestimme weiterhin die Prézessionsperiode 7, d.h.
die Zeit die erforderlich ist, bis sich die Schwingungsebene des Pendels vollstindig
gedreht hat.

Hinweis: Zur Losung der Differentialgleichung bietet es sich an, die komplexe Funktion
z(t) = y'(t) + 1y*(t) zu betrachten.

3.2. Raketentechnik

Raketen werden durch den Impuls der ausgestossenen Gase angetrieben, die mit einer Ge-
schwindigkeit v, aus der Rakete austreten. Da diese Gase Reaktionsprodukte des Treib-
stoffes sind, ist die Masse der Rakete nicht konstant, sondern nimmt im selben Mass ab,
wie der Treibstoff verbraucht wird.

a) Wir betrachten nun eine Rakete, die in einem homogenen Gravitationsfeld (bei ver-
nachléssigtem Luftwiderstand) senkrecht nach oben geschossen wird. Stelle eine Glei-
chung fiir die Beschleunigung a(t) = v0(t) auf, um die Bewegung der Rakete zu be-
schreiben.

b) Die Nutzlast der Rakete hat die Masse my und die Rakete fithrt zu Beginn Treibstoff
der zusétzlichen Masse m mit. Dieser soll gleichméssig verbrannt werden und nach
einer Zeit 7 aufgebraucht sein. Finde die Geschwindigkeit v(t) fiir die Beschleunigung-
phase 0 <t < 7.

c) Formuliere eine Bedingung dafiir, dass die Rakete abhebt. Auf welcher Hohe ist der
Treibstoft aufgebraucht? Welche Hohe erreicht die Rakete insgesamt?
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3.3. Rotierende Scheibe mit Ball

Wir betrachten eine Scheibe vom Radius R, die mit einer konstanten Winkelgeschwin-
digkeit w in einem Inertialsystem K rotiert. Zur Zeit ¢ = 0 schiessen wir einen Ball der
Masse m aus dem Mittelpunkt der Scheibe durch ein Rohr nach aussen. Dabei nehmen wir
an, dass die Reibung zwischen Rohr und Ball gerade so ist, dass die Geschwindigkeit des
Balls im mitrotierten System K’ konstant ist. Dies erfordert einen sehr speziellen Aufbau.
Wir wollen hierbei herausfinden, welche Kréfte dafiir wirken miissen. Wir ignorieren die

Gravitationskrafte.
vy M
|
I
I
I
I

(3.3)

a) Gebe die realen und Scheinkréfte an, die auf den Ball im System K’ wirken und l6se
die Bewegungsgleichungen. Welche Kréfte wirken in K7

b) Leite die Trajektorie des Balls im System K her.

3.4. Gezeitenkriifte und Aquivalenzprinzip

Wir betrachten ein Teilchen mit trdger Masse m und schwerer Masse mg, das sich im
Gravitationsfeld eines Planeten mit schwerer Masse Mg bewegt. Wir nehmen an, dass
Mg > mg, sodass wir ndherungsweise die Bewegung des Teilchens im stationédren Potential
des Planeten betrachten. Zur Zeit ¢ = 0 befindet sich das Teilchen in einem Abstand d
vom Mittelpunkt des Planeten. Wir betrachten zunéchst das System K, das durch eine
konstante Verschiebung mit dem stationiren System des Planeten verbunden ist. Diese
ist so gewahlt, dass sich das Teilchen zur Zeit ¢ = 0 bei x = 0 befindet.

[o(—>x (3.4)
d mg, m

a) Schreibe das zweite Newtonsche Gesetz fiir das Teilchen in K. Entwickle die Gravi-
tationskraft um z = 0, um folgende Gleichung zu erhalten:

.. mg 1 2x
rt=——GMs| - ——+...). 3.5

m S (d2 B ) (8:5)
Wann ist es eine gute Naherung, nur die ersten beiden Terme zu behalten? Wie sind
diese zu interpretieren? Wie hiingt das Problem von den physikalischen Eigenschaften
des Teilches ab, wenn das schwache Aquivalenzprinzip mg = m gilt?

b) Im Folgenden behalten wir nur die ersten zwei Terme und nehmen an, dass mg = m
gilt. Zeige, dass der erste Term in in einem geeigneten, in K gleichméssig be-
schleunigten System K’ verschwindet. Interpretiere erneut die Terme, die im zweiten
Newtonschen Gesetz erscheinen. Wann l&sst sich der hier entstandene zeitabhéngige
Term vernachléssigen?

c¢) Vernachliissige nun den zeitabhéingigen Teil der in gefunden Losung. Wir
betrachten nun zwei zusétzliche, frei fallende Teilchen in K, deren Anfangspositionen
x(0) = £ seien und die sich zur Zeit t = 0 in Ruhe befinden. Berechne den Abstand
der beiden Teilchen als Funktion der Zeit.

3.2
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4.1. Hohmann-Transfer

Wir betrachten den nach Walter Hohmann benannten Hohmann-Transfer eines Satelliten
der Masse ms zwischen zwei kreisformigen Bahnen mit Radien r; und r, um einen Him-
melskorper der Masse m;. Um aus der ersten Bahn in die zweite zu gelangen, benutzen
wir den Raketenantrieb fiir zwei Kraftstosse an den Punkten A und B (siche Abbildung).
Ein Kraftstoss bedeutet hier eine instantane Verdnderung des Impulses. Zwischen den
Punkten A und B folgen wir einer elliptischen Bahn mit grosser Halbachse a.

(4.1)

Hinweis: Verwende das Schwerpunktsystem fiir diese Aufgabe.

a) Was sind die Anfangs- und Endgeschwindigkeiten des Satelliten? Was sind die Ge-
schwindigkeiten bei den Punkten A und B in der elliptischen Bahn und wie muss
der Satellit seine Geschwindigkeit éndern, um den Ubergang zwischen den Bahnen zu
erreichen?

b) Wie viel Zeit braucht es fiir diesen Transfer?

c) Verwende den Hohmann-Transfer, um die Reise von der Erde zum Mars ndherungs-
weise zu beschreiben. Berechne die bendtigte Zeit, und vergleiche dein Ergebnis mit
den NASA-Missionen Viking 1 (1976) und Curiosity (2012). Stimmen die Ergebnisse
iiberein? Wieso (nicht)?

4.1



4.2. Zerfall eines Doppelsterns

Zwei Sterne der Massen m; und my bewegen sich auf kreisférmigen Umlaufbahnen um
ihren gemeinsamen Schwerpunkt. Der zweite Stern explodiert auf sphérisch symmetrische
Weise und lésst dabei die Masse m/, zuriick. Die ausgestossene Masse Amy = my — mj
verlasst den Doppelstern unverziiglich und ohne auf den ersten Stern zu stossen.

a) Was ist die Gesamtenergie £ = Ty, + V des Doppelsterns vor der Explosion? Zeige,
dass V = —2T14,.

b) Schreibe die kinetische Energie Tii, vor der Explosion im Schwerpunktsystem als
Funktion der Differenz der Geschwindigkeiten 7} — .

c) Unter welcher allgemeinen Bedingung ist ein solches System gebunden? Zeige, dass
dieses System nach der Explosion gebunden bleibt, falls

Am2 < %(ml + mg). (42)
Gebe ein Beispiel von Massen my, msq, und Ams, sodass der Doppelstern nach der

Explosion nicht mehr gebunden ist.

4.3. Streuquerschnitt fiir abstossende Zentralkraft

Betrachte die Streuung eines Teilchens der Energie £ > 0 in einem abstossenden Zentral-
kraftfeld c

F(7) = Wf, (4.3)

wobel C eine Konstante ist.

(4.4)

a) Berechne den Streuwinkel y = 7 — 26 als Funktion des Stossparameters b.
Hinweis: Verwende eine Substitution, um das Integral in die folgenden Form zu brin-

gen:
> du T

= . 4.5

/0 coshu 2 (45)

Du kannst auch versuchen, dieses Integral selbst auszurechnen. Lasst sich die Berech-
nung des Integrals ganz umgehen?

b) Leite daraus den differentiellen Streuquerschnitt her:

2 2 _
d“o T C ™—X . (4.6)
d22  2E x2%(2m — x)%siny

Hinweis: z(2 —z) =1 — (1 — )%

4.2
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5.1. Stabilitdt von kreisférmigen Umlaufbahnen

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m, das durch eine Zentralkraft mit Potential V' (r)
auf einer kreisformigen Umlaufbahn gehalten wird. Wir betrachten kleine Abweichungen
von der kreisformigen Umlaufbahn, die auf Schwingungen um den Gleichgewichtsabstand
fithren. Dabei wollen wir uns auf solche Abweichungen beschrénken, die in der gleichen
Ebene wie die kreisformige Bahn liegen und den gleichen Drehimpuls haben.

a) Wir betrachten Stérungen erster Ordnung um die kreisformige Umlaufbahn,
r(t) = ro+ep(t) + O(e?), o(t) = wt +ef(t) + O(e?), (5.1)

wobei ry den Radius der kreisférmigen Umlaufbahn bezeichnet, w die Kreisfrequenz
dieser Umlaufbahn ist und ¢ < 1 die Stérung parametrisiert. Bestimme die Bewe-
gungsgleichung fiir die Funktionen p(¢) und 0(t) aus der ersten Ordnung der Entwick-
lung in e.

b) Das Potential sei nun von der Form V(r) = —kr~**1. Zeige, dass stabile Schwingun-
gen auftreten, falls o < 3 ist.

Hinweis: Leite eine Beziehung zwischen w? und V’(ro) her.

5.2. Der Ring-Oszillator

Wir betrachten den Fall von n identischen Massen, die durch entsprechend viele identische
Federn verbunden sind. Dabei sind sowohl die Massen als auch die Federn gezwungen,
sich entlang einer Kreisbahn zu bewegen, sieche Abbildung. Finde die Eigenschwingungen
des Systems fiir die Félle n = 2 und n = 3.

(5.2)
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5.3. Periheldrehung

Die Losung des Zweikorperproblems in der Newtonschen Mechanik besagt, dass sich die
Planeten entlang ortsfester Ellipsen um die Sonne bewegen. In der Beobachtung der Bahn
des Merkur stellt man allerdings fest, dass sich der sonnennéchste Punkt, das Perihel, sei-
ner Bahn langsam um die Sonne dreht. Der beobachtete Wert fiir diese Drehung betragt
574.10 + 0.65 Bogensekunden in 100 Jahren. Die Periheldrehung ist iiberwiegend auf den
Einfluss der anderen Planeten zuriickzufiihren, aufgrund dessen man eine Periheldrehung
von 531.63 £ 0.69 Bogensekunden in 100 Jahren erwartet. Die Diskrepanz zum beobach-
teten Wert wurde 1915 durch Albert Einstein mithilfe der allgemeinen Relativitéatstheorie
erkldrt. Diesen ersten empirischen Test der allgemeinen Relativitédtstheorie wollen wir in
dieser Aufgabe nachvollziehen.

Die allgemeine Relativitéitstheorie bedingt eine Korrektur des Gravitationspotentials,

gp |«
Vir)=——+— 5.3
=-24 2, (53)
wobei wir o = —gul?c™? als kleinen Stérparameter auffassen, in dem wir im Folgenden

entwickeln werden.

a) In dieser Aufgabe arbeiten wir mit der Bahnkurve r(¢). Dabei erweist es sich als
hilfreich, den Parameter u = 7! einzufiihren. Schreibe dafiir zunichst die Gleichung

g (2 + 12 %) = E - V(r) (5.4)

unter Ausnutzung der Beziehung ¢ = Ir~2 als Gleichung fiir u(¢) und u'(p). Leite

nun die erhaltene Gleichung nach ¢ ab, um folgende Gleichung zu erhalten
plP” +u) = =V'(u), V(u):=V(u?). (5.5)

b) Aus der Vorlesung wissen wir, dass die oben hergeleitete Gleichung fiir a = 0 durch
die Ellipse gelost wird

uo(p) = gl (1 + ecos ). (5.6)

Wir betrachten nun die Entwicklung u = wug + av + O(a?) um die Ellipsenbahn.
Verwende Gleichung (5.5)) um folgende Gleichung fiir v(y) herzuleiten

V" () +v(p) = —3¢°u H%(1 + 2 cos ¢ + &2 cos® ). (5.7)

Das erste Perihel liege bei ¢ = 0 und wir verwenden die Anfangsbedingungen u(0) =
up(0) und «/(0) = 0. Bestimme daraus Anfangsbedingungen fiir v(¢) und lése die
obige Gleichung fiir diese Anfangsbedingungen.

Hinweis: Zeige zunichst das fiir eine beliebige Inhomogenitat b(y), die Funktion

v(p) = / " b() sinio — ) (5.8)

0

eine Losung der DGL v"(¢) 4+ v(gp) = b(yp) ist.

c) Wir bestimmen die Periheldrehung pro Umlauf aus der Bedingung u/(27 + Ag) = 0.
Hierbei gehen wir davon aus, dass Ay von der Ordnung « ist. Nutze die soeben
hergeleitete Losung v(¢), um herzuleiten, dass gilt

Ap = 6mg*1 %2, (5.9)

5.2
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6.1. Gekoppelte Pendel

Wir betrachten ein System aus zwei identischen Pendeln der Lénge I; = [ = [ mit Massen
my; = my = m im homogenen Schwerefeld mit Beschleunigung g. Die Pendel bewegen
sich beide in einer Ebene, und der (kleine) Auslenkungswinkel der Pendel relativ zur
Vertikalen wird mit #; und 65 bezeichnet. Weiterhin sind die Pendel durch eine masselose
Feder gekoppelt, deren Lénge gleich dem Abstand der Aufhdngepunkte ist. Wir definieren
wg = g/l und w? = k/m.

a) Stelle die Bewegungsgleichungen fiir 6y, 65 auf und finde die beiden Eigenschwingun-
gen des Systems.

b) Zur Zeit t = 0 seien die Pendel in Ruhe. Dann wird eines der beiden Pendel mit der
Geschwindigkeit [6; = v angestossen. Zeige, dass sich das erste Pendel nach einer
gewissen Zeit T, die bestimmt werden soll, beinahe in Ruhe befindet. Hierbei nehmen

wir an, dass ws < wy gilt.
Hinweis: sina + sinb = 2cos 1(a — b) sin 3 (a + b).

6.2. Bowling

Wir betrachten eine Scheibe mit Trigheitsmoment I = Bm R? auf einer horizontalen
Ebene mit Reibung. Die Scheibe gleitet zunéchst ohne zu rollen, d.h. die Geschwindigkeit
der Schwerpunktsbewegung ist vy und die Winkelgeschwindigkeit um den Schwerpunkt ist
Null. Die Scheibe wird nun durch die Reibung mit dem Untergrund in Drehung versetzt,
bis sie schliesslich abrollt. W/'

Iy

- (6.1)

a) Finde die Geschwindigkeit der Schwerpunktsbewegung der Scheibe, wenn sie begonnen
hat abzurollen, also nicht mehr gleitet.

Hinweis: Es ist nicht notwendig, die genaue Form der Reibungskraft zu kennen.
b) Betrachte den Kontaktpunkt P zwischen Scheibe und Untergrund. Was ldsst sich tiber

das Drehmoment der Scheibe um den Punkt P aussagen? Verwende dein Ergebnis,
um das Ergebnis aus erneut herzuleiten.

c) Wieviel kinetische Energie geht durch das Rutschen verloren?

d) Wir gehen nun davon aus, dass die Reibungskraft durch |Ff| = pmg gegeben ist.
Finde den den Zeitpunkt ¢ und Abstand d, an dem die Scheibe anfangt abzurollen.

e) Zeige, dass die durch die Reibung geleistete Arbeit der beim Rutschen verlorenen
Energie entspricht, die in gefunden wurde.

Hinweis: Die Multiplikation der Reibungskraft mit der in gefundenen Distanz
fithrt nicht auf dieses Ergebnis. Wieso nicht? Welche Distanz sollte man stattdessen
betrachten?
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6.3. Angetriebenes Pendel

Wir betrachten ein Kind auf einer Schaukel der Lange [. Es startet mit einem Auslen-
kungswinkel 6, relativ zur Vertikalen. Sein Vater schiebt es entlang seiner Bewegung mit
einer konstanten Kraft F' = ymg an. Wir beschreiben die Situation ndherungsweise durch
eine punktférmige Masse m und die Schaukel durch ein masseloses Seil der Lange [.

a) Wie gross ist der relative Fehler bei Verwendung der Kleinwinkelnéherung sin 6 ~ 6
bis hin zu einem Auslenkungswinkel von 6 = 30° = /67

b) Wie viel Zeit vergeht, bis das Kind den Winkel § = 0 erreicht? Welche Geschwindigkeit

hat es dann?

6.4. Treppensteigen Optional:

Ein Ball mit Radius r und Trégheitsmoment [ = %mR2 rollt ohne zu rutschen auf dem
Untergrund. Die anféngliche Geschwindigkeit seiner Schwerpunktsbewegung ist vy. Der
Ball trifft dann auf eine Stufe der Hohe h < R.

(6.2)

Wir nehmen nun an, dass der Stoss zwischen Stufe und Ball inelastisch und instantan
ist. Weiterhin nehmen wir an, dass der Punkt P des Balls, der die Stufe getroffen hat,
unmittelbar nach dem Stoss in Ruhe ist und der Ball lediglich um diesen Punkt rotiert.

a) Finde die Winkelgeschwindigkeit w’, mit der der Ball um den Punkt P rotiert.

Hinweis: Die Energie ist beim inelastischen Stoss nicht erhalten. Welche Grésse ist
hier stattdessen erhalten und wieso? Beachte, dass der instante Impulsiibertrag durch
den Stoss vom Punkt P wegzeigt.

b) Kann der Ball nach dem Stoss iiber die Stufe hinwegrollen? Nimm an, dass der Ball
an der Kante der Stufe klebt und dass seine Rotation um den Punkt P in einer
Aufwirtsbewegung resultiert. Wie gross muss vy wenigstens sein, damit der Ball iiber
die Stufe rollen kann?

Hinweis: Finde eine geeignete Erhaltungsgrosse.

c) Unter welcher Bedingung hebt der Ball durch den Stoss ab?

Hinweis: Der Kriimmungsradius einer ebenen Kurve Z(t) = (z1(t), z2(t)) ist gegeben
durch
| @

By iy — 2 B

. (6.3)
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7.1. Atwood-Maschine mit tréiger Rolle

Wir werfen einen zweiten Blick auf und berticksichtigen dabei das Triagheits-
moment der Rolle. Als Erinnerung, die Atwood-Maschine besteht aus zwei unterschied-
lichen Massen m; und ms, welche mit einem Seil der Lénge [ verbunden und iiber eine
Rolle aufgehingt sind. Die Rolle hat die Form eines homogenen Zylinders von Radius R,
Dicke d und Masse mp.

a) Berechne das relevante Tragheitsmoment I der Rolle. Bestimme daraus den Drehim-
puls L der Rolle in Abhéngigkeit der Geschwindigkeit v der Massen und zeige, dass
L= % mpRv.

b) Schreibe die Bewegungsgleichung fiir die Position(en) der Massen auf.
c) Lose die Bewegungsgleichungen und zeige, dass

(my — my)gt?
2(m1 + mo -+ %mp) '

71 (t) = (7.1)

d) Bestimme die potentielle Energie V', die kinetische Energie T}, der Massen sowie
die Rotationsenergie T, der Rolle als Funktionen der Zeit t. Verifiziere, dass die
Gesamtenergie erhalten ist. Wie gross ist das Verhéltnis Tt /Thin?

7.2. Frei rotierendes Ellipsoid

Wir betrachten ein Ellipsoid mit Hauptachsen a, b, a. Es hat eine gleichméssige Massen-
dichte p und Gesamtmasse m und rotiert frei im einem Inertialensystem.

(7.2)

a) Bestimme den Trigheitstensor und zeige, dass er die folgende Form hat:

I = tmdiag(a® + 0%, 2a%, a* + b°). (7.3)

b) Was sind die Erhaltungsgrossen im Inertialsystem? Was implizieren sie fiir die Werte,
die der Winkelgeschwindigkeitsvektor ¢ annehmen kann?

c) Lose die Eulerschen Gleichungen fiir allgemeine Anfangsbedingungen fiir . Was ist
die Frequenz der Prézession?
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7.3. Rollende Miinze

Wir betrachten eine diinne Miinze vom Radius r mit gleichméssiger Massenverteilung und
Gesamtmasse m, die auf einem Kreis vom Radius R abrollt ohne zu rutschen. Die Miinze
rollt mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit {2 entlang des Kreises und steht dabei in
einem konstanten Winkel # zum Boden, wie in der Abbildung gezeigt.

(7.4)

Wir fithren ein beschleunigtes Bezugssystem K ein, welches im Schwerpunkt der Miinze
zentriert ist, dessen z-Achse mit der Symmetrieachse der Miinze iibereinstimmt und dessen
y-Achse grosstenteils nach oben zeigt. Zusétzlich sei das Inertialsystem K’ im Zentrum des
Kreises fixiert so dass die y’-Achse mit der Symmetrieachse des Kreises {ibereinstimmt.

a) Welche Krifte wirken auf die Miinze im Inertialsystem K’ und wie lautet die Be-
ziehung zwischen (2 und der Winkelgeschwindigkeit & der Miinze um ihre Symme-
trieachse? Driicke & im beschleunigten Bezugssystem K durch die Grossen R, 7,6, 2
aus.

b) Bestimme die Haupttrigheitsmomente der Miinze. Schreibe den Drehimpulsvektor S
im beschleunigten System K und finde die horizontal nach Aussen gerichtete Kom-
ponente &L im Laborsystem K’ wobei der Einheitsvektor € in Richtung des Aufla-
gepunkts der Miinze zeigt.

c) Welches Drehmoment M wirkt auf die Miinze im Inertialsystem K’? Bestimme auch
den Betrag des Drehmoments. Driicke {2 durch die Gréssen g, R, 7,60 aus, indem du

die Priizessions-Bedingung ||L|| = £2&-L verwendest. Zeige, dass R > /57 cos § gelten
muss, damit die Bewegung moglich ist.
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8.1. Lorentz-Transformationen
Betrachte die folgende einparametrige Familie von Matrizen L(6), § € R:

coshf sinh6
L(o) = (sinh@ coshH) ’ (8.1)

a) Zeige, dass sie die folgende algebraische Relation erfiillen
L(6y) L(05) = L(61 + 09), (8.2)

und folgere, dass sie eine Gruppe bilden.
Hinweis: Die folgenden Additionstheoreme sind hierfiir hilfreich:

sinh(z + y) = sinh z cosh y + sinh y cosh z,
cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y. (8.3)
b) Zeige, dass weiterhin die Minkowski-Metrik n := diag(—1, +1) invariant ist
L(O) 0 L(O) = 1. (8.4

8.2. Lorentz-Boosts und Kommunikation im Weltraum

In dieser Aufgabe betrachten wir Transformationen zwischen Inertialsystemen.

a) Ein Inertialsystem bewege sich mit Geschwindigkeit v = (v cos ¢, vsinp,0) relativ
zu einem anderen. Zeige, dass die zugehorige Lorentz-Transformation L, durch die
folgende Matrix dargestellt ist

v v cos ¢ YBsing 0
Lo(v) = vBcosp ycostp+sin?p (v —1)singcosg 0 (8.5)
AT [ yBsing (v —1)sinpcosy  ysin?p+cos?e 0 ’
0 0 0 1

Was erhiltst du fiir einen Boost entlang der Diagonalen der x,y-Ebene mit ¢ = 135°7

Zwei Raumschiffe A und B starten zum gleichen Zeitpunkt von einer Raumstation mit Ge-
schwindigkeiten 74 und v relativ zur Raumstation. Der im Ruhesystem der Raumstation
gemessene Winkel zwischen den Geschwindigkeiten sei .

b) Raumschiff B startet eine Uhr beim Abflug von der Raumstation. Als das Raumschiff
von einem Asteroiden getroffen wird, geht die Uhr kaputt und bleibt bei der Zeit
tp stehen. Wie viel Zeit t4 ist im Ruhesystem des Raumschiffs A vom Abflug des
Raumschiffs bis zum Kaputtgehen der Uhr vergangen?

c) Die Rechnung in ist unphysikalisch. Warum?

d) Ein sinnvollerer Vergleich von Zeiten ergibt sich, wenn Raumschiff B seine Zeit durch
ein Lichtsignal an A iibermittelt, und die Zeiten auf A verglichen werden. Nimm an,
dass B zum Zeitpunkt tp das Signal zuerst zur Raumstation schickt, und diese es

ohne Zeitverzogerung an A weiterschickt. Zu welchem Zeitpunkt ¢4 gigna erreicht das
Signal das Raumschiff A?
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8.3. Rundreise in der Raumzeit

Die Effekte der Speziellen Relativitatstheorie sind beizeiten unintuitiv. In dieser Aufgabe
betrachten wir eine Komposition von Lorentz-Transformationen mit seltsamen Ergebnis.
Betrachte ein Raumschiff, welches auf eine Rundreise in die Raumzeit mit relativistischen
Geschwindigkeiten aufbricht. Das Raumschiff beschleunigt auf die Geschwindigkeit v und
dreht sich dann um einen rechten Winkel (ohne dabei abzubremsen). Dieses Manover
wird viermal wiederholt. Wir vernachlissigen die Verschiebungen wéhrend der Reise und
betrachten ausschliesslich die Orientierung und den Bewegungszustand des Raumschiffs.

Hinweis: Es geniigt, eine Raumzeit mit 2 + 1 Dimensionen anzunehmen, d.h. man kann
die z-Koordinate ignorieren.

a) Wir bendtigen zwei Transformationen der Raumzeit: Ein Lorentz-Boost in der z-
Richtung mit Geschwindigkeit v und eine Rotation in der z,y-Ebene um 90°. Finde
die Matrizen R und L, welche die Rotation und den Boost beschreiben.

b) Zeige, dass R* = id, und interpretiere das Ergebnis.

c¢) Die Rundreise (bis auf Verschiebungen) wird durch die Lorentz-Transformation Ly :=
(RL)* beschrieben. Berechne L, und zeige, dass man folgende Matrix erhilt (8 := v/c

und v :=1/4/1— ?)
vt —29°8° VB=B=7B BB
Ly = —V°B+7*8 5+ A (8:6)
—YIB+B+B 28 P+
Beachte, dass einige Vorzeichen je nach Wahl der Konventionen abweichen kénnen.

d) Entwickle Ly fiir kleines 8 bis zur dritten Ordnung. Zeige, dass die Transformation
eine Rotation um den Winkel 3% und ein Lorentz-Boost mit Geschwindigkeit 11/2'3%¢
entlang der Diagonale der x,y-Ebene mit ¢ = 135° beschreibt.

e) Angenommen, das Raumschiff fiihrt das Manover ein finftes Mal durch. Bestimme
Ls := (RL)>. Was erhilst du fiir 8 = (3v/5 — 2)/? & 0.7867 Wie interpretierst du
dieses Ergebnis?

8.2



Allgemeine Mechanik Ubungsblatt 9
ETH Zirich, 2020 HS Prof. N. Beisert, Dr. M. Schiavina

9.1. Relativistischer Doppler-Effekt

Wir leiten nun den relativistischen Doppler-Effekt fiir elektromagnetische Wellen bzw.
Licht her. Eine Lichtquelle bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v auf eine Beob-
achterin zu, die im System K ruht. Die Quelle emittiert dabei Licht mit einer Frequenz
fo gemessen im mitbewegten System K’. Die Beobachterin misst nun n Perioden der
elektromagnetischen Welle innerhalb einer Zeitspanne At. Wir wollen nun die Beziehung
zwischen der von der Beobachterin gemessenen Frequenz f und der im mitbewegten Sy-
stem gemessenen Frequenz fy bestimmen.

a) Wie gross ist der Abstand vom Anfang bis zum Ende des Wellenzugs? Schlussfolgere
hieraus die Wellenldnge A\ und Frequenz f, die von der Beobachterin gemessen werden.

b) Betrachte nun die Situation aus der Sicht der Quelle und geben einen Ausdruck fir
n in Abhéngigkeit von f, an.

c) Setze die Zeiten in beiden Systemen in Beziehung mittels

,  t+av/c? , T+ vt
=t v .
V1—0v2/c? V1—0v2/c?

Diese Beziehung nennt man Zeitdilatation. Leite damit einen Ausdruck fiir f als
Funktion von fy und v her.

(9.1)

d) Wiederhole die obige Analyse fiir den Fall, dass sich die Quelle mit der Geschwindig-
keit v von der Beobachterin entfernt und zeige, dass gilt

vI=F
VI+A

e) Fiir den nicht-relativistischen Doppler-Effekt im Fall von Schallwellen findet man

f= Jo. (9.2)

fetr (9.3)

C — Vg

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit, v die Geschwindigkeit der Beobachterin und v, die
Geschwindigkeit der Quelle bezeichnet. Welcher qualitative Unterschied zum relativi-
stischen Dopper-Effekt zeigt sich hier? Erkldre, warum das obige Ergebnis nicht das
Relativitéatsprinzip verletzt.
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9.2. Relativistischer Doppler-Effekt mittels Energiebetrachtung

Wir betrachten eine Lichtquelle, die sich an einem Beobachter mit endlicher Distanz
und mit Relativgeschwindigkeit v vorbeibewegt. Die Frequenz des ausgestrahlten Lichts
im Ruhesystem K der Quelle betrage f; und 6 beschreibe den Emissionswinkel in K
desjenigen Lichts, welches gerade vom Beobachter empfangen wird.

a) Die Energie eines Photons betréigt £ = hf, wobei h die Plancksche Konstante ist und
f die Frequenz bezeichnet. Bestimme den Vierer-Impuls eines Photons in K.

b) Wende eine geeignete Poincaré-Transformation an, um den Vierer-Impuls im System
K’ des Beobachters zu erhalten. Verwende diesen, um die Frequenz [’ des vom Beob-
achter empfangenen Lichts als Funktion von fy, v und 6 auszudriicken.

Hinweis: Wie wirkt die Raumzeit-Translation, die bendtigt wird, um die Urspriinge
der Systeme K und K’ aufeinander abzubilden, auf den Vierer-Impuls?

c) Bei welchem Winkel 6" wird der Beobachter in K’ die Lichtquelle zu diesem Zeitpunkt
wahrnehmen?

9.3. Relativistische Kinematik

Die Produktion von Higgs-Teilchen am LHC wurde durch die Kollision zweier kollinearer
Protonenstrahlen erreicht. Wir betrachten die Kollisionen im Ruhesystem K des LHC.
Wir bezeichnen die Masse des Higgs-Teilchens mit M = 125 GeV /c? und die Masse eines
Protons mit m = 938 MeV /c?.

a) Angenommen die Protonen bewegen sich entlang der z-Achse mit genau gegensétzli-
cher Geschwindigkeit, um bei der Kollision ein Higgs-Teilchen in Ruhe zu erzeugen.
Bestimme die dafiir benotigte Energie und Geschwindigkeit der Protonen.

b) Angenommen ein bewegtes Proton trifft ein Proton, welches sich im System K in Ruhe
befindet. Was ist die Energie und Geschwindigkeit um ein Higgs-Teilchen erzeugen zu
kénnen? Was schliesst du daraus?

Wir betrachten nun den Zerfall des Higgs-Teilchens: Unter vielen anderen Zerfallskanélen,
kann es in ein Paar von Photonen zerfallen. Dieser Zerfallsprozess ist zwar sehr selten aber
interessant, weil die beiden hochenergetischen Photonen leicht zu erkennen sind.

c) Wir nehmen an, dass wir zwei Photonen mit Energien £ und F5 bei einem Winkel 0
zwischen den Strahlen messen. Wenn diese Photonen aus dem Zerfall eines einzelnen
Teilchens stammen, wie gross ist die Masse dieses Teilchens?

d) Bestimme die Geschwindigkeit des zerfallenden Teilchens im Bezugssystem K.

9.2



Allgemeine Mechanik Ubungsblatt 10
ETH Zirich, 2020 HS Prof. N. Beisert, Dr. M. Schiavina

10.1. Atwood-Maschine mittels Lagrange-Formalismus

Wir betrachten erneut die Atwood-Maschine, die wir bereits in [Aufgabe 1.2] und [Aufga]
gesehen haben: Zwei unterschiedliche Massen m; und my sind mit einem Seil der
Lange [ verbunden und iiber eine Rolle mit Radius r in einem homogenen Gravitationsfeld
aufgehéngt. Diesmal wollen wir den Lagrange-Formalismus benutzen.

Zunachst vernachléssigen wir die Tréagheit der Rolle.

a) Was sind geeignete verallgemeinerte Koordinaten um sicherzustellen, dass die Lange
des Seils konstant ist? Driicke die kinetische und potentielle Energie in diesen Koor-
dinaten aus und gib die Lagrange-Funktion an.

b) Stelle die Euler-Lagrange-Gleichungen auf. Wie steht dein Ergebnis zu der in
gefundenen Beschleunigung in Beziehung? Warum miissen wir die Spannung
des Seils hier nicht betrachten?

Beriicksichtigen wir nun zusétzlich die Tréagheit der Rolle, welche durch einen homogenen
Zylinders der Dicke d und Masse mp modelliert wird.

c) Welche verallgemeinerten Koordinaten kénnen wir verwenden, um die Bewegung
der Rolle zu beschreiben? Eliminiere diese verallgemeinerten Koordinaten durch die
Einfiihrung einer geeigneten Zwangsbedingung.

d) Stelle die kinetische Energie der Rolle und die Lagrange-Funktion auf. Schreibe die
Euler-Lagrange-Gleichung fiir dieses System. Uberpriife, dass die Antwort zu
die Bewegungsgleichung 16st. Warum tritt hier kein Drehmoment auf?

10.2. Lagrange-Funktion und Bewegungsgleichungen

Bestimme die Lagrange-Funktion und Bewegungsgleichungen der abgebildeten Systeme.
Es ist nicht nach der Losung der Bewegungsgleichungen gefragt.

(10.1)

a) Eine Scheibe mit Radius r und Masse m ist an ihrem Mittelpunkt aufgehéngt und
kann frei um ihn rotieren. Zusétzlich verbindet eine Feder mit Federkonstante k und
Ruhelédnge [, einem Randpunkt P der Scheibe mit einer nahegelegenen Wand. Dort ist
sie an der gleichen Hohe wie der Mittelpunkt der Scheibe befestigt und der Abstand
zum Mittelpunkt der Scheibe betragt d.

b) Ein Doppelpendel mit festen Langen [/; in einem gleichméssigen Gravitationsfeld.

—
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10.3. Rutschende Kette

Eine homogene Kette der Linge [ und Masse m liegt iiber der Spitze eines gleichschenk-
ligen dreieckigen Blocks der Masse 2m, dessen nach oben ausgerichtete Ecke rechtwinklig
ist. Am rechten Ende der Kette P ist eine Masse m befestigt. Der gesamte Aufbau unter-
liegt der Schwerkraft und wir vernachléassigen alle Reibungskréfte. Zur Zeit t = 0 sei das
System in Ruhe und auf der rechten Seite hénge die Kette das Stiick s(0) = /2 herab.

‘Y‘P (10.2)

+—>

a) Bestimme die Lagrange-Funktion des Systems.

b) Lose die Bewegungsgleichungen fiir die gegebenen Anfangsbedingungen unter der An-
nahme, dass s(t) <1 gilt.

c) Bestimme die Zeit t¢, zu der das linke Ende der Kette iiber die Spitze des Blocks
rutscht und die Distanz x¢, um die sich der Block bis dahin bewegt.

10.4. Minimale Rotationsflache

Wir betrachten eine Rotationsfliche, die wir aus der Drehung einer Kurve y(p) um die y-
Achse erhalten. Die Kurve verbindet die Punkte (p1,y1) und (p2, y2), wobei wir annehmen
wir, dass y; < yo und p; < py sind. Wir kénnen die Kurve ebenfalls durch die Funktion
p(y) beschreiben und werden im Folgenden beide Beschreibungen betrachten. In beiden
Féllen wollen wir mithilfe der Variationsrechnung diejenige Kurve finden, fiir die der
Flacheninhalt minimal wird.

(10.3)

z

a) Erkennst du fiir eine der beiden Beschreibungen ein Problem?

Hinweis: Die Abbildung zeigt das Problem nicht. Betrachte die Randbedingungen fiir
den Fall p; = po.

b) Schreibe den Flécheninhalt A als Funktional Afy(p)] und als Funktional A[p(y)].

c) Bestimme die Euler-Lagrange-Gleichungen in beiden Fillen. Wihle diejenige Be-
schreibung aus, die dir einfacher erscheint und 16se die Euler-Lagrange-Gleichungen.
Finde mithilfe deiner Losung auch die Losung fiir die andere Beschreibung.
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11.1. Fallendes Seil

Ein Seil der Lange ! und mit gleichméssiger linearer Massendichte p wird vertikal in
die Luft geworfen und so losgelassen, dass es die unten dargestellte Form annimmt. Wir
nehmen dabei an, dass das Seil beliebig stark biegbar sei, sodass der Knick von ver-
nachléssigbarer Dicke ist und wir das Seil durch zwei vertikale Teilstiicke der Lange h — h
und h — hy (die sich zur Lénge [ des Seils addieren) beschreiben kénnen.

I"P h (11.1)
hl S

-

A4

a) Verwende h; und hy als verallgemeinerte Koordinaten, und zeige, dass die Lagrange-
Funktion folgende Form annimmt:

L = §(h — hy)ph} + 3(h — ho)ph3
— 509(h — h1)(h + h1) — 5pg(h — ha)(h + hs). (11.2)

Bestimme die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen.

b) Setze x = hy — hy und y = hy + hy ein, und zeige, dass die Bewegungsgleichung fiir
die z-Koordinate gegeben ist durch

(I — 2@ = zi?. (11.3)

c) Verwende die in gefundene Bewegungsgleichung, um # als Funktion von [,
x und einer Integrationskonstanten im Bereich in dem #(t) # 0 gilt zu bestimmen.
Zeige, dass & unendlich gross wird, wenn das Seil seine Form verédndert und der Knick
das Ende des Seils erreicht (die Peitsche knallt). Wie ist die andere (triviale) Losung
&(t) = 0 fiir alle ¢ zu interpretieren?

Hinweis: Betrachte die Ausdriicke (d/dt) log(z) und (d/dt) log(1*> — z?) und vergleiche
sie mit (11.3), um & zu erhalten.

d) Die Seilspannung an einem gegebenen Punkt P im Abstand s vom unteren Ende des
Seils (siehe Abbildung) betrigt Z = ps(hs + g). Zeige, dass fiir & # 0 gilt

psc?

Z= 200+ 2)(1 — 2?)

(11.4)

wobei ¢ eine Konstante ist, die aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden kann.
Wie verhélt sich Z im Grenzfall x — [7
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11.2. Teilchen auf Zylinder und Paraboloid

In diesem Problem wirken zwei Kraftfelder auf ein Teilchen der Masse m: die Gravitation
(in negative z-Richtung) und eine Kraft F' = —k# zum Koordinatenursprung gerichtet.

Zuerst ist die Bewegung des Teilchen auf eine Zylinderoberfliche mit z? + y?> = R? be-
schrankt.

a) Wéhle geeignete generalisierte Koordinaten, und bestimme die Lagrange-Funktion
des Systems.

b) Bestimme die Euler-Lagrange-Gleichungen, und zeige, dass daraus Drehimpulserhal-
tung folgt.

Jetzt bewegt sich das Punktteilchen unter dem Einfluss der gleichen Kraftfelder auf einer
parabolischen Oberfléiche, die durch die Gleichung 2 = ¢?(2? 4 y?) beschrieben wird.

c) Verwende einen Lagrange-Multiplikator A um die Zwangsbedingung zu implementie-
ren und schreibe die Lagrange-Funktion des Systems in Zylinderkoordinaten (7, ¢, z).
Ermittle die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das System.

d) Zeige, dass fiir jeden Wert des Drehimpuls L, = mr?p # 0, die kreisférmige Trajek-
torie r(t) = 7y eine Losung der Bewegungsgleichungen ist, wenn r eine Gleichung der
folgenden Art erfiillt

ArS + Bri — L*=0. (11.5)

Bestimme den Wert von A und B.

11.3. Separierbare Systeme

Wir betrachten ein System, in dem die kinetische und potentielle Energie als Funktionen
der verallgemeinerten Koordinaten ¢; in der folgenden Form vorliegen:

T= Z file)d?, V= Z Vi(q:). (11.6)

Beachte, dass dies nicht die allgemeinste Form ist, die 7" und V' annehmen koénnen; wir
betrachten hier eine spezielle Klasse von Systemen und/oder eine geeignete Wahl von
Koordinaten.

a) Zeige, dass sich die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir ein solches System separieren
lassen, d.h. dass jede Gleichung nur eine der verallgemeinerten Koordinaten und ihre
Ableitungen enthélt.

b) Verwende die Bewegungsgleichungen, um zu zeigen, dass die Gréossen E; = fi(q;)G:® +
Vi(g;) erhalten sind, dass wir also jeder Koordinate eine effektive Energie zuordnen
konnen, die unter der Zeitentwicklung des Systems erhalten ist.

c) Verwende die Tatsache, dass die F; Erhaltungsgrossen sind, um ein Integral zu finden,
das die Zeit t als Funktion der Koordinate ¢; ausdriickt, d.h. t = g;(¢;) fiir eine
geeignete Funktion g;. Unter der Annahme, dass die Funktion g; auf einem hinreichend
kleinen Intervall bijektiv ist, kann die Zeitentwicklung der Koordinate dann mithilfe
der Inversen als ¢; = g; *(t) geschrieben werden.
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12.1. Galilei-Invarianz und Lagrange-Formalismus

Unser Ziel in dieser Aufgabe ist es, die Lagrange-Funktion eines Teilchens in einem Galilei-
invarianten System herzuleiten.

a) Betrachte die unbestimmte Lagrange-Funktion eines Teilchens L(Z,7,t). Nimm an,
dass unser System invariant unter Rotationen und Translationen ist. Welche Bedin-
gungen sind dadurch an die funktionale Abhéngigkeit von L gekniipft? Kann man
das erste Newtonsche Gesetz davon ableiten?

b) Betrachte zwei allgemeine Lagrange-Funktionen, die iiber die totale Zeitableitung
einer weiteren Funktion miteinander in Verbindung stehen

. . d
L'(g,4,1) = Llg,4,) + 3. Flg, 1) (12.1)
Inwiefern unterscheiden sich die Bewegungsgleichungen, die jeweils von L und L’
erzeugt werden?

c) Betrachte die eingeschrénkte Lagrange-Funktion aus|Teil a)l Wie édndert sie sich unter
dem Galilei-Boost 7/ = ¥ + K7 Benutze diesen Ausdruck, um die explizite Form von
L aufzuschreiben, die Galilei-invariant ist. Interpretiere das Ergebnis.

12.2. Symmetrietransformationen

Wir betrachten eine Losung x = x(t) eines harmonischen Oszillators mit Masse m und
Federkonstante k. Zeige, dass die Transformation 2’ = ¢y(z,t) := x + Acos(wt) mit
w = \/k/m eine Symmetrietransformation des harmonischen Oszillators ist. Berechne
dann die dazugehorige Erhaltungsgrosse und zeige durch explizite Rechnung, dass diese
tatséchlich erhalten ist.

Hinweis: Zeige, dass die Lagrange-Funktion des harmonischen Oszillators bis auf die totale
Zeitableitung einer Funktion K, (z,t) invariant ist.
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12.3. Symmetrie und Laplace-Runge-Lenz-Vektor

In dieser Aufgabe betrachten wir die nach dem Noether-Theorem zum Laplace-Runge-
Lenz-Vektor zugehorige Symmetrie. Fiir diese wurde in der Vorlesung das erzeugende
Vektorfeld gefunden

, OzT g

V=50 = p(2(R-2)% — (R-D)T — (T-2)R), (12.2)
das die Deformation einer Losung & der Bewegungsgleichungen in eine andere Losung
beschreibt

T =T+ INT+ O>0N?). (12.3)

Als Ausgangspunkt betrachten wir die folgende Losung fiir einen Kreisorbit
Z(t) = (Rcoswt, Rsinwt, 0), w=/gR? (12.4)

Wir wenden die obige Transformation an, und zeigen dann, dass sie den Kreisorbit in
einen elliptischen Orbit deformiert.

a) Zeige zunéchst, dass die Transformation die folgende Deformation fiir die Wahl /& =
(kcosV, ksind, p) erzeugt

r(t) = R+ Ak R*wsin(wt — 9) + O(\?). (12.5)

b) Bestimme weiter die Exzentrizitit, Ausrichtung und grosse Halbachse der Deformati-
on in linearer Ordnung im Deformationsparameter A. Vergleiche dazu ({12.5) mit der
Entwicklung in A von

B a(l —&?)

1+ ecos(p — o)

r (12.6)

welche eine Ellipse mit einem der Brennpunkte im Koordinatenursprung beschreibt.
Hierbei bezeichnet a die Linge der grossen Halbachse, ¢ die Exzentrizitdt und g
bestimmt die Ausrichtung der Ellipse in der Ebene.

c) Betrachte die Variationen der Erhaltungsgrossen E, L und A um eine beliebige Losung
der Bewegungsgleichungen und zeige, dass gilt

il
N

Or

ozE 0z > -
=0 T —RxA = —2uF Kx L. 12.7
S R > W ) pE R (12.7)
Hinweis: Verwende die Bewegungsgleichung 7= —g/r, um zu zeigen, dass gilt
0 _ u[(/z-f)j;‘ I (RED)F - (if? - 5’) z] (12.8)
oA r3 r

d) Optional: Bestitige, dass die Resultate von mit den Deformationen der Pfad-
Parameter aus iibereinstimmen.

e) Fortgeschritten: Driicke die Relationen (12.7)) als eine Lie Algebra der Rotationen
und A-Transformationen (oder dquivalent als Poisson Algebra der erhaltenen Ladun-
gen L und A) aus. Kannst du die Algebra interpretieren?

12.2
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13.1. Teilchen auf Fliache im Hamiltonschen Formalismus

In haben wir die Bewegung eines Teilchens der Masse m entlang einer
gegebene Flidche (Zylinder oder Paraboloid) betrachtet, welches unter dem Einfluss der

Gravitation (in negativer z-Richtung) und einer weiteren Kraft F' = —k& hin zum Koor-
dinatenursprung steht.

Wenn sich das Teilchen auf einer Zylinderoberfliche mit Radius R bewegt, dann ist die
Lagrange-Funktion gegeben durch

L= Im(R*Q* + %) — Lk(2* + R?) — mgz. (13.1)
a) Finde die zugehorige Hamilton-Funktion. Leite die Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen her und lose sie.

Wenn sich das Teilchen auf einer Paraboloidfliche mit der Gleichung z = (2% + y?)
bewegt, ist die Lagrange-Funktion in zylindrischen Koordinaten gegeben durch

L=1m((1+4c"r?)r? +r*¢?) — Lk(c'r? + 1)r* — mgce®r®. (13.2)
b) Finde die zugehorige Hamilton-Funktion und die Hamiltonschen Bewegungsgleichun-
gen.

13.2. Poisson-Algebra des Drehimpulses

In der Vorlesung wurde das Hamiltonsche Vektorfeld D[F] zu einer Phasenraumfunktion
F(z,p) eingefiihrt als Differentialoperator

3
oF 0 OF 0

Hierbei beschrianken wir uns auf den Fall eines Teilchens im dreidimensionalen Eukli-
dischen Raum und betrachten {9/dz;,d/0p;} als Basis des Tangentialraums an R® im
Punkt (x,p). In der Vorlesung wurden weiter verschiedene Wege beschrieben, wie man
Poisson-Klammern der Funktion F aus dem Hamiltonschen Vektorfeld berechnen kann.
Diese wollen wir hier nachvollziehen.

a) Bestimme zunéchst die Hamiltonschen Vektorfelder zu den Phasenraumfunktionen
Ort z;, Impuls p; und Drehimpuls L; = ), €12

b) Verwende die Beziehung D[F|G = {F, G}, um die folgenden Poisson-Klammern her-
zuleiten

3 3 3
{Li,z;} = Zé‘ijkxk, {Li,pj} = Z&jkpk, {Li,L;} = Z€ijkLk. (13.4)
k=1 k=1 k=1
c) Verwende nun die symplektische Form
3
w= Z dz; A dp; (13.5)
i=1

und leite die obigen Poisson-Klammern aus der Bezichung w(D[F],D|G]) = {F, G}
her.

—
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13.3. Kanonische Transformationen
Zeige, dass die folgende Transformation kanonisch ist:

Q1= qi, Py = +p1 — 2ps,
(2 = p2, Py = =2q1 — . (13.6)

a) Zeige, dass die kanonischen Poisson-Klammern {Q;,Q,}, {Q:, P;}, {F;, P;} in den
neuen Koordinaten die erwartete Form haben.

b) Zeige, dass das Kriterium ATe A = ¢ zutrifft, wobei A die Jacobi-Matrix der Trans-
formation bezeichne und e die symplektische Struktur.

c) Zeige, dass die symplektische Form ), d@; A dP; invariant ist.

13.4. Harmonischer Oszillator in bewegtem Kasten

Ein Kasten gleite reibungslos lings der z-Achse mit konstanter Geschwindigkeit vy. Auf
dem Kastenboden schwingt ebenfalls in z-Richtung und reibungslos eine Masse m, die
durch eine Feder (Federkonstante: k) an der hinteren Kastenwand befestigt ist.

Ya T
>
z
vot > vy 13.7
m >
k
AAAAAAAAAA
VYVYVVVVYVY

x

a) Leite die Hamilton-Funktion H im ruhenden Koordinatensystem her. Ist H eine Er-
haltungsgrosse? Ist H gleich der Gesamtenergie E7 Formuliere ausserdem die Hamil-
tonschen Bewegungsgleichungen.

b) Leite die Hamilton-Funktion H im mitbewegten Koordinatensystem des Kastens her.
Abgesehen davon, betrachte die gleiche Aufgabenstellung wie in der vorherigen Tei-
laufgabe. Was verédndert sich?

c) Es bezeichne p’ den zu 2’ konjugierten Impuls im mitbewegten Koordinatensystem
des Kastens. Zeige, dass die folgende Transformation mit w = y/k/m kanonisch ist

2P
¥ =/— sinQ +d, p = V2Pmw cos Q. (13.8)
mw

d) Bestimme die Hamilton-Funktion als Funktion von P und @ und 16se die Hamilton-
schen Bewegungsgleichungen um (¢) und P(t) zu finden.

e) Schreibe die Losung in den urspriinglichen Koordinaten z/(¢) und p/(t), und zeichne
die Trajektorie im Phasenraum.
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14.1. Hamilton-Funktion und Reibungskrifte

Ein Teilchen der Masse m bewege sich in einer Dimension in einem Potential V'(¢) und
werde gebremst durch die Reibungskraft F' = —2m~¢, welche proportional zur Geschwin-
digkeit ist.

a) Zeige, dass die folgende Lagrange-Funktion geeignete Bewegungsgleichungen ergibt:
L(g,q,t) = " (3m¢* = V(q)). (14.1)
b) Bestimme den zu ¢ konjugierten Impuls p und die Hamilton-Funktion H(q, p,t).

c) Wir betrachten eine kanonische Transformation, die durch die folgende erzeugende
Funktion definiert ist
Fy(q,p,t) = qpe™. (14.2)

Finde die transformierte Hamilton-Funktion H (g, p,t).

Betrachte jetzt das Potential V(q) = $mw?q? eines harmonischen Oszillators.

d) Welche der Hamilton-Funktionen H und H ist eine Erhaltungsgrosse? Weshalb?

e) Finde die Losung ¢(t) im unterkritisch geddmpften Fall v < w. Driicke dabei die Inte-
grationskonstante, also hier die Amplitude der Schwingung, durch die oben gefundene
Erhaltungsgrosse aus.

14.2. Zeitabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m, das sich in zwei Dimensionen (x, z) unter dem
Einfluss der Gravitationskraft F, = —mg bewegt.

a) Schreibe die Hamilton-Funktion des Systems. Erklire, warum hier die Beziehung H =
T + V verwendet werden kann.

b) Formuliere und l6se die zeitabhéngigen Hamilton-Jacobi-Gleichungen fiir das Pro-
blem. Wie hiangt S(q,t) von der Zeit ¢t ab?

Hinweis: Verwende den Separationsansatz S(q,t) = S(q) + Si(t).

c) Verwende deine obige Losung S(g¢,t), um die Funktionen z(t), z(t) und z(z) zu be-
stimmen, und priife, ob sie deinen Erwartungen entsprechen.
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14.3. Zeitunabhingige Hamilton-Jacobi-Gleichung

Betrachte eine Punktmasse m, welche sich ohne Reibung auf der Fliche eines Kegels mit
Offnungswinkel 20 unter dem Einfluss der Gravitation bewegt. Ein homogenes Graviati-
onsfeld ist parallel zur Kegelachse nach unten gerichtet.

(14.3)

a) Leite die Hamilton-Funktion in Kugelkoordinaten her und bestimme die Bewegungs-
gleichungen. Beriicksichtige dabei die Zwangsbedingungen. Nenne zwei Erhaltungs-
grossen.

b) Stelle nun die zeitunabhéngige Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir dieses Problem auf und
16se sie.
Hinweis: Verwende einen Separationsansatz der Form S(p,7r) = Si(p) + Sao(r) in
Polarkoordinaten (¢, ), um die Hamilton-Jacobi-Gleichung zu 16sen.

c) Wie findet man eine (implizite) Losung der Bewegungsgleichungen? Die auftretenden
Integrale miissen nicht explizit berechnet werden. Wie sind die Konstanten, die in der
Losung auftauchen, zu interpretieren?

14.4. Kanonische Fliisse und erzeugende Funktionen

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass wir einem kanonischen Fluss ¢, eine erzeugende
Funktion F' zuordnen kénnen,

OF Dby
Dabei bezeichnet z = (2%,...,2*) = (¢',...,¢",p1,. .., py) die Koordinaten und

B 0 +idy
€= (—idN 0 ) (14.5)

die Koeffizienten der symplektischen Form. Wir betrachten nun speziell einen zweidimen-
sionalen harmonischen Oszillator mit Hamilton-Funktion
1 k
H=T+V=—p+p)) +5 (> +9°). (14.6)
2m 2
a) Schreibe den kanonischen Fluss, der Drehungen in der z,y-Ebene beschreibt und be-
stimme die erzeugende Funktion. Ist sie eine Erhaltungsgrosse? Interpretiere das Er-
gebnis.

b) Schreibe den kanonischen Fluss, der Translationen in z-Richtung beschreibt und be-
stimme die erzeugende Funktion. Ist sie eine Erhaltungsgrosse? Interpretiere das Er-
gebnis.
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